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Das Korrespondenzprinzip
bei korpuskular-statistischer Auffassung
der Quantenmechanik

Von Fritz Bopp in Miinchen

Vorgelegt am 14. Januar 1955

In einer Reihe von Arbeiten! haben wir die Auffassung ver-
treten, dal3 die Quantenmechanik wie die klassische statistische
Mechanik von punktférmig gedachten Teilchen handelt, dje sich
gegenseitig beeinflussend im Raume bewegen, und daf3 sie deren
Bewegung statistisch beschreibt. Sie unterscheidet sich von der
klassischen statistischen Mechanik allein darin, dal3 es nach ihr
nicht mehr moglich ist, neben den statistischen auch individuelle
Bewegungsgleichungen anzugeben. Hier wollen wir zeigen, wie
eng die beiden statistischen Mechaniken miteinander verwandt
sind. Wir gelangen so zu einer korrespondenzmiBigen Begriindung
der korpuskular-statistisch aufgefafiten Quantenmechanik. Es
wird sich zeigen, daB die Korrespondenz, dort wo sie besteht,
eine so enge ist, dal in der klassischen statistischen Mechanik
und in der Quantenmechanik die ndmlichen Prinzipien gelten.

Die statistische Beschreibung der Bewegung von Teilchen-
systemen setzt die Existenz statistischer Gesamtheiten voraus.
Unter einer ,,Gesamtheit’ verstehen wir dabei die gedankliche
Zusammenfassung von gleichartigen, aber physikalisch unab-
hangigen Teilchensystemen, die sich individuell ganz verschieden
verhalten kénnen, wenn nur wohldefiniert ist, welche Systeme zur
Gesamtheit gehoéren und welche nicht. Zum Beispiel bilden die
aus einem Glithfaden austretenden Elektronen, wenn man von
der Wechselwirkung zwischen ihnen absehen darf, eine durch die
Versuchsanordnung definierte Gesamtheit, deren Elemente aller-
dings nicht Teilchensysteme, sondern die Teilchen selbst sind.

'F. Bopp, Z.Naturf. 9a, 579 (1954), Optik 11, 255 (1954), Z. angew.
Physik 6, 235 (1954).
Miinchen Ak. Sb. 1955
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Die Gesamtheit ist eine ,,statistische’’, wenn die relativen Hiu-
figkeiten, mit denen wir die verschiedenen Teilchensysteme der
Gesamtheit zu vergleichbaren Zeiten in bestimmten Situationen
antreffen, innerhalb der von der Statistik zugelassenen Grenzen
stets dieselben sind. In diesem Fall heilen die relativen Hiufig-
keiten Wahrscheinlichkeiten.

Ob statistische Gesamtheiten von Teilchensystemen existieren
oder nicht, das zu entscheiden, ist Sache der Erfahrung. Sowohl
in der Quantenmechanik, als auch in der klassischen statistischen
Mechanik ist die Annahme der Existenz statistischer Gesamt-
heiten wohlbegriindet. Die klassische statistische Mechanik
unterscheidet sich von der Quantenmechanik vor allem darin,
daB in ihr auch geordnete Gesamtheiten vorkommen. Eine ,,ge-
ordnete‘" Gesamtheit liegt vor, wenn alle Teilchensysteme der
Gesamtheit genau dieselbe Bewegung ausfiihren. In diesem Fall
ist die Bewegung determiniert. Es gibt individuelle Bewegungs-
gesetze, an deren statistische Herkunft man sich nicht mehr zu
erinnern braucht.!

Auch die Frage nach der Existenz geordneter Gesamtheiten
148t sich nur auf Grund von Erfahrungen beantworten. Nach der
Heisenbergschen Unschirferelation ist es ausgeschlossen, in
der Quantenmechanik geordnete Gesamtheiten herzustellen. Hier-
auf beruht der Unterschied zwischen Quantenmechanik und klas-
sischer statistischer Mechanik.

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden nur Ge-
samtheiten, deren Elemente aus einem Teilchen bestehen. Die
Ubertragung der Ergebnisse auf mehrere Teilchen macht keine
wesentlichen Schwierigkeiten, so da die Spezialisierung nicht
sehr einschneidend ist.

In der klassischen Mechanik ist die Bewegung eines Teil-
chens bestimmt, wenn wir wissen, daf3 es zur Zeit # in ¢ und zur
Zeit # in 1y ist. Hieraus folgt fir die klassische statistische Me-
chanik, daB3 das Verhalten einer Gesamtheit zu allen Zeiten
bestimmt sein mul}, wenn die Wahrscheinlichkeit bekannt ist,
mit der wir das Teilchen zur Zeit # an der Stelle v im Volumen

1 M. Planck, ,,Vortrige und Erinnerungen‘’, Hirzel 1949, S. 285 ff. Verf.
weist hier ausdriicklich auf die statistische Herkunft der deterministischen
Gesetze hin.
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dV und zur Zeit # an der Stelle r; im Volumen &V antreffen.
Gewdshnlich nimmt man die Zeiten # und # infinitesimal benach-
bart an, so da3 man fiir ¢, zur Zeit 4 auch die Geschwindigkeit v
oder den Impuls ¥ zur Zeit # setzen kann. Nach der klassischen
Mechanik kann also eine Gesamtheit von Einzelteilchen durch
die Wahrscheinlichkeit

(1) AW = (0, p, ) dV dV

beschrieben werden. Darin bedeutet & V" ein Volumenelement im
Raum und & ¥ eines im Impulsraum, f ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte. Bekanntlich genligt diese der Liouvilleschen Glei-
chung,! die wir in folgender Form schreiben:

H
Hierin ist

(3) H=H(,p, 1)

die Hamiltonfunktion der klassischen Mechanik. Sie bestimmt
die Anderung von f(x, p, £) in der Zeit.

Ausdriicklich sei betont: Die Wahrscheinlichkeitsdichte f(r,p,#)
ist als Funktion von Ort und Impuls nicht unmittelbar beobacht-
bar. Wir kénnen die Lage eines Teilchens im Phasenraum nur
bestimmen, wenn es moglich ist, seinen Ort stindig zu beobach-
ten, ohne seinen Lauf zu stéren. Es ist hier nicht am Platze, diese
Voraussetzung noch einmal zu analysieren. Wir wollen nur fest-
stellen, daB sich Quantenmechanik und klassische statistische
Mechanik an dieser Stelle trennen.

Ehe wir zur Quantenmechanik iibergehen, wollen wir einige
Sitze formulieren, die unmittelbar aus der Liouvilleschen Glei-
chung folgen bzw. aus den Voraussetzungen, die ihr zugrunde
liegen. Es erleichtert die Sprechweise, wenn wir die transfinite
Zahl der Punkte im Raum mit Z bezeichnen. Hiernach ist die
Zahl der Punkte im Phasenraum gleich Z2 und die der Funk-
tionswerte von f(r, p, #) gleich Z2— 1, letzteres wegen der Neben-
bedingung

4) [fe v, DdVav = 1.

! Vgl. etwa Cl. Schaefer, Einf. i. d. Theoretische Physik, Bd. II, S. 486,
Gl. (35), W. de Gruyter 192g.
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Nun zu den Sitzen: Die Bestimmung relativer Hiufigkeiten
im Phasenraum ist an folgende Voraussetzungen gebunden:

1. Es ist moglich, die Lage eines Teilchens im Phasenraum
Sestzustellen.

Die relativen Héaufigkeiten sind Wahrscheinlichkeiten, wenn
wir nicht beliebige, sondern nur statistische Gesamtheiten be-
trachten. Voraussetzung hierzu ist:

11. Es gibt statistische Gesamtheiten von Einteilchen-Systemen.
Gl (4) fihrt zu dem bereits erwihnten Satz:

111. Die Zakl f der linear unabhingigen Wakhrscheinlichkeiten
oder der | statistischen Fretheitsgrade'' ist gleich Z* — 1:

(5) f=27%—1.

Bisher haben wir die Liouvilleschen Gleichungen noch nicht
benutzt. Auf sie beziehen sich die weiteren Sitze:

IV. Die statistischen Bewegungsgleichungen [liefern lineare
Transformationen dev Wahrscheinlichkeiten.

Eine lineare Transformation eines Vektors mit / Komponen-
ten ist eine Matrix mit 2 Elementen. Davon brauchen nicht alle
unabhingig zu sein. In unserm Falle gibt es, da A (¢, p, ) von
denselben Argumenten abhingt wie f(», p, ), ebensoviel Trans-
formationsparameter wie Funktionswerte von f(r, p, ), also Z2
Darunter gibt es eine spezielle Hamiltonfunktion, die nach
Gl. (2) beliebige Wahrscheinlichkeitsdichten unveridndert 140t
niamlich /' = const, so dal} es nicht Z%, sondern nur Z% — 1 Be-
wegungstypen gibt.

V. Die Zaki p der Bewegungstypen oder Transformations-
parameter ist gleich der Zakhl f der statistischen Freiheitsgrade,
also gleich Z* — 1.

(6) p=f=2"—1.

Die bisherigen Sitze liegen ganz an der Oberfliche. Etwas
tiefer fihrt nur der letzte Satz:

V1. Die Transformationen der statistischen Bewegungsgle-
chungen bilden eine einfache Gruppe.
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Die Gruppeneigenschaft folgt daraus, daff die Operatoren aus
Gl (2)

oH@ @ 0@ 9
0 L(Q):‘_r____.___c_____,
\7 or  ap op or

die die infinitesimalen Transformationen beschreiben, einen
Lieschen Ring?! bilden. Es ist ndmlich

(8> LILII __LIILI —_ L
Darin berechnet sich /7 in Z aus /" in L' und A" in L" gemif3:
_om em' _om an”
(9) = “or op op or

Wiire die Gruppe nicht einfach, so miiite es mindestens eine
Transformation geben, die mit allen anderen vertauschbar
wire?. Es mii3te also eine spezielle Funktion ' geben, die, mit
beliebigem A’ gemil Gl. (9) kombiniert, stets zu A = o fiihrt.
Das ist nicht der Fall. Denn fiir bestimmtes &’ kennt man die
Integrale der Gleichung

oH' ¢H" of’ oM
(10) T ep T ep  er

Es sind beliebige Funktionen der Konstanten der durch A’
definierten Bewegung. Da es keine universellen Konstanten der
Bewegung gibt, gibt es auch kein 7"/, das Gl. (10) identisch in /A’
befriedigt.

In der Quantenmechanik missen wir Satz I aufgeben. Zwar
halten wir an der Vorstellung von Teilchen fest, die sich im
Raum bewegen. Aber wir geben die Annahme preis, daf3 es még-
lich sei, Ort und Impuls gleichzeitig zu bestimmen. Darum treten
an die Stelle der Wahrscheinlichkeiten im Phasenraum die im
Ortsraum. An die Stelle von Satz I tritt der modifizierte Satz:

1*. Nur den Ort der Teilchen kénnen wir beobachten.

Wir kénnten hier noch einschalten: ,,. .. oder nur den Im-
puls. . .”; denn es kommt allein darauf an, da Ort und Impuls

! S. Lie, Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen, herausgeg. v. G.
Scheffers, Leipzig 1893.

* G. Racah, Group theory and spectroscopy, S. 11, Lectures given at the
Institute for Advanced Study, Princeton 1951.
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nicht zugleich beobachtbar sind. Doch ist der Impuls in der Quan-
tenmechanik wie in der klassischen Mechanik eine abgeleitete
GroBe, so daBl wir in den Grundgesetzen noch nicht von ihm
zu sprechen brauchen.

Die tbrigen rémisch numerierten Sitze, also die Sitze I1-VI,
gelten in der Quantenmechanik wértlich genau so wie in der klas-
sischen statistischen Mechanik. Sie bestimmen sogar zusammen
mit [* die Quantenmechanik vollstindig. Die Korrespondenz
zwischen Quantenmechanik und klassischer statistischer Mecha-
nik ist also eine Giberraschend enge. Wir méchten geradezu, einen
Ausdruck v. Weizsdckers leicht variierend, von der Persistenz
der Grundgesetze der klassischen statistischen Mechanik! spre-
chen.

Ehe wir diese Behauptung beweisen, wollen wir das Problem
zu einem finiten machen. Zu diesem Behufe betrachten wir nur
ein endliches Raumgebiet, welches aber so grol3 gewihlt sei, dall
aulerhalb praktisch keine Teilchen der Gesamtheit vorhanden
sind. Dieses Gebiet teilen wir liickenlos und, ohne dafl Uber-
schneidungen vorkommen, in sehr kleine endliche Zellen gleicher
GroBe. Thre Anzahl Z ist also nicht mehr transfinit. Doch mul}
sie im allgemeinen aufllerordentlich groB3 sein, wenn die Genau-
igkeit der Darstellung die der Beobachtung nicht unterschreiten
soll. Tatsdchlich spielen sich alle Beobachtungen in einem solchen
finiten Zellenraum ab. Der Ubergang zur kontinuierlichen Dar-
stellung ist stets eine Idealisierung. Hieraus folgt, dal3 jede
aus der Beobachtung ableitbare Kontinuumstheorie vom Finiten
her verstindlich sein mul3, so dal3 gegen die Methode, den Be-
weis im Finiten zu fiihren, keine Bedenken bestehen.

Der Bewels zerfillt in zwel Teile, Zunachst formulieren wir
die statistischen Bewegungsgleichungen, so wie sie unmittelbar
aus den oben angegebenen Sitzen folgen. Nachher miissen wir
sie in die tbliche Form der Quantenmechanik transformieren.

Numerieren wir die Zellen in beliebiger Reihenfolge mit
n=1,2...Z, so kénnen wir die nach I* und II existierenden
Wahrscheinlichkeiten, ein Teilchen zur Zeit # in den verschiede-

1C.F.v. Weizsicker, Das Weltbild der Physik, Hirzel 1944, S.81,
Zeile 25.
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nen Zellen antreffen, mit w, (¢) bezeichnen. Filr diese Wahr-
scheinlichkeiten gilt analog zu Gl. (4), da die Zellen den ganzen
Raum einfach tiberdecken:

Z
<11) Z wn(t) = 1.

Nach Satz IV miussen sich diese Wahrscheinlichkeiten im
Laufe der Zeit linear dndern. Infinitesimal gesprochen miissen
darum die Wahrscheinlichkeiten w, einem System linearer
Differentialgleichungen gentigen. Sei dessen Ordnung %, so
lautet es:

/ z L
(12) _dé;';f;(_’)- = (2 > A0 de_) w,, (9).

Die Ordnung # ist hier noch unhestimmt. Doch folgt sie aus
Satz II1. Da die Losung einer Differentialgleichung A-ter Ord-
nung erst bestimmt ist, wenn wir in einem Augenblick neben den
Z —1 unabhingigen Funktionen w, noch ihre Zeitableitungen
bis zur Ordnung £ — 1 kennen, ist die Zahl der Anfangsbedin-
gungen und damit die Zahl der Freiheitsgrade gleich £2(Z — 1).
Diese soll nach Satz IIT mit Z2 — 1 {bereinstimmen. Somit ist
die Ordnung des obigen Systems von Differentialgleichungen:

(13) b= 7 4 1.

Ahnlich wie wir in der Theorie der Siebketten die Differential-
gleichung

g =Ap + B¢

durch die Matrixgleichung

alil = 0a) )

ersetzen kénnen, schreiben wir fiur Gl (12)

(14) W=Tw.

Darin ist W eine einspaltige Matrix, deren Elemente die Wahr-

scheinlichkeiten 7, und ihre Zeitableitungen bis zur Z-ten sind:
Wy W) = (g . wy ), (W Wy, y) = (aby .. t0,_4),

oo Wagyy o Wpy) = (20? .. w,'9).
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Die Zahl der Elemente dieser Spaltungsmatrix ist also gleich
der Zahl f der statistischen Freiheitsgrade. I¥/ ist hiernach eine
vektorartige Grofle, die den Zustand der Gesamtheit beschreibt;
es ist der Zustandsvekior der Gesamtheit.

7 ist eine quadratische Matrix von f Zeilen und Spalten. Sie
beschreibt die Anderung des Zustandsvektors pro Zeiteinheit.
Darum spielt sie eine dhnliche Rolle wie die Hamiltonfunktion
in der Liouvilleschen Gleichung. Nach den Sitzen V und VI
bilden simtliche das Geschehen beschreibende Matrizen T eine
f-parametrige einfache Gruppe im f-dimensionalen Raum.

Nun sind die einfachen Gruppen in endlich-dimensionalen
Riumen vollstindig bekannt.! Da unsere Zelleneinteilung will-
kiirlich ist, kommen hier nur solche einfachen Gruppen in Frage,
die fir beliebige Z brauchbar sind. Damit scheiden von vorne-
herein die singuldren? einfachen Gruppen aus. Es bleiben nur
librig: Die lineare unimodulare Gruppe (und die damit isomorphe
unitire unimodulare Gruppe), die orthogonale Gruppe und die
symplektische Gruppe. Im #z-dimensionalen Darstellungsraum
haben die beiden ersten Gruppen die Parameterzahl 72 — 1 und
die beiden letzten #z (72 — 1)/2, wobei die symplektische Gruppe
nur fiir gerade m definiert ist.

Auch die orthogonale und die symplektische Gruppe kommen
nicht in Frage. Denn die erforderliche Parameterzahl ist Z2 — 1.
Es miiBte also die Gleichung

m(m—1) —72

2

fiir belicbige Z ,,diophantisch’ 16sbar sein. Das ist aber nicht
der Fall; denn die Wurzel der quadratischen Gleichung ftir 7,

ist im allgemeinen nicht ganzzahlig.
Im Falle der linearen und unitdren unimodularen Gruppe lau-
tet die diophantische Gleichung

mt—1 = 72— 1.

H. Weyl, ,,Classical Groups®, Princeton 1939.
2l.¢c.1, S. 7.
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Thre Losung ist trivial; es ist

(135) m=Z.

Fiir die statistischen Bewegungsgleichungen kommen also nur
die beiden folgenden isomorphen Gruppen in Frage:

1. die Gruppe der unitiren-unimodularen Transformationen
im &,

2. die Gruppe der linearen-unimodularen Transformationen
im R

Hier sind zunichst die abstrakten Gruppen gemeint. Die uni-
tiren und affinen unimodularen Transformationen U und 4 im
R,, die den Bedingungen

(16) UtU =1, detU=1 bzw. A*=4d, detd =1

geniigen, kommen primir nicht in Betracht, weil wir nicht eine
Z-dimensionale, sondern eine f-dimensionale Darstellung jeder
dieser Gruppen brauchen. Nun sind die héherdimensionalen
Darstellungen der unitiren und der linearen Gruppe Tensor-
abbildungen! und hingen tber die Definition der Tensoren mit
den Transformationen (16) zusammen. Speziell Z2 —1 Kom-
ponenten haben die hermiteschen bzw. die reellen gemischten
ko-kontravarianten Tensoren zweiter Stufe mit der Spur 1. Ge-
eignet gewihlte Linearkombinationen der Komponenten des
Zustandsvektors W der Gesamtheit missen hiernach einen Ten-
sor der einen oder anderen Art bilden, einen hermiteschen im
unitiren oder einen reellen im affinen Raum.

Zum SchluBl werden nur die unitdren Transformationen her-
mitescher Matrizen von der Spur 1 ibrigbleiben. Die affinen
Transformationen der reellen Matrizen mit der Spur 1 scheiden
aus, weil mit ithnen keine positiv definiten Wahrscheinlichkeiten
gebildet werden kénnen. Wir wollen darum zunichst nur von
den unitdren Transformationen sprechen und erst weiter unten
auf die affinen zurtickkommen.

Y H. Weyl, Math. Z.S. 23, 272 (1925); 24, 328 (1925); 24, 377 (1925); hier
l.c. 23, Kap. 1.

Minchen Ak, Sb. 1955 2
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Die hermiteschen Matrizen mit der Spur 1 bezeichnen wir mit
P. Es sind die v. Neumannschen statistischen Matrizen?!
(P = probabilty matrix), die den Bedingungen gentigen:

(17) Pt =P, SpurP = 1.

Fir die statistischen Bewegungsgleichungen erhilt man die uni-
tiren Transformationen

(18) Pty = U@, ty) Pty Ut (4, 4y).

Die infinitesimalen Transformationen haben die Form:

(19) (RP) = H({) P — PO H®.

Darin ist / die durch die Gleichung

200 H=ihU@ tgUr(t, ty) = — kU@, ty) Ut ty) = HF

definierte hermitesche Matrix. Die GIl. (19) und (20) sind in
integraler und differentieller Schreibweise die volistindigen Be-
wegungsgleichungen der Quantenmechanik. 7/ ist der Schrédin-
geroperator.

Wir missen noch die Frage beantworten, wie sich die Ele-
mente der statistischen Matrix aus den Komponenten des Zu-
standsvektors berechnen. Von vorneherein steht fest, daf3 die Ant-
wort nicht eindeutig sein kann. Es muf3 noch die Freiheit bleiben,
die sich in der Transformationstheorie der Quantenmechanik aus-
driickt. Haben wir willkiirlich eine bestimmte Zuordnung ge-
wihlt, die zu Gl. (19) fihrt, so kénnen wir mit jeder zeitlich kon-
stanten unitdren Transformation S(S*S = 1) zu einer iquiva-
lenten Darstellung gelangen, die ebenfalls Gl (19) befriedigt.
Wir brauchen nur 2 und U durch

(21) Pl = SPSt und U' = SUS*
zu ersetzen und A entsprechend durch

(212) H' = SIHS*.

1J.v.Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik,
Springer 1932, S. 157 ff.; bei J. v. N. steht U statt 2.

G. Moliere u. M. Delbriick, S.-B. preul. Akad. Wiss., physik.-math.
K1 1936, Nr. 1.
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Eine offensichtliche Bindung, der die Zuordnung unterworfen
ist, besteht darin, daf3 die Spur von 2 und die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten w,, gleich 1 sein miissen. Man kann dieser For-
derung z. B. dadurch Rechnung tragen, daf} man verlangt: Zu
allen Zeiten stehen in der Diagonale von £ die Wahrschein-
lichkeiten o,,:

wy (¢) *
w, (%)
(22) P(2) =

. w0,

Die tibrigen Elemente sind Linearkombinationen derselben Wahr-
scheinlichkeiten und ihrer £ ersten Ableitungen nach #.

Wenn wir U als bekannt voraussetzen, geniigt Gl. (22) zur
vollstindigen Bestimmung von £. Zunichst kénnen wir in jedem
Augenblick w, (#) aus P berechnen unter Heranziehung der idem-
potenten Matrizen:

1 0 ‘o 0
o) 1
= o , Fy= o}
0 ) 0 o
(23)
o 0
o
F, = 0 5
0 1
die den Gleichungen
z
(24) Ff: = ﬁ;ﬂ’ Fmﬁ;l = Fm 67”72’ Z ﬁ‘”} = 1

I
-

m

gentgen. Denn es gelten die Gleichungen:
(25) w,(#) = Spur (7, P(9)),

und zwar zu allen Zeiten. Nun ist es méoglich, w, (#') auch aus
P(#) zu berechnen. Wenn U die Transformation ist, die gemif

a
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Gl. (19) zwischen # und #' vermittelt, gilt:

(26) w,(t")=Spur (F,P(¢'))=Spur (#,UP(#)U+)=Spur (F, P(?)).
Darin sind die Matrizen %, durch die Gleichungen

7 F,=U*F,U

definiert. Sie bilden einen idempotenten Satz, der wie der der
Matrizen £, den Gl. (25) genligt. Nach Gl. (27) gibt es ebenso-
viel linear unabhingige idempotente Matrizen wie Transforma-
tionen U, also Z2 — 1. Umgekehrt sind zwei beliebige idempo-
tente Matrizen durch unitire Transformationen verbunden, kon-
nen also durch eine Bewegung der Gesamtheit auseinander her-
vorgehen und definieren darum eine Wahrscheinlichkeit. Alle
irgendwie bestimmten Ortswahrscheinlichkeiten, auch die mittels
MeBanordnungen gefundenen, haben also die Form:

(28) w = Spur (FP), F* = F.

Auf diese Gleichung stiitzt sich daher die quantenmechanische
Definition solcher physikalischer Gréfien, die wie Impuls, Energie
usw. nicht direkter Beobachtung zuginglich sind und erst aus
Ortsbeobachtungen erschlossen werden. Auf diesen Punkt wollen
wir hier nicht eingehen.

Aus Gl. (28) folgt sofort die Bedingung, unter der die Wahr-
scheinlichkeiten positiv definiert sind. Jede hermitesche idempo-
tente Matrix hat die Form

(29) F,, = wuf, X wuy =1,
v

so daB GI. (28) auch folgendermafBen geschricben werden kann:
(30) w = ut Pu, wru = 1.

Das ist eine hermitesche Form. Sie ist positiv definit, wenn die
Matrix 2 nur positive Eigenwerte hat. Man muB also die Zuord-
nung zwischen ¥ und 2 so wihlen, dal} dies der Fall ist, und man
kann es tun, weil die Eigenwerte von 2 nach Gl. (18) Konstante
der Bewegung sind.

Das sicht zunichst so aus, als ob man mit recllen Matrizen
an Stelle von 2 und den affinen Transformationen
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]
Q) = AQ(,) 4

an Stelle von GI. (18) ebenfalls zum Ziele kdme. Auch hier sind
die Eigenwerte von @ Konstante der Bewegung. Auch hier kén-
nen wir die Q wie P in Gl. (22) definieren, so daf3 fiir die Wahr-
scheinlichkeiten die Gl (28) mit @ statt 2 gelten. Aber reelle
idempotente Matrizen ohne Symmetrieeigenschaften haben die
Form:

uy [/ 2

E o=uwu,v, D uv,=1,
b

so daB die zu Gl. (30) analoge Gleichung lautet:
w=v"Fu, viu=1.

Das ist eine Bilinearform, die im allgemeinen keineswegs positiv
definit ist. Nur wenn wir z = v setzen, wenn an die Stelle der
Bilinearformen quadratische Formen treten, liefern die Matrizen
O mit positiven Eigenwerten positiv definite Werte fiir die Wahr-
scheinlichkeiten. Dadurch wird aber sowohl die Zahl der statisti-
schen Freiheitsgrade herabgesetzt, weil nur symmetrische Matri-
zen in Betracht kommen, als auch die Zahl der Parameter, weil
nicht beliebige affine Transformationen, sondern nur orthogonale
die Symmetrie von @ nicht stéren. Damit scheidet die affine
Gruppe aus. Es bleibt h6chstens die orthogonale Gruppe iibrig.
Diese fiigt sich aber nicht den Satzen III und V. Sie kann im
ibrigen nicht nur als Untergruppe der affinen, sondern auch als
Untergruppe der unitiren Gruppe betrachtet werden.

In iblicher Weise kommen wir von der Transformation der
statistischen Matrix zur Schrédingergleichung. Die Eigenwerte
von £ sind zeitlich konstant, nicht kleiner als o und ihre Summe ist
gleich 1. Ein extremer Fall liegt also vor, wenn einer der Eigen-
werte gleich 1 ist und wenn demzufolge die {ibrigen gleich o sind.
Man nennt solche Gesamtheiten ,,rein‘ und spricht bei beliebigen

Gesamtheiten von ,,Gemengen reiner Gesamtheiten“. Im reinen
Fall 1st

(31) Pr=P F, =0,
so daf GL. (28) die bekannte Schrédingersche Form annimmt .

(32) w = QOrFP,
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An die Stelle von Gl. (18) und Gl. (19) treten die Transformation
(33) D) = Ut 2) P(4)

und die Schrodingergleichung
(332) D) = HE@) D).

Die @ spiclen die Rolle von Vektoren im Hilbertraum, der
hier allerdings nur endlich viele Dimensionen hat. Linearkombi-
nationen zweier Loésungen der Schrédingergleichung ergeben
wieder eine, die eine reine Gesamtheit beschreibt. Denn wiren
nicht alle Linearkombinationen physikalisch moéglich, so wiirde
Satz IIT nicht gelten. Die Korrespondenz wire weniger eng als
die der Quantenmechanik.

Gelegentlich hat man versucht,! durch Preisgabe des Satzes,
dal} beliebige Superpositionen vom physikalisch-sinnvollen Hil-
bertvektoren wiederum physikalisch-sinnvolle Vektoren sein sol-
len, die Moglichkeit einer determinierten Darstellung zu retten.
Hier hat sich gezeigt, dal} dies, wenn iiberhaupt, nur unter Ab-
dnderung klassischer Vorstellungen an anderer Stelle moglich
ist. Solchen Bemiihungen steht jedoch entgegen, dall die Abin-
derung von Satz I, die offensichtlich allein zur Begriindung der
Quantenmechanik geniigt, der tatsichlichen Situation des Be-
obachters aufs beste angemessen ist. Planck?® hat schon frith
darauf hingewiesen, dall Satz I eine sehr einschneidende und
durchaus nicht plausible Hypothese enthilt.

L Fack, unverdffentlichter Vortrag im Mathematischen Seminar der Uni-
versitit Hamburg; s. H. Sauer, ,,Der Begriff der Wahrscheinlichkeit** in
,.Das Problem der Gesetzlichkeit®, herausgeg. v. d. J.-Jungius-Gesellschaft,
Hamburg, R. Meiner 1949.
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