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Uber besondere Bewegungsformen des mathematischen

Pendels
Von Elmar Schlogl in Minchen

Vorgelegt von Herrn Josef Lense am 5. Mirz 1954

Mit 2 Figuren

Dic vorliegende Arbeit behandelt einen Teil der Theorie des
mathematischen Fadenpendels bei groB3en Amplituden. Der Fa-
den des Pendels ist masselos und ideal unelastisch gedacht, die
Luft- und Aufhingereibung wird vernachlissigt und das Gravi-
tationsfeld am Pendelort als konstant und homogen betrachtet.
Das Pendel soll bei Anfangsgeschwindigkeiten untersucht wer-

den, die eine Pendelamplitude > = und <7 = bewirken. In diesen
2

Fillen geht die Bahn der Pendelmasse von einem gewissen Bahn-
punkt ab in eine Wurfparabel tiber - der Faden besitzt ja keinerlei
Biegesteifigkeit — und trifft erst wieder die Kreisbahn, wenn der
Faden straff gespannt ist. Dieses Verhalten heif3e ein Uberschlag
des Pendels. Es soll nun untersucht werden, bei welchen Anfangs-
geschwindigkeiten ein Uberschlag stattfinden kann und wie oft
Uberschlige hintereinander méglich sind.

1. Bezeichnungen, Grundparameter

Die Bahngeschwindigkeit der Fadenmasse im tiefsten Punkt 7°
der Kreisbahn (Fig. 1) sei mit z, bezeichnet. Wir wollen sie in Ein-
hiciten | /g messen, wobei / die Fadenlinge des Pendels und g

die Schwerebeschleunigung am Ort des Pendels bedeutet, setzen
demnach

7N 9
1 = clo.
7 Minchen Ak. Sb. 1954
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¢ ist also eine dimensionslose Zahl, die fiir die folgenden Berech-
nungen als Grundparameter beniitzt werden soll.
Findet kein Uberschlag statt, d. h. ist die Amplitude der Pendel-

. 2 . oo . ~ .
schwingung < -, so bleibt 7, bzw. ¢ fiir die folgenden Schwin-
gungen konstant, da ja jede Reibung ausgeschlossen wurde; d. h,

Y
A
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fir dic erste folgende Schwingung ist ¢; = ¢ und ebenso fiir alle
{olgenden Schwingungen: ¢,

v

= ¢ fur alle v=1,2,3,... und
0 < T (¢ bezeichnet die Winkelamplitude der Pendelschwingung

hezogen auf die negative YV-Achse OT als Nullstrahl). Der Index
von ¢ bedeutet also die Ordnungszahl der beobachteten Schwin-

gungen. Anders wird der Sachverhalt, wenn ¢ > —, aber <=

wird, denn dann findet ein Uberschlag statt und das Pendel ver-
liert i Auftreffpunkt A4 ecinen gewissen Energiebetrag, den der
unclastisch gedachte Faden verschluckt und in Warme verwan-
delt. Auch dieser Energiebetrag hiingt von ¢ ab. Somit wird ¢, <Z¢

und man kann ¢ durch ¢ ausdriicken. Fiir ¢ = — wird ¢ =,

ebenso fiir ¢ = =, da dann die Pendelmasse den Hochpunkt /A
der Kreisbahn glatt passiert, d. h. die Zentrifugalkraft des Pen-
dels die Schwerkraft der Pendelmasse in 7/ erreicht oder iiber-
wiegt. Man sieht daraus, daf3 ein offenes Intervall fiir ¢ existiert,
innerhalb dessen allein ein Uberschlag stattfinden kann.

2. Berechnung von cos ¢, und der Uberschlagsgrenzen

Zur Berechnung der Koordinaten von Punkt 2 ist es zweck-
milig, voriibergehend Polarkoordinaten einzufithren. 2 liegt an
der Stelle der Kreisbahn, an der die Zentrifugalkraft des zwangs-
weise am Faden gefiihrten Pendels die Radialkomponente der
Schwerkraft an dieser Stelle erreicht. Von diesem Punkt an — die
Zentrifugalkraft nimmt infolge Verringerung der Bahngeschwin-
digkeit immer mehr ab — {iberwiegt die Schwerkraft und die Pen-
delmasse gehorcht ab jetzt den Gesetzen des schiefen Wurfs, da
innerhally der Kreisbahn der Aufhingefaden keine Zwangskraft
ausiibt. Den Elevationswinkel ¢ bestimmt dabei die Kreisbahn-
tangente 7in 7. Bei P geht also die Kreishahn in eine Wurfparabel
iiber und die Pendelmasse erreicht erst wieder bei 4 die Kreis-
bahn,

Die Bahngeschwindigkeit » in Abhiingigkeit von der Momen-
tanamplitude ¢ gewinnt man aus dem Energiesatz:

L
7
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9 1 P
—l— mo® + mgl(1— cos @) = — mvj,

wo rechts die gesamte Pendelenergie steht und die linken Terme
kinetische und potentielle Energie darstellen. Die Zentrifugalkraft

betrigt flir eine Kreisbahn vom Radius /: Z = -”—z;/; und die Schwer-

kraftkomponente in Richtung PO): G =g cos (m— @p) =
= — g cos pp. In Punkt 2 hat » die Geschwindigkeit o}, —
= gy —2g7(1—cos op), also, da G = Z in P, ergibt sich die
Gleichung fiir cos ¢p

’p

(2) — = —gCosg,
oder
cos pp = = — U
P 38
und mit (1) endlich:
c—2
cos pp = —
Pp 3
oder
(3) Cos@p = — 7?‘,

wenn man noch z = ¢— 2 setzt. Diese letzte Form wurde ge-
wihlt, da # = ¢ —— 2 ein flir die gesamte folgende Rechnung wich-
tiger Ausdruck ist.

Nun ist es leicht, die e-Grenzen fiir Uberschlagsschwingungen
zu finden. Die untere Grenze fiir Uberschlagsschwingungen ist
aus evidenten Grinden ¢, = '7—:, also cos oy == o und hierfur ist

u = 0. Die obere Grenze ist ¢p == =, also cos ¢p == -— /7 und dafiir
1 = 3, so daB} flir Uberschliage

(4 o<lnu<_3 oder 2<¢< g

sein muB. Dem entspricht! ]fi/g Loy <} 5 lg.

! Diese Ungleichung findet sich schon bei P. Appell, Traité de mécanique
rationelle, Bd. I, Paris 1893, Gauthier-Villars ct Fils, S. 422.
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3. Berechnung der Wurfparahel

Im Punkt 2 haben Kreis und Parabel gleiche Tangenten, da
ja keine zusitzliche richtungséindernde Zwangskraft in /2 auf-
tritt. Die kartesischenKoordinaten von 22, ndmlich yp =— /cosgp
und xp = / sin @p, ergeben sich mit Hilfe von (3) zu

) A lu

(5) Yp = 3
und
6 -t 2
\6/ xp-—fa—]g——u.
Fiir den Elevationswinkel ¢ erhilt man ¢ = = — ¢, also
£ "
(7) COS G == —.

’ 3

Wir berechnen nun die Horizontalkomponente vpy und dieVer-
tikalkomponente vp g der Bahngeschwindigkeit vp im Punkt 2.
Iis folgt aus den Gleichungen (2) und (3)

R 2 1
(8) vp = —lgu
’ 3
. . . . 2
und damit fir die Horizontalkomponente o5 = o% cos? ¢
(o) AN Sy P
\9) Upy — 27 g,

Die Horizontalkomponente ist auf der ganzen Flugbahnparabel
konstant, da keine verzogernde Kraftkomponente der Gravitation
vorhanden ist. Fir die Vertikalkomponente vpg folgt aus den
Gleichungen (7) und (8) wegen vhg = v} sin?c

/ lg

10 vhg = 2y U (9 — u?).

Als Kontrolle erhilt man im Punkt  fiir op == vpy = 1rlg,
d. h. mit dieser kleinsten Geschwindigkeit muf3 die Pendelmasse
den Punkt /#/ passieren, damit kein freier Fall eintritt. Die poten-
ticlle Energie der Pendelmasse im Punkt /7 ist 2#2/g und damit
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die Energiebilanz:

2mlg —i— mlg = % milg = % moy

mit z5 = 5/g. Ebenso ergeben sich durch Einsetzen von # = o
die richtigen Werte v, = vpg = vpy = O.
Die Gipfelhdhe /Zp g Gber 2 erhilt man aus dem Energiesatz:

) 2 ol .
- MUpg = mghpg zu

/
(11) fpg = (9 — u?).

Die Steigzeit =, d. h. die Zeit, die die Pendelmasse braucht, um
auf der Parabelbahn vom Punkt 72 zum Gipfel & (Parabelscheitel)
zu kommen, ist natlirlich auch die Fallzeit beim freien Fall ohne
. . . .- . ~ 1 P
Anfangsgeschwindigkeit fir dic Fallstrecke /Zpg, also — g%
= lps,
(12) T
Daraus ergibt sich fiir die Strecke vy, d. h. fiir die senkrechte
Projektion der Flugbahn zwischen 2 und G auf dic Abszissen-
2 5

achse: xg = v 7%,

/ /S
(13) xg=—— 1) 9 —u?

27

und damit die Scheitelabszisse a = xp — 2y,

/ S 512
(14) @ =5 (9 — u?)

In dhnlich einfacher Weise erhilt man die Scheitelordinate 4 ==y,
+ /71’5 y
lu
(1) b= —— (27— u?.
Y, 54 ( 7 )

4. Geometrische Betrachtung

Die Bahn der Pendelmasse besteht fiir o <7 « <7 3 aus Kreis
und Parabel. Da in /7 beide Kurven dieselbe Tangente, also zwei
zusammenfallende Schnittpunkte haben und 4 der dritte reelle
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Schnittpunkt ist, mul} noch ein vierter reeller Schnittpunkt exi-
sticren. Auch dieser Punkt liegt in 72, da dort der Bahnkreis
Kritmmungskreis der Parabel ist. Denn in der Formel fir die

Flichkraft ;ﬁ;ﬂ_ ist » der Kriimmungshalbmesser der Bahnkurve,

also muB in P der Kreisradius gleich dem Kriimmungsradius der
Parabel sein. Somit kénnen in A4 fiir keine einzige Parabel Kreis-
und Parabeltangente zusammenfallen, d. h. in A4 erleidet das Pen-
del bei jedem Uberschlag einen Verlust an kinetischer Energie,
dessen Grofie vom Winkel o zwischen den beiden Tangenten ab-
hiingt. Denn die in Fadenrichtung fallende Radialkomponente
der Auftreffgeschwindigkeit wird durch den Fadenzug aufgezehrt
und die dieser Geschwindigkeitskomponente entsprechende kine-
tische Energie im Faden in Wérme verwandelt.

Weiterhin ist klar, daB keine den Kreis in 7" senkrecht schnei-
dende Parabel existieren kann, da O 7" parallel zur Parabelachse
ist und es keine achsenparallele Parabeltangente gibt. Es kann
also ¢; nie verschwinden, d. h. das Pendel schwingt dann mit der
Amplitude f;._‘. weiter.

5. Berechnung der Auftreffpunktkoordinaten

Fiir 2, erhilt man aus den Gleichungen von Kreis 2% + y? = /2
und Parabel (x — a)? = —2p (¥ — ) eine Gleichung vierten
Grades

at— gqax® - (6a*—1pb + 4p%) x? + Babp — 4a3) x — 4pba’
+apht +at— 4l = o,

von der dret gleiche Lésungen xp bekannt sind. Somit ergibt sich
aus dem Koeffizienten von a® die Beziehung 3xp + v, = 44,
also mit ¢ = xp—axg t ¥, = ap — 4 x5 oder

16 ,1'_\'——'-”—/_—]/79—7[“’ (0 — 4 2%).
=

Daraus erkennt man, daf3 die senkrechte Projektion des Parabel-
scheitels auf die Abszissenachse die senkrechte Projektion der
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Bahnparabel von P nach A auf die Abszissenachse im Verhiltnis
1: 3 teilt.
Den Parameter der Bahnparabel erhidlt man nach den Formeln

. . . vbn
tiber den schiefen Wurf? zu p = — =, sonach
o
/
— 3
<l7> p — 2—7- [Z2a

Setzt man diese Werte fiir » und x, in die Parabelgleichung e¢in,
so folgt

(18) ya = ut—27).

Gleichung (18) liefert mit # = o und z == 3 als Kontrolle dic
richtigen Werte v, = o bzw. v, = /.
Mit diesen Ergebnissen kann man leicht die Parabel berechnen,

-

deren Auftreffpunkt nach 7 {allt. Hiefur ist -, == o0, also 2z = =

PO
¢ = 3,5 und damit, wie es sein mul}, v = — /. Weiter kann man
nach der Parabel fragen, deren Auftreffpunkt nach A7 fillt. Hie-

.o 3 . "
far ist y, = o, demnach # = - '3, ¢ = 4,50.

6. Berechnung der Winkel ¢, 7, a

Es ist (Fig. 1) 2 =& 4+ (180—1), also cos o = -— cos & cos 7
— sin e sin 7

1+ tgetg

V14 tg?e + tgdn - tgtetgly
. . . - . . . '/1.
DurchDifferentiation der Kreisgleichung erhilt man tg 7 —= — &
demnach A
Vig-—u (412 —0)
% (42— 27) :

(19) tgy =

2 Zum Beispiel W. Westphal, Physik, 12, Aufl.,, S. 61 Formel (71),
Springer-Verlag, Berlin und Heidelberg 1947.
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S . . ¥p—a
Differentiation der Parabelgleichung liefert tge = — ~‘j) :
xs ;
= ”Bf’ somit
(20) tge =%V9—u2.

Daraus folgt

i (402 - 27) + 3(9 ~0*) (414 - 9) -

9ui(4ut=27)2 (9~ u) + 42(9~1) (41~ 0) + 99~ 1) (413~

COS = ; s =
Vet (42— 27

Durch passendes Zusammenfassen erhilt man

81t — 1081 - 243

(21) cos o = = =
N 27 )V 81— 8ux”

Fiir 2z = o ergibt sich cos « == 1 und flir 2z = 3 wird cos & = — 1,
die Kontrolle stimmt.

Von Interesse ist diejenige Parabel, fiir die cos « verschwindet.
Dann wird in A die gesamte Auftreffenergic der Pendelmasse
verschluckt. Die Gleichung hierfiir lautet

3 5
> ) 4 2 | P . ) — 2 2 e [ % —
8ut— 108 4+ 243 = o oder mit w = 7*: w?— = v 55 = 0,
s 33 36 33 - 334 3
T g e 2! 23 T 22 !

31/ /=
71:TV3—§~|,J, u = 1,69, ¢ = 3,60,

der andere Wert # 6 ist unbrauchbar.

3
o

b

7. Die Funktion u,(u)

Zur Berechnung der Funktion #,(z) mul3 der Energieverlust
in 4 zahlenmiBig erfalt werden. Zunichst benétigt man die
Auftreffgeschwindigkeit . Die mit z, behaftete Pendelmasse

. . e 1 2 . .
enthillt die gesamte Pendelenergie — w22 mit Ausnahme eines

Teiles potentieller Energie, welcher der Hohe /% = 7 - v, von
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A uber 7 entspricht (das Pluszeichen erscheint hier, weil das
'y . . . SN 1 2

Koordinatensystem entsprechend orientiert ist), also — m o7 =
1 S 9 9 . - . .

- m vg — mgh oder v*, = vy — 2g/%. Von dieser Geschwindig-
keit », bleibt nach dem Auftreffen nur die Tangentialkompo-
nente ~—v, cos« Ubrig. Nach dem Energiesatz geniigt die Ge-

schwindigkeit #;, die das Pendel nach dem Uberschlag in 7 hat,
der Gleichung:

1 9 1
— MU = — z , cos®a gl
2 2 N

2

- 2 \ B .
Also crhilt man of = (v5—2g/7) cos*a | 2g/4, daher mit

) 2
vy = alg, vy =clgund h=1+ v,

3]

+
)

- .
|

Ja 2
g = |c—2—2 va COS™ &% -

bo

oder mit 7, = ¢; —

P 5
COS™t. —+

I
|~

]

(22) — |y —
(22) 1y = (ZL 25

Aus Gleichung (18) und (21) ergibt sich schlieflich
T 21 o | But— 108 1t 4243 2 2 _
7l1—['ﬂ—2—7(4”4 - /)] B1—8u2) T 27 (426 —27)

u[(82' — 10827% + 243)* -+~ 2.720_(_4113"—— 27

ia " / . N
— 39 (26.1‘8 — 26 B 4 . 7£ {__ 26 . 3 o . 7£1 U 20 . 36 . 7¢2 - 35)’/
2 6 3,0 1 5,2 6
= 7z - — (u 3P0t - 3% — 39)
3
2% N
=+ " (" — 323

Somit

13
(23) iy = 1 — 72&(()———752)



Uber besondere Bewegungsformen des mathematischen Pendels g1

Man sicht sofort die Richtigkeit der Formel fur 22 == ound « = 3.
Da fir alle o < 2 < 3 die eckige Klammer stets einen positiven
Wert ergibt, ist 2; < 722 und die eckige Klammer entspricht dem
Geschwindigkeitsverlust durch den Aufschlag der Pendelmasse
in A. y

Nach Gleichung (11) ist Zpg = — 2 (9 — #?) und mit diesem

. . 54
Ausdruck folgt die Beziehung
8/ips\®
(24) U, = 1 — ( e )
647D g
oder = — s
S

Nach dem ersten Uberschlag erhilt man also fiir die Geschwin-
digkeit in 7'

3
(23) 711:11—[—u(9—u l ,

nach dem zweiten:

o N

26) 712=-711——, 7! y (90— up)l,
nach dem z-ten:

(o . 4 . RN
27) ", = U, 4 ——[—17- . ,1(()~u”_1,| .

8. Diskussion der Kurve u, (u)

Von besonderem Interesse ist nattirlich die Kurve 2 (#) (Fig. 2).
Iiir 2 < o und 2 = 3 stellt sie die Winkelhalbierende des ersten
Quadranten dar, da fir diese z-Werte ja 7, = u(v =— 1, 2, 3...).
Fir o <<« <7 3 zeigt die Kurve den gezeichneten Verlauf, wobei
auf der Abszissenachse die #-, auf der Ordinatenachse die 7;-
Werte aufgetragen sind. Fiir die Punkte # = o und 7 = 3 hat die
Gesamtkurve einen stetigen Ubergang der Tangente. Dies folgt

aus
6

7 242 (9— 1) (3 — ).

1y 2
pt

= 1 —
du 3

3
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. . .
Fir -0,7121 = 1 ergeben sich die 45°-Stellen der Kurventangente,
und zwar # = 0, ]/3, 3.

Weiterhin sind noch die Schnittpunkte der Kurve mit der
u#-Achse wichtig, also

LAV 20— a2ys
——2776(9 %)

oder 42/s (u® — g) -+ 27 = 0. Setzt man 8% = w?®, so erhilt
man:

2’ 7
16(-L —9) Y 4108 =0

8
b
G
g £
C’__‘D;:::::::jf? F
2 . PRy s
’ | S
‘ | / L]
I e : !
| X !
d . i
BN 72T T rfD
7 |
A~ .'
e A B\ c
1+

-2 -1 0 1 2 3 4
Tig. 2
oder w*— 72w + 108 = 0. Das Polynom y == w*— 72w +

108 hat bei w — ']"r18 ein negatives Minimum und verhilt sich
sonst monoton, hat also zwei positive Nullstellen, und zwar w =
1,58 und w = 3,40, die beiden anderen sind imaginir. Damit
wird also # = 0,71 bzw. « = 2,25.
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. v . du
Maxima und Minima ergeben sich aus 'dul =0, d. h. aus der
Gleichung
2 2 3’
w* (w?—3) (0 —9)" + Sz =o0
oder mit
2 3
#* = w und —; = 34,2
2 —
w(w — 3) (w—9)% + 34,2 = o.
Das Polynom o (ww — 3) (zv — ¢)? wird nur zwischen w = o und

w == 3 negativ, nimmt in diesem Intervall monoton von o bis zu
einem Minimum ab und wéichst dann wieder monoton bis 0; so-
mit hat man in diesem Intervall die beiden Stellen aufzusuchen,
an denen das Polynom den Wert —34,2 annimmt. Sie sind w =
0,15 bzw. 2,68. Damit ergibt sich # = 0,39 bzw. 1,64. Die zuge-
hérigen Werte von 7 sind 0,26 bzw. —1,96.

9. Das graphische Iterationsverfahren

Unter // (2) wollen wir die FFunktion verstehen, welche die An-
zahl der moglichen Uberschlige in Abhingigkeit von #« wieder-
gibt. /7 () kann also nur diskrete Werte annehmen. Fiir # = o
und # = 3 ist natiirlich Z/(«) = o, da {iberhaupt kein Uber-
schlag stattfinden kann. Zur exakten Berechnung von H(#)
miifite der Ausdruck 2 (2) iteriert werden, was zu sehr groBen
Schwierigkeiten fithrt. Es bietet sich jedoch ein graphisches Tte-
rationsverfahren an, wenn man die Kurve 7, (2) an der Winkel-
halbierenden des ersten Quadranten spiegelt, wie dies in Fig. 2
ausgefithrt ist. Am besten sei das Verfahren gleich an einem Bei-
spiel erliutert: Es moge # = 2,5 sein. Hierfur liefert die Kurve
fiir 2, den Wert 2, = 1,44. Um den Wert fiir 7, zu erhalten,
miite man 2, als neues # betrachten und dann an der Kurve
nochmalsden Wert 7, = —1,77 ablesen. Dies vermeidet man, wenn
man von dem Kurvenpunkt mit 22 = 2,5 abszissenachsenparallel
bis zum gespiegelten Kurvenpunkt heriibergeht und diesen Wert
1y == 1,77 auf der Abszissenachse abliest. Man liest also auf der
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Abszissenachse alle geradzahlig indizierten #, ab, wahrend auf
der Ordinatenachse alle #, fiir ungerade v abgelesen werden.
Zeichnet man zwischen den Kurvenziigen alle ,, Visierlinien‘‘ ein,
so erhilt man eine rechtwinkelige ,,Treppenkurve®. Wird im
Verlauf dieser Treppenkurve einmal ein Wert 7, < o erreicht,
so ist w == A (u) der gesuchte Funktionswert.

Besonders wichtig ist die Treppenkurve fir o<z < o0,71.
Man sieht aus dem Kurvenverlauf, dall hierfir /H(c) — oo
strebt, da die ,,Stufenhéhe’ und ,,Stufenbreite’* der Treppen-
kurve infolge Stetigkeit der Tangente der Kurve beim Ubergang
zur Winkelhalbierenden gegen Null streben und deshalb dic
Treppenkurve unendlich viele Stufen erhilt, deren jede aber
zwei Uberschligen des Pendels entspricht. Dies ist physikalisch
leicht zu erkldren, da cos« fiir diese kleinen # schnell gegen 1
strebt, d. h. der Energieverlust beim Aufschlag gegen null geht.
Bedeutet im folgenden lim stets cinen rechtsseitigen Grenzwert,
so ist also:

lim H{(c) = co, lim coso == 1.
wu—>0 w0

Nun tritt aber der gleiche Fall ein fir o < #, < 0,71 und alle
v = 1,2,3 ... Dies bedeutet nichts anderes als, dall auch fur
2,25 <~ 2 <Z 2,37 (entsprechend den Kurvenpunkten C, D) /7 (x)
unendlich wird, weil eben hiefiir o <7 2y < 0,71 ist. An Hand
eines Treppenstreifens konnen noch weitere derartige z-Inter-
valle abgelesen werden. Die Intervalle schrumpfen dabei sehr
schnell zusammen, folgen aber immer dichter aufeinander, so
dal} 22 = 3 linksseitiger Hiaufungspunkt solcher Intervalle ist.

In allen diesen Intervallen ist also /7 () unendlich groB3. Da-
zwischen wichst A (i) mit wachsenden z stets um eine Einheit,
wie leicht an der Kurve abgelesen werden kann. Die Sprungstel-
len (an der Kurve mit B, €, D, E, F, ..., By, C, Dy, By, [, ...
bezeichnet) kénnen auch numerisch berechnet werden, wenn auch
die auftretenden Gleichungen ziemlich unhandliche Formen an-
nchmen.

Soll z. B. 2, = o sein, so mul3 nach (26)

(27) 2% — l2i7 1, (9 —u})| = uy =0
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gelten. Eine Losung dieser Gleichung ist #; = 0. Somit hat man

nach (23)

”w — .—— 2 (g — zr)]

Diese Gleichung wurde aber schon in Ziffer 8 behandelt. Divi-
diert man (27) durch 7, so erhilt man:

i 3
1 — (—;7) 205 (9 — ub)’ =
daraus gemiB der Rechnung in Ziffer 8: 2, = 0,71 bzw. 2y = 2,23,
Mit diesen Werten hat man Gleichung (25) aufzulésen und er-
hélt 2 == 2,37 bzw. 722 = 2,66 als Abszissen der Punkte D und
/2. In dhnlicher Weise kann man die weiteren Treppenpunkte
berechnen.

10. Einige Spezialfille

w) Auftreffpunkt fallt in den Tiefpunkt 7. Hiefiir nach
Ziffer g

xp = —i—l F3, G = 60°, v =-§—g, vhy = _g/;‘é”
n:%lﬁ_g/, /) —:7].)—/, X, =o0, p:—{,
Ya=—1, 7‘17‘;Z‘~('f7)3:~1875’COSU: 2117

Kein weiterer Uberschlag.
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) Parabel, fir welche cos a verschwindet. Hieftir nach Ziffer 6

% :iVs—' '3 =

(O8]
|
-
ey
O
()
?
<
]
|
=
=
w
|
=
v

vp—éVs—l 3, ap ~—~i—'l L4} 30050 = LV 3—y73,

b =LV y3 Ay =G =V 23+ 3),
hos =15 V2G+ 13, w5 =55 V2G+ 1V Dhms=5V6(1 3-1),

o=ty o= V633—31 3 xa=—21 54313
p=5G=1 )" v =—=%1 0—3) 3, cosu=o0,

w=090% uy=—Vo—3]3=—10;5

Kein weiterer Uberschlag.

.2
s

Auftreffpunkt fillt in den Punkt A7, Hiefir nach Ziffer 5:

(2 2%145221601 COSQ]’ ;':—L?_]/'-g! r‘?]‘ = 15001
= /9 /zf 3 .=
G=3O°,_1’p==—2—f 3, .’r,>:—2-, f'l. — 1 ), 2‘1)11 :8] Slg,
e __ g __ ! ,,'",_2_!31 ) 3
ﬂps—_gl&/sz—jl’& ST g g0 s =<4
/ 3 _
“Z'gé:m]J;"\:__ZP < V34
i 2 “° 9 /% o
V,y =0, COS(/_:—{ [ 3, & = 150, 74 -._;.8. i 3 = 1,03,
913
ny = Ty (2% —9-37%) = —1,44.

Ein weiterer Uberschlag.

In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Kenngroflen des
Uberschlagspendels in ihrer Abhingigkeit von # angegeben.
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besondere Bewegungsformein des mathemati
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