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Über kreistreue konforme Abbildungen zyklischer Flächen 
aufeinander und auf die Ebene 

Von Hanfried Lenz in München 

Vorgelegt von Herrn F rank Löbell am 6. Juni 1952 

Einleitung 

Die von einer räumlichen Kreisschar gebildeten sogenannten 

Kreisflächen oder zyklischen Flächen sind von Demartres und 

anderen (vgl. die Literaturangaben am Schluß) eingehend mit 

Methoden der euklidischen Differentialgeometrie untersucht wor- 

den. Spätere Arbeiten (Demoulin, Thomsen, Vessiot) be- 

handeln diese Flächen mit den Mitteln der konformen Differential- 

geometrie. Darboux (IV, S. 439 ff.) hat zuerst gezeigt, daß es 

zu jeder Kreisfläche § eine von einer willkürlichen Funktion ab- 

hängige Familie weiterer Kreisflächen gibt, auf die sich % so 

konform abbilden läßt, daß die erzeugenden Kreise in Kreise 

übergehen. Die vorliegende Arbeit will diesen Gedanken weiter 

verfolgen und betrachtet insbesondere die Flächen, die so kon- 

form auf die Ebene abgebildet werden können, daß die erzeu- 

genden Kreise projektiv in Kreise übergeführt werden; das sind, 

wie sich zeigen wird, die Flächen, die längs jedes erzeugenden 

Kreises von einer Dupin’sehen Zyklide berührt werden. Je 

nachdem, ob diese Berührung längs einer Krümmungslinie oder 

längs eines sogen. Loxodromenkreises (Müller-Kruppa S. 181, 

H. Schmidt S. 80) erfolgt, handelt es sich um Kanalflächen 

oder eine schon von Demartres behandelte Flächenklasse („sur- 

faces a focale isotrope“). Die Abbildung auf die Ebene ist, außer 

wenn die erzeugenden Kreise eine isotherme Schar bilden („iso- 

zyklische Flächen“), bis auf eine Kreisverwandtschaft eindeutig 

bestimmt. 

Die vorliegende Arbeit vermeidet die konforme Invarianten- 

theorie (BlaschkeIII,Thomsen)und benützt außer elementarer 
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Differentialgeometrie in Vektorform und funktionentheoreti- 

schen Schlußweisen möglichst weitgehend anschauliche Über- 

legungen; sie kann allerdings mit diesen beschränkten Mitteln 

auch nicht alle auftretenden Fragen lösen. 

§ 1. Anschauliche Deutung des Darbouxschen Satzes 

Unter einer Drehung um einen Kreis k verstehen wir die kon- 

forme Raumtransformation, die entsteht, wenn man k zuerst 

durch Inversion in eine Gerade überführt, den Raum um diese 

durch einen gegebenen Winkel dreht und dann die Inversion 

wieder rückgängig macht. Die Drehungen um k sind also die k 

punktweise fest lassenden Kugelverwandtschaften mit Erhaltung 

der Orientierung. 

Man erhält nun eine infinitesimale konforme und kreistreue 

Abbildung einer Kreisfläche $, wenn man den auf einer Seite eines 

erzeugenden Kreises k gelegenen Flächenteil fest läßt und den 

anderen um k durch den Winkel du dreht. Macht man das in 

stetiger Weise für alle erzeugenden Kreise, wobei du in willkür- 

licher Weise vom Scharparameter t abhängen kann, so hat man 

auf elementar anschauliche Weise das erwähnte Darboux’sche 

Ergebnis gewonnen. Die strenge Durchführung des Grenzüber- 

ganges ist ohne weiteres möglich. Bei Darboux ist diese geo- 

metrische Deutung seiner konformen Transformation, die ganz 

der bekannten Verbiegung der Regelflächen entspricht, nicht an- 

gegeben, es ist aber wohl nicht zu bezweifeln, daß er sie gekannt hat. 

Wir nennen diese Transformation Konformverbiegung. Wir wer- 

den noch sehen, daß nicht jede kreistreue konforme Abbildung 

zyklischer Flächen aufeinander eine Konformverbiegung ist. 

Die folgenden Eigenschaften spezieller Kreisflächen bleiben 

bei Konformverbiegung erhalten : 

a) Je 2 „benachbarte “Kreise haben einen Punkt gemein; 

b) Je 2 „benachbarte“ Kreise liegen auf einer Kugel (Kanal- 

flächen) ; 

c) Alle erzeugenden Kreise schneiden eine feste Kugel senk- 

recht (nichteuklidische Regelflächen); 
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d) Die erzeugenden Kreise bilden eine isotherme Schar; 

e) Die erzeugenden Kreise haben zwei gemeinsame Orthogonal- 

kugeln (dann gilt d). 

Weitere Beispiele folgen später. Bei Kanalflächen sieht man an- 

schaulich, daß sich du> so wählen läßt, daß alle erzeugenden 

Kreise nach der Konformverbiegung auf eine feste Kugel zu 

liegen kommen, d. h. daß sich jede Kanalfläche kreistreu und 

konform auf die Ebene abbilden läßt. In § 3 zeigen wir das auch 

analytisch. 

§ 2. Yektoranalytische Darstellung der Kreisflächen 

Das bewegte (d. h. von der Zeit t abhängige) orthogonale Ein- 

heitsdreibein a, b, C sei so mit der Mittelpunktskurve der erzeugen- 

den Kreise mit dem Ortsvektor 111(2“) verbunden, daß c stets mit der 

Kreisachse zusammenfällt. Wir nehmen an, daß die Kurve m (t) 

mit der Geschwindigkeit 1 durchlaufen wird, d. h. führen ihre 

Bogenlänge als Parameter ein. (Das ist immer möglich, wenn 

m = t = aa -f- bb -j- <rc =)= o ist). Für den Ortsvektor der Fläche 

gilt dann eine Parameterdarstellung 

(1) r (u, t) = m (t) + r (t) [0 (f) cos u + b (f) sin u\ = m + r • u. 

Ist q ein mit a, b, c starr verbundener Vektor, so gilt eine Ablei- 

tungsformel^ 

(2) q = B X q 

wobei b = a a -j- ß b + yC der zugehörige momentane Drehvek- 

tor ist. Die Vektorgleichungen m = t = i(t) und b = b(t) 

können (bezogen auf das System et, b, c) als natürliche Gleichun- 

gen der Fläche angesehen werden und bestimmen diese bis auf 

Bewegungen eindeutig, sind aber selbst durch die Fläche nicht 

eindeutig bestimmt, da die Lage des Vektors d in der Kreisebene 

noch nicht festgelegt ist. Das kann z. B. (Demartres 1) durch 

die Forderung ß = o geschehen. Dann ist a parallel zur momen- 

tanen Drehachse der Kreisebene. Für die ersten Ableitungen des 

Ortsvektors erhalten wir 
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Xu = r(— a sin u + 6 cos u) — r • 0 

(3) 
Xt = f + f u + r • b X u. 

Die Vektoren u, », c = u X ü = a X b bilden wieder ein ortho- 

gonales Einheitsdreibein. Für einen mit diesem starr verbunde- 

nen Vektor p wird 

(4) Pt = 6 X p, P„ = c X p. 

Wir schreiben zur Abkürzung 

U = r( U = r -j- a cos u -j- b sin u 

(5) F = r(t>=tt>+rbutt=tü+r£>C=?'Y-|-<5 cos u — a sin?z 

C = ric==tc + rtutc = r — rbX> = c — ßr coszz -)- ocr sinzo 

Y U2 + C2 dt ist der infinitesimale Abstand eines Punktes vom be- 

nachbarten Scharkreis, Udt und Cdtsmà die Projektionen dieses 

Abstandes auf die Kreisebene bzw. die Kreisachse. Für die Fun- 

damentalgrößen 1. Ordnung und den Normalenvektor ergeben 

sich die Formeln 

E=xl= r2 

(6) F = xuxt=rV 

G = xf = (Vu + Vx> + Ce)
2 = U2 + V2 + C2 

(7) W2 = EG — F2 = r2(U2 + C2) 

(8) = -jÿ 0 x x
t = jy (c X tt) X rt = ~ (Vu — Vc). 

Ebenso erhält man leicht Formeln für die Fundamentalgrößen 

2. Ordnung und die Streifeninvarianten einer Flächenkurve. 

Für dieZwecke dieser Arbeit ist es aber nicht nötig, sieanzugeben. 

§ 3. Isogonaltrajektorien, Minimallinien und konforme Abbildung 

auf die Ebene 

Die Differentialgleichung der Isogonaltrajektorien, wobei 9 

der Schnittwinkel mit den erzeugenden Kreisen sei, ergibt sich 
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aus der Proportion (xuü + vt) vu : \ (ïuù + rt) X xu | = cos9 : sin9 
zu 

(9) (Eü + F) sin 9 — W cos 9 = o. 

Das gilt auch, wenn der Schnittwinkel 9 eine Funktion von t ist. 

Wir wollen solche verallgemeinerten Scharen von Isogonaltrajek- 
torien als Scharen von Winkeltrajekt or ien bezeichnen. Die 
Gleichung der sog. Minimallinien der Fläche lautet ganz ähn- 

lich, nämlich 

(9a) Eü F jz iW — o. 

Daraus folgt der bekannte (Demartres 1, S. 159 und 3, S. 56; 

Voß S. 365) Hilfssatzi : Wenn W eine ganze lineare Funktion 

von sinu und cosu ist, so führt die Bestimmung der Minimal- 

linien ebenso wie die der Winkeltrajektorien auf eine Riccati- 

sche Differentialgleichung. 

Denn die Differentialgleichungen (9) und (9a) erhalten dann 

nach der Substitution tg ~ — z unmittelbar die Riccati- 

sche Form. Die Beziehungen zwischen a, b, c, a, ß, y, die not- 
wendig und hinreichend sind, damit die Voraussetzung des Hilfs- 
satzes 1 eintritt, hat Demartres (1, S. 156ff.) gefunden. Sie er- 
geben sich daraus, daß die Nullstellen des in z biquadratischen 

Polynoms (der Fall, daß seine ersten Koeffizienten verschwinden, 
muß mit berücksichtigt werden) (U -f- Ci) (U—Ci) (1 + z2)2 

paarweise gleich und paarweise konjugiert komplex sein müssen. 
Eine einfache Diskussion zeigt, daß das eintreten kann entweder 
für (unter der Annahme ß = o) 

(10) c — v. = o, 

d. h. für ebene Kreisscharen ; oder falls das Verhältnis U :C von 
u unabhängig ist, d. h. nach (8) für Kanalflächen\ oder falls das 

quadratische Polynom (U + Ci)(l + z2
) ein Quadrat ist, d. h. 

falls (für ß = o) 

(U) 
er = o.br 

r2 + (ar)2 = a2 + b2 + c2 = 1 
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ist. De martres hat die (n) genügenden Flächen „surfaces a 

focale isotrope“ genannt. Um für sie auch eine reelle geometri- 

sche Deutung zu finden, betrachten wir den Winkel 9 zwischen 

Berührebene und Kreisebene in dem beliebigen Punkt P eines 

erzeugenden Kreises. Nach der oben abgegebenen Bedeutung 

der Größen U und C ist ctg9- = 

Daraus folgt 

, s ' 2i» _ 1 + Dg £ _ {U + CI) (i +g2) 
K } l — ztg9 (l7—Ci)(i+z

2
)' 

Wenn (i i) gilt, so bedeutet das, daß Zähler und Nenner der rech- 

ten Seite von (12) Quadrate sind. e
list also eine gebrochene 

lineare Funktion von z, deren Betrag für reelle z den Wert 1 hat. 

Setzen wir 

so bildet w die Einheitskreisfläche der komplexen QEbene kreis- 

verwandt entweder auf sich oder auf ihr Äußeres ab. Das be- 

deutet, daß es ein zum gegebenen erzeugenden Kreis orthogona- 

les Kreisbüschel 25 (in seiner Ebene) gibt, so daß 9- - u. U. ab- 

gesehen vom Drehsinn - den Winkel des durch den Punkt P 

gehenden Büschelkreises mit einem festen Anfangskreis des 

Büschels mißt. Es gibt nun eine konforme Raumtransformation, 

die den erzeugenden Kreis und das Büschel 25 in einen Kreis mit 

seinen Durchmessern überführt. 9- ändert sich dabei nicht. Wenn 

wir den Zentriwinkel des transformierten Kreises mit u' bezeich- 

nen, wird dann ± 1. Diese Schlußweise gilt auch in um- 

gekehrter Richtung, d. h. wir haben den 

Hilfssatz2: Die Gleichungen (11) bedeuten geometrisch, daß 

sich jeder Streifen der Fläche längs eines erzeugenden Kreises 

durch eine konforme Raumtransformation in einen Streifen der 

konstanten Normalwindung l längs des Einheitskreises über- 

führen läßt. 

Insbesondere sind je zwei benachbarte Kreise einer Fläche, für 

die (11) gilt, miteinander verkettet. Wir nennen Streifen dieser 

Eigenschaft aus einem noch anzugebenden Grund Kreisschraub- 

streifen. Alle Kreisschraubstreifen sind also kugelverwandte 
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Bilder voneinander. Eine Fläche aus Kreisschraubstreifen geht 

bei konformer Raumtransformation sowie bei Konformverbie- 

gung (§ i) offenbar in eine ebensolche über. 

Für derartige Flächen und für Kanalflächen ergeben sich nach 

Hilfssatz 1 die Minimallinien aus einer Riccatischen Differen- 

tialgleichung 

(13) dz + [A(0*2 +/2CO2 +f3(t)\dt = o. 

Ihre Lösung ist bekanntlich von der Form 

F^-Z + F^t) 

F3(t)-Z + F^t) > 

wobei Z Integrationskonstante ist, oder 

  G\{t) z + G3 (/) 
G3(t) z + G3(t) 

Die Funktionen Gr(f), . . ., Gflf) sind komplex, z und t reell. Aus 

(14) folgt, daß das vollständige Differential 

dZ — d 
(G1(/)z +G,U)\ 

\ G3{t) z + Gi(i) ) 

der linken Seite von (13) proportional ist, wir können also schrei- 

ben 

(15) dZ = M {dz + [fx(t)z
2 +f2(i)z +/3(V)] dt\, 

wobei M ein Multiplikator der Differentialform in (13) ist. Nach 

der Gaußschen Theorie der konformen Abbildung von Flä- 

chen auf die Ebene (vgl. etwa Scheffers S. 61 ff.) ist daher die 

durch (14) vermittelte Abbildung der gegebenen Kreisfläche auf 

die komplexe A-Ebene konform. Betrachten wir (14) für festes t, 

während z die reelle Achse durchläuft, d. h. bewegen wir uns auf 

einem erzeugenden Kreis, so bewegt sich auch Z auf einem Kreis 

und wir haben 

Satz 1 : Jede Kanalfläche und jede Fläche aus Kreisschraub- 

streifen läßt sich so konform auf die Ebene abbilden, daß die 

erzeugenden Kreise in Kreise übergehen und die Doppelverhält- 

nisse auf diese7i Kreisen erhalten bleiben, 
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§ 4. Eindeutigkeits- und Umkehrsätze 

Satz 2a: Wenn sich eine Kreisfläche so konform auf die Ebene 

abbilden läßt, daß die erzeugenden Kreise in volle Kreise über- 

gehen {kreistreue Abbildung), so ist die ebene Bildschar bis auf 

eine Kreisverwandtschaft eindeutig bestimmt. 

Denn ein von zwei ebenen Bildscharkreisen begrenzter Teil 

der Ebene läßt sich durch eine lineare Hilfsabbildung entweder 

auf einen Winkelraum zwischen zwei Geraden oder einen Parallel- 

streifen oder einen Kreisring abbilden. Derartige Bereiche kön- 

nen aber nach wohlbekannten Sätzen der Funktionentheorie nur 

durch lineare Funktionen mit Erhaltung der Ecken auf gleich- 

artige abgebildet werden. Von dem damit verwandten, gleich- 

falls nicht neuen, folgenden Satz (Gronwall) soll der Einfach- 

heit halber ein Beweis gegeben werden. 

Satz 2b: Wird ein Stück einer Kreisfläche § konform so in 

die Ebene abgebildet, daß die Bögen der erzeugenden Kreise in 

Kreisbögen übergehen {kreisbogentreue Abbildung), so ist die 

ebene Bildschar © entweder ein Kreisbüschel und die Fläche iso- 

zyklisch oder © ist bis auf eine Kreisverwandtschaft eindeutig be- 

stimmt. 

Beweis: Das ebene Bild sei eine Kreisschar, die durch die 

Funktion w = w (Z) auf eine andere abgebildet wird. Nach dem 

Spiegelungsprinzip erfahren Z und w bei einer geraden Anzahl 

von Spiegelungen an Scharkreisen lineare Substitutionen, die 

insgesamt mindestens eingliedrige, kontinuierliche Gruppen 

@, ©' bilden. Z = ZT[Ç] sei eine vom Parameter T abhängige 

lineare Substitution aus @, w(Z) = Z( [w (<Q] die entsprechende 

Substitution aus©'. Für die Schwarzsche Differentialinvariante 

[w]z =  2~ \w'~) die bekannte und leicht nachzu- 

rechnende Identität 

(16) [w(Z)\z = \w(Z)]ç • (Ü-)S + K]z. 

[Z\z verschwindet identisch, weil X, von Z linear abhängt. Ferner 

ist \w(Z)\y = \w(fl)\, weil w(Z) von w(Q linear abhängt. Es wird 

(17) [w{ß)\K = [w(Z)] z-(^f-)2. 
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Das gilt insbesondere für jede eingliedrige Untergruppe U £ ($j. 
d Z 

Wenn U aus Translationen besteht, ist= 1, also [n(Z)]z = 

[w(Q];-, was für eine kontinuierliche Schar von Substitutionen 

Z = TT[C] nur sein kann, wenn 

(18) [w (Z)]z = const. = — -~ 

ist. 

Wenn U nicht aus Translationen besteht, so kann man ent- 

weder durch eine lineare Abbildung oder durch eine lineare Ab- 

bildung mit nachfolgendem Übergang zum Logarithmus er- 

reichen, daß die transformierte Gruppe aus Translationen be- 

steht, womit wir wieder auf die Differentialgleichung (18) kom- 

men. Ihre allgemeine Lösung ist im Fall k = o die allgemeine 

lineare Funktion von Z, im Fall k =j= o die allgemeine lineare 

Funktion von e
hz

, wie man durch Einsetzen erkennt. 

Die soeben durchgeführte Betrachtung zeigt, daß zwischen Z 

und w in jedem Fall eine der folgenden Beziehungen besteht: 

(A) w = LX{Z) 

(B) w = Z2[<T3(Z)] 

(C) Lx(w) = log Z5(Z) 

(D) w = Ls\e
h
'°^

Z)
] oder L,~\w) = [L7(Z)]\ 

wobei Ly, Z2, . . . lineare Funktionen bedeuten. Wenn man vom 

Fall (A) absieht, müssen die Scharkreise einem Büschel angehö- 

ren, weil bei den Substitutionen (B), (C), (D) nur die Kreise 

zweier ausgezeichneter orthogonaler Büschel wieder in Kreise 

übergehen und weil eine stetige Schar, die zwei orthogonalen 

Büscheln angehört, ganz einem von ihnen angehört. Da Kreise 

eines Büschels eine isotherme Schar bilden, gilt dasselbe auch für 

die räumliche Kreisschar auf der Fläche. 

© sei die Menge der aus © durch wiederholte Spiegelung her- 

vorgehenden Kreise. Wenn © ein Büschel enthält, ist die Exi- 

stenz der eingliedrigen Untergruppe U gesichert und wir sind 

fertig. Andernfalls gibt es einen Punkt P mit folgenden Eigen- 

schaften : 

I. Es gibt eine Teilmenge ©x £ @, so daß durch jeden Punkt 

einer gewissen Umgebung UP von P genau ein Kreis aus ©x 

München Ak. Sb. 1952 5 
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geht. Dabei liege UP im Regularitätsbereich der gegebenen Ab- 

bildung w — w (Z). 

II. Durch P gehen mindestens zwei Kreise Ä2 aus ©. 

Denn sonst müßte @4 einem Büschel angehören, und dieser 

Fall ist schon erledigt. Durch P gehen also auch alle aus 

und durch Spiegelungen erzeugten Kreise, insbesondere zwei 

Kreise $3 und <K4, die einen beliebig nahe an A vorbeilaufenden 

Kreis $5 so schneiden, daß das von $3, $4, SX5 gebildete Kreis- 

bogendreieck ganz in UP liegt. Dieses Kreisbogendreieck muß 

nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip mit Erhaltung der 

Ecken auf ein anderes abgebildet werden. Das kann nur durch 

eine lineare Funktion geschehen, w. z. b. w. 

Satz 1 gestattet die folgende Umkehrung: 

Satz 3 : Wenn sich eine zyklische Fläche so konform auf die 

Ebene abbilden läßt, daß I. die erzeugenden Kreise in Kreise 

übergehen und II. ein Kreis dabei projektiv (fl. h. mit Erhaltung 

der Doppelverhältnisse') abgebildet wird, so ist die Fläche ent- 

weder Kanalfläche oder besteht aus Kreisschraubstreifen. 

Beweis: Weil die Orthogonaltrajektorien a) bei der konfor- 

men Abbildung erhalten bleiben und b) die Kreise sowohl der 

ebenen wie der räumlichen Schar projektiv aufeinander beziehen, 

(was aus (9) für <p = 900 folgt; Demartres 1, Darboux S. 494), 

werden durch die gegebene Abbildung alle Kreise projektiv ab- 

gebildet. Weil jede Schar von Winkeltrajektorien erhalten bleibt 

und in der Ebene die Scharkreise projektiv aufeinander bezieht, 

muß sie das auch auf der Fläche tun, d. h. die Differentialglei- 
11 

chung (9) muß nach der Substitution tg -- =z in die Riccati- 

sche Form übergehen, was nur sein kann, wenn sich W linear 

durch sin u und cos u ausdrückt, w. z. b. w. Es ist mir nicht ge- 

lungen, die zuerst gehegte Vermutung zu beweisen, daß die 

Voraussetzung II des Satzes 3 über die projektive Abbildung 

eines Kreises entbehrlich ist. Diese Vermutung war nämlich 

falsch, wie das folgende Beispiel zeigt: Die gewöhnliche Wendel- 

fläche 28 läßt sich bekanntlich so auf eine Drehfläche (das Katc- 

noid) verbiegen, daß die Bahnschraubenlinien in die Parallel- 

kreise und die erzeugenden Geraden in die Meridiane übergehen. 

Die Meridiane einer Drehfläche bilden eine isotherme Schar, 

daher auch die Erzeugenden der Wendelfläche. Eine mit 28 ku- 
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gelverwandte Fläche 2B' (oder eine daraus durch Konformver- 

biegung entstandene) ist also isozyklisch, gestattet daher kreis- 

treue konforme Abbildungen auf die Ebene. 23' ist nicht Kanal- 

fläche und besteht nicht aus Kreisschraubstreifen, weil je zwei 

benachbarte Kreise sich schneiden, also nicht verkettet sind. 

Ebenso zeigt man, daß die nichteuklidische Wendelfläche (als 

Kreisfläche im Poincaréschen Modell des nichteuklidischen 

Raumes betrachtet) isozyklisch ist, aber weder Kanalfläche ist 

noch aus Kreisschraubstreifen besteht. Weitere Gegenbeispiele 

liefern, wie man leicht erkennt, die Flächen mit a = b = ß = y = 

= o, r\(y.r) = const., c : (ar) = const. Dann sind in (9a) die 

Variabein getrennt und an Stelle von (14) wird Z= F(u) -f- iG{i). 

Auch diese Flächen sind isozyklisch. 

Die Frage nach allen konform und kreistreu auf die Ebene 

abbildbaren Flächen, eine Verallgemeinerung des von De- 

martres und Demoulin behandelten Problems der Kenn- 

zeichnung aller isozyklischen Flächen, bleibt damit offen. Wenn 

eine solche Abbildung besteht, so können wir den Streifen zwi- 

schen zwei „benachbarten“ Kreisen auf der Fläche und im 

ebenen Bild „mit unendlich kleinen Quadraten pflastern“. Ana- 

lytisch drückt sich dieser Sachverhalt (bei festgehaltenem Schar- 

parameter t) durch die Gleichung 

(1
9) J Tvf = 

const
- J % 

aus, wobei uQ und W0 für die ebene Schar dasselbe bedeuten wie u 

und W für die räumliche. Nach den Substitutionen tg —- = Ç, 

'll 

tg — = 2 wird daraus, weil das linke Integral - abgesehen von 

einem konstanten Faktor — entweder eine lineare Funktion von Ç 

oder der Logarithmus einer solchen wird, eine der Beziehungen 

(Z = lineare Funktion mit reellen Koeffizienten) 

Z(Q 

(20) logZß) 

arctgZ(C) 

wobei P(z) ein Polynom von höchstens vierter Ordnung ist. 

P dz 

J VW) ’ 
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§ 5. Der Torus und die Kreisschraubflächen 

a 

Der Torus enthält bekanntlich außer den Meridianen und 

Parallelkreisen noch zwei Scharen schief liegender Kreise, die 

Isogonaltrajektorien der zuerst genannten Kreisscharen sind. 

Er läßt sich daher konform so auf die Ebene abbilden, daß seine 

4 Kreisscharen in Scharen paralleler Geraden übergehen (H. 

Schmidt, S. 8i). Weil die schiefen Kreise durch die Parallel- 

kreise kongruent, also projektiv, aufeinander bezogen werden, 

muß sich W (wenn der Torus als von einer seiner schiefen Scharen 

gebildete Fläche betrachtet wird) linear durch sin?7 und cos7^ aus- 

drücken. Denn(c)) nimmt nach Einführung von z danndieRiccati- 

sche Form an. Da die schiefen Kreise keine Krümmungslinien 

sind, müssen die durch sie bestimmten Streifen daher Kreis- 

schraubstreifen sein. Da alle Kreisschraubstreifen untereinander 

kugelverwandt sind, läßt sich jeder von ihnen auf eine geeignete 

Ringzyklide legen und wir haben den eingangs erwähnten Satz, 

daß die projektiv-kreistreu und konform auf die Ebene abbild- 

baren Kreisflächen längs jedes erzeugenden Kreises von einer 

Ringzyklide berührt werden. 

Von besonderem Interesse sind in diesem Zusammenhang die 

von Thybaut und Robert kürzlich behandelten Kreisschraub- 

flächen („surfaces _V“). Zunächst einige vorbereitende Betrach- 

tungen : 

a sei eine Gerade, k (der ,)Zentralkreis"'') ein Kreis mit a als 

Achse. Die Drehungen und um a bzw. k durch die belie- 

bigen Winkel a bzw. ß erzeugen eine zweigliedrige Abelsche 

Gruppe @ konformer Raumtransformationen, die Transforma- 

tionen 21*$) * E: @ (mit festem X) eine eingliedrige Untergruppe 9tx, 

deren Bahnkurven Loxodromen auf den das Kugelbüschel durch 

k orthogonal schneidenden Torusflächen sind. Wir nennen die 

Transformationen aus Ringschraiibungen; in dem besonders 

interessanten Fall X = i l, in dem alle Bahnkurven schiefe 

Kreise der erwähnten Torusflächen sind, Kreisschraubungen. 

Wir müssen zunächst zeigen, daß diese scheinbar nicht konform 

invariante Definition es in Wahrheit doch ist. 9^ sei die einge- 

führte Gruppe von Kreisschraubungen, k' einer ihrer Bahnkreise. 
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Hilfssatz 3 : Die Drehungen um k! sind mit den Kreisschrau- 

bungen aus vertauschbar. 

Beweis: @ sei eine Drehung um k', ferner X £ Die Bild- 

punkte eines Punktes P bei diesen Transformationen bezeichnen 

wir mit &P, XP. X®P liegt auf dem Bahnkreis der Drehungen 

um k' durch XP, weil X die Gesamtheit dieser Bahnkreise als 

Schnitte von zu k! orthogonalen Kugeln unter sich vertauscht. 

Die k' enthaltenden Kugeln durch P und ©/* gehen in 

Kugeln durch XP und X&P über. Ihr Schnittwinkel bleibt er- 

halten, daher ist X&P — @ XP, w. z. b. w. 

Hilfssatz 4 : Es gibt zu einem gegebenen Bahnkreis k' der 

Gruppe 9^2 genau einen Bahnkreis der Gruppe X) der Drehungen 

um k', der bei den Transformationen von 9^ in sich übergeht. 

Beweis: Es sei X £ 9^2- X dreht jede Kugel K durch k! durch 

einen festen Winkel T um k' als „Achse“. @sî) sei die Drehung 

um k', die diese Drehung der Kugel rückgängig macht. @ X = 

führt also die Kugel K kreisverwandt in sich über, wobei 

k' in sich übergeht. Auf k' liegt kein Fixpunkt, daher liegen die 

Fixpunkte von @ X nach elementaren funktionentheoretischen 

Sätzen symmetrisch zu k'. Der Bahnkreis d0 der Drehungsgruppe 

23 durch diese Fixpunktc ist der gesuchte Kreis. Daß er vom 

Winkel T unabhängig ist, folgt leicht aus der Vertauschbarkeit 

von <£ und X und der Stetigkeit der Gruppen 9t x 
und ~. 

Hilfssatz Die Bahnkreise der Drehungen um den Kreis d0 

werden durch die Gruppe 9^2 untereinander vertauscht. 

Das folgt aus Hilfssatz 3, weil d0 selbst ein Bahnkreis von ^ 

ist oder aus der Tatsache, daß die Bahnkurven der Drehungen 

um d0 die Orthogonalkreise der Kugeln durch d0 sind. Daraus 

folgt: 

Führt man k' durch Inversion in eine Gerade ä über, so wird 

aus d0 ein Kreis k mit ä als Achse. Aus der Gruppe 9t2 wird dann 

einfach die Gruppe der Kreisschraubungen mit ä als Achse und 

k als Zentralkreis. Umgekehrt enthält das System der Bahn- 

kreise von 9îj, weil durch jeden Raumpunkt (einschl. 00) genau 

ein Bahnkreis geht, auch nach jeder konformen Raumtransfor- 

mation wieder eine Gerade à und nach Plilfssatz 4 genau einen 
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Kreis k mit ä als Achse. £ geht also in das System der Bahnkreise 

der Kreisschraubungsgruppe mit à als Achse und k als Zentral- 

kreis über. Das Bahnkreissystem erfährt also als Ganzes bei 

jeder konformen Raumtransformation nur eine Ähnlichkeits- 

transformation. Damit ist gezeigt, daß der oben eingeführte 

Begriff der Kreisschraubung konform invariant ist. Wir schlie- 

ßen daraus, weil die Ringzykliden demnach aus oo1 Bahnkreisen 

einer Kreisschraubung gebildet werden: 

Satz 4 : Jeder Kreisschraubstreifen kann so auf einen schiefen 

Kreis eines Torus gelegt werden, daß er mit dem Torus einen 

konstanten Winkel einschließt oder : Zu jedem Kreisschraubstrei- 

fen gibt es einen anderen mit gleicher Streifenachse (dem er- 

zeugenden Kreis) und gleicher Normalwindung, der einen Torus 

in ganzer Länge berührt. 

Daraus folgt nun wieder: 

Satz 5 : Jede Fläche aus Kreisschraubstreifen läßt sich auf eine 

Hüll fläche von längs schiefer Kreise berührenden Torus flächen 

konformverbiegen. 

Die von Thybaut und Robert betrachteten Flächen sind die 

durch eine Kreisschraubungsgruppe aus einer beliebigen Kurve 

erzeugten Flächen. Wir nennen sie Kreisschraubflächen. Die 

Kreisschraubstreifen sind einfach die Bahnstreifen auf den Kreis- 

schraubflächen. Aus den oben durchgeführten Betrachtungen 

folgt unmittelbar 

Satz 6: Alle Kreisschraubflächen sind isozyklisch (Thybaut- 

Robert) und aufeinander, insbesondere auf den Torus, konform- 

verbiegbar. 

Satz 7 ; Die Mittelpunktskurve einer Kreisschraubfläche ist 

eben und bleibt es auch nach konformer Rau?ntransformation. 

Wir können in diesem Zusammenhang noch bequem ein wei- 

teres Beispiel einer isozyklischen Fläche angeben: k0 sei ein 

Kreis durch zwei gegenüber liegende Punkte des Zentralkreises k 

einer Ringschraubungsgruppe mit X =j= di i- k0 steht auf 

allen Bahnkurven der Gruppe senkrecht. Auf der aus k0 durch 

erzeugten Fläche bilden die Bahnkurven und die zu ihnen 

orthogonalen Kreise ein isothermes Netz. 
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Die konforme Abbildung der Kreisflächen aufeinander gibt 

noch zu einigen offenen Fragen Anlaß, die mit der Einteilung 

der Kreisflächen in konform und kreisbogentreu bzw. kreistreu 

aufeinander abbildbare Klassen bzw. aufeinander konformver- 

biegbare Unterklassen Zusammenhängen. Sie dürften sich in 

voller Allgemeinheit nicht ohne konforme Invariantentheorie an- 

greifen lassen und fallen daher aus dem Rahmen der vorliegen- 

den Arbeit. 
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