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Bemerkung zu einem Abbildungssatz von
Herrn Béla Sz.-Nagy

Von Otto Haupt in Erlangen

Vorgelegt am 16. November 1951

Einleitung

Herr Béla Sz.-Nagy teilte mir brieflich ohne Beweis den
folgenden Satz mit: Ist &, ein 4-dimensionaler konvexer Kérper
im cuklidischen %,, so ist &, dehnungsbeschrinktes ein-ein-
deutiges Bild des 4-dimensionalen Kugelkérpers €,; und er
fiigte hinzu, daB man diese Abbildung als eine ,,in allen
Richtungen homothetische'* (vgl. weiter unten) von einem
inneren Punkt o von &, aus auf ein €, mit dem Zentrum o
wihlen koénne.

Bei dem Versuch, mir diesen Sachverhalt klarzumachen, fand
ich, dal3 der Satz im /, nicht nur fiir konvexe Korper gilt, son-
dern allgemeiner fir Punktmengen & mit einem inneren Punkt o
derart, daBl & ,,sternig’! ist beziiglich o und daB keine freie
Tangente? des Randes ® von £ durch o geht. Und zwar zeigte
sich: (I) daB ® vermdge Zentralprojektion von o aus ein-ein-
deutiges Bild der (#~-1)-dimensionalen Sphare & mit o als Zen-
trum (und vom Radius 1) ist, also ¥ == »(X) X, wobei ¥ bzw. X die
von 0 aus nach den betrachteten Punkten von ® bzw. & gehen-
den Vektoren bezeichnen und »(X) eine auf & eindeutige, reelle
Funktion mit 0 < p’ < »(X) <" < 4 o0 ist, unter p/, o' reelle
Zahlen verstanden, die von X unabhingig sind; (II) da$ (a) diese
Abbildung dehnungsbeschrinkt ist, ebenso wie (b) die Funktion

! Line Punktmenge M C Z), heiBt séernig in bezug auf den Punkt o € M,
wenn mit jedem Punkt XY € 9R, X # o, auch die von o und X" begrenzte
Strecke in I legt.

* Man versteht darunter jeden Limes von Geraden durch zwei Punkte von

R, die gegen einen Punkt von R konvergieren. Vgl. auch die Definition in § 1
Nr. 1. 1.

10*  Miinchen Ak. Sb. 1951
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7(X) selbst; (IIl) daB die Erweiterung der Zentralprojektion
in (I) zu der in jeder Richtung homothetischen Abbildung
Z =r(X)X', wo X' = |X'| X, von €, auf & ebenfalls dehnungs-
beschrinkt ist.

Nachdem ich Herrn B. Sz.-Nagy diese Verallgemeinerung
nebst Beweis mitgeteilt hatte,® verstindigte er mich davon, daB
Herr St. Vincze einen Beweis fiir seinen Satz vollstindig aus-
gearbeitet und auch die Deknungsbeschrinktheit der Umbkehrung
der homothetischen Erweiterungsabbildung bewiesen habe, fer-
ner, daB Herr Vincze sich von jeder Komparktheitsvoranssetzung
habe befreien und damit den Satz iber Aonvexe Korper auch auf
Hilbertsche Raume habe ausdehnen kénnen (mein Beweis fiir
die obigen Behauptungen (I) und (II) (a) macht von Kompakt-
heitsannahmen Gebrauch). Herr B. Sz.-Nagy war spiter so
liebenswiirdig, mir die Abschrift einer Arbeit ,,Beweis eines
Abbildungssatzes von Béla Sz.-Nagy“* zuginglich zu ma-
chen, die Herr St. Vincze in Zusammenarbeit mit Herrn
P. Szusz verfafit hat.

Demgegentiber beschrinken wir uns in § 1 vorliegender
Arbeit auf den euklidischen Z,, aber nicht auf konvexe
Kérper und verschirfen unsere oben (vgl. Behauptung (I)
und (II) (a)) angegebene Verallgemeinerung zu einer Kenn-
zeichnung aller abgeschlossenen, kompakten Mengen & des L,
mit innerem Punkt o derart, dafl der Rand R wvon K ver-
mage Zeniralprojektion von o aus ein-eindeutiges, dehniungs-
beschrinktes Bild der (b—1)-dimensionalen (Einheits-)Sphdire
um o ist. Sodann geben wir in §2 ohne wesentliche Ande-
rung® unsere seinerzeit Herrn B. Sz.-Nagy mitgeteilten,
iibrigens fir Hilbertsche Raume gultigen, Beweise fiir Be-
hauptung (II) (b) und (III) (siche oben); der Volistindigkeit
wegen ist noch das obenerwahnte Ergebnis von Herrn Vincze
betr. die Dehnungsbeschrinktheit der Umkehrabbildung hin-
zugefiigt.

3 Diese Mitteilung wird in FuBn. 11 und 13 mit ,,M.* zitiert.

4 Die Arbeit ist inzwischen in Acta Sci. Math. Szeged 14 (1951), 96-100,
erschienen.

5 Abgeschen von einigen Erginzungen hinsichtlich der Beh. und dement-
sprechend der Beweise. Vgl. Fufin. 11 und 13.
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§ 1. Kennzeichnung der Kompakta $i des E,, deren Rand ein-
eindeutig und dehnungsbeschrinkt aus einem inneren Punkt o
von § auf die Sphéire um o projizierbar ist

1.1, Bezeichnungen. Im euklidischen 4-dimensionalen Raum %,
sei 0 ein fester Punkt; mit § sei eine Halbgerade bezeichnet,
deren Anfangspunkt o ist. Ferner seien mit X, ¥, . . . je nach Be-
darf bezeichnet: Vektoren, dic von o ausgehen, oder die diesen
Vektoren ein-eindeutig entsprechenden Endpunkte der Vektoren;
also X = o bezeichnet den Nullvektor oder den Punkt o. Es
sei | X'| der absolute Betrag (die Lénge) des Vektors X und
X, =X:|X| der Einheitsvektor von X 5= 0. Das skalare Pro-
dukt von X und ¥ wird mit X'} bezeichnet. | X¥—YV | kann als
die Entfernung der beiden Punkte X und V gedeutet werden.

Die eindeutige Abbildung ¥ = f(X) der Menge Y C £}, in
die Menge B C £, heile dehnungsbeschrinkt,’ wenn eine
reelle Zahl o mit o <<« < 400 existiert derart, dal3

D(f, X/,A///) e [f(XI) _f(Az//)| . l‘Y,—X,ll S o

fir jedes Paar X', X'' von (Vektoren mit den End-) Punkten
aus U, soweit X' == X",

Unter ciner freien Tangente der Menge M C £, im Hiu-
fungspunkt Z von M verstehen wir jeden Limes? einer Folge von
Geraden gy, £ =1, 2, ..., derart, daB g, durch zwei Punkte
P{, P} =M geht und lim P} =lim P;' = Z ist. Die Gesamtheit der
Punkte aller freien Tangenten an M heiBe das Paratingent
2(M) von M.

Der Rand einer abgeschlossenen Menge £ wird mit % (&) be-
zeichnet; der Rand einer abgeschlossenen, 4-dimensionalen
(_CVoll-)Kugel €, in Z, heiBe ((#—1)-dimensionale) Sphire
e GE;It—l-

% Vgl. auch Haupt-Aumann-Pauc, Differential- und Integralrechnung,
1. Bd, 2. Aufl. (Berlin 1948) Nr. 5. 2. 5.

.7 Eine Folge von (nicht orientierten) Geraden g; im Zj, wird als konvergent
mit der (nicht orientierten) Geraden g als Limes bezeichnet, wenn Erstens die
zu den g; parallelen Durchmesser dy einer festen Kugel € C %, gegen einen
Durchmesser & von G parallel zu g konvergieren und Zweitens auf g; ein Punkt
Py sowie auf g ein Punkt 2 existiert mit 2 = lim Py
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1.1.3.1. Es sei R ein #Raum®™ und € C R. Der offene Kern Z
bzw. die abgeschlossene Hiille ¥ von ¥ werde der einfacheren
Schreibweise halber mit ¥, bzw. mit ¥, bezeichnet und dement-
sprechend gesetzt: Ty, = (Zy),, T,o = (T o usw. Ferner heifle
B =Ty, — e bzw. B; =, — T, dicinnere bzw. die dullere
Begrenzung von €. Es sind ®B; und 3, Tez'l;;zengcn der Be-
grensung B = T, — Ly von T, also B; W B; C B (Denn B,
=B%,, und B; = B(R—T,0)-

Anmerkung. Im allgemeinen ist B;\ B; echte Teilmenge
von B. Beispiel: R = I, ferner Q die Menge der rationalen
Punkte in Z; und € = §' 4 93", wobei §’ (o I —1(043)

o/

offene Intervalle in 7. Esist T, = J', ¥,, = Ja, T =3+

Tyo=3'+3", also B; = (0)+(1), Bo = @ + (1) + () + )=
=B, B, und B =) + @)+ () + @)+ 3I"; dabei be-
zeichnet z. B. (1) die nur den Punkt 1 enthaltende (einpunktige)
Menge.

1.1.3.2. Aus D, 0 bzw. aus B; == o folgt (neben B 0
auch) ¥y =F 0 bzw. R—Z, &= o (Denn z. B. aus R = I, folgt
Tpo = Ry= R = 2,).

Ist R "ummmenlzdnge;zd so folgt umgekehrt aus Ty 0 und
R— %, =0, daB B, 0 und B; & o, also auck B = o. (Denn
fir B; = o, also iIOa = I, ist R = T, + (R—%,,) Vereinigung
zweler fremder offener Mengen, die nicht leer sind, weil ;==0
und weil, wegen oy, C T, gilt: R—F, C R— T, also

— %y, =F 0. Und entsprechend ergibt sich ein Widerspruch
fur B; = 0).
Oder etwas allgemeiner:

Ist R zusammenhdingend, so folgt aus Ty = 0 und R— I+ 0,
daff B, <=0 bzw. aus L, =0 und R— I, +0, daff B;=+o0.
(Denn z.B. aus B, =o folgt R =3, + (R — %0(1), weil Ty =Ly
also ¥, =0 oder R— I, =0).

1.1.3.3. Folgende Aussagen sind gleichwertig: (¢, 1) B C
(Z,2) B, = DB; (4, 3) T, =2Z,,; und entsprechend (4, 1) B C Ly
(@,2) B = By; (4 3) T = Ly

— R
04
3

———

62 Namlich ein Kuratowski-topologischer Raum. Vgl z. B. Haupt-
Aumann-Pauc, a.a. 0% Nr. 6. 2. 1. ff.
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Bew. Die Gleichwertigkeit von (7, 1) und (7, 2) folgt aus
B,C B (Nr. 1.1.3.1.) die von (7, 2) und (7, 3), weil B; = Z(,—I,,
B =3, — I, also aus B; = B sich ergibt B, + T, = Iy, =
= B + I, = ¥, und umgekehrt. Entsprechend fir (4, 1) usw.

Anmerkung. Die Gleichungen % — P, und B = B, sind
unabhingig voneinander. Beispiele: (a) R = £}, T =3F' 4 3
mit §' = [—1,0) und §' = (o, 1], wobei dann ¥, = I;, und
2, Tyo. — (b) R = By, T =3 +(2), wobei 3’ = [o, 1) und (2)
die einpunktige, 2 enthaltende Menge ist. Hier gilt ¥, 5 &,
und E; = Zyo

1.1.3.4. Es ist B; = B, wenn und nur wenn B die Menge aller
zu Xy fremden Haufungspunkte von I, ist. (Denn es ist B; die
Menge der nicht zu ¥, gehoérigen Bertihr- (also Hiufungs-)
Punkte von ;). Entsprechend ergibt sich:

Es ist B, = B, wenn und nur wenn B die Menge der nicht
zu R—X, gehdrigen Hiufungspunkte von R— 3, ist.

1.1.3.5. Es heiBe T eigentlich minimal begrenzé von innen
bzw. von aullen her, wenn 8 = 9, =0 bzw. wenn B =
B+ 0. Ist B=P;=B;9=0, so heie T eigentlich minimal
begrenzt. Aus Nr. 1.1.3.4. folgt:

s ist T eigentlich minimal begrenzt, dann und nur dann,
wenn B; == 0, B, £ 0 wund jeder Begremzungspunkt von T
Héufungspunkt gleichzeitig von inneren und von édufleren Punk-
ten von T ist (d. h. von ¥ =+ o und R— I, = o).

Mit W und N ist auch D = M— N eigentlich minimal be-
grenzt, falls N, C My und My— N, #= 0. (Denn Dy, = M, — N,
Byg=Mye— Nyo =M, — Ny, Dy =M, — Ny, Dyo= Myo— Moy
=MWy—N,; ferner ist D,— Dy = (M, — Ny) — (Mpy— N)
= (D, =Dy 0= Dy D)= (M, — M)+ (R, — Ny = (M, — ;)
+ (Nog—Ny) =+ 0).

Zusatz. Die Bezeichnung ,,cigentlich minimal begrenzt* ist im
AnschluB an eine mir von Herrn G. Aumann mitgeteilte Begriffs-
bildung gewihit: Es heil3t M minimal begrenzt, wenn eine offene
Teil- und cine abgeschlossene Obermenge, etwa & bzw. 9, von
M existiert mit &, = U, Y, = &, Notwendig und hinreichend
fiir minimale Begrenztheit ist: M, = M, o und M, = M,,,.
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1.1.3.6. /m euklidischen Rawm E,, k > 1, ist eine beschrinkie
Menge T mit nicht leerem offenem Kern eigentlich minimal be-
grenzt, wenn und nur wenn jeder Begrensungspunkt von I
Héufungspunkt gleichzseitig von inneren und von dufieren Punk-
ten von T ist. (Denn mit T ist auch €, beschrinkt, also Z£,—I,
=+ 0. Da aber %, zusammenhingend ist, folgt die Beh. aus

Nr. 1.1.3.5. wegen Nr. 1.1.3.2.).

1.2, Bemerkung. Vor. Essei V' =X und V"' =»" X", mit
A=l A= undlo =7 o = iBWir bezeichnen::
Mit B bzw. v den Winkel im Dreieck 0 X’ X" in der Ecke o bzw.
X5 mit 3 den (absolut) kleinsten Winkel, gebildet von den Trager-
geraden der Vektoren (X' —X'"") und (¥'—V").

Beh. Es gilt (#' 4+ #"") cos vy = | Y'—Y""| cos 3 und (folglich)
o< Min (/, 7)< (|V'—V"|:| X' —X"|) cos § =
— 2 (=R <M (E
Bew. Esist 2y =n—p und | X'—X"| = 2 cos vy. Ferner gilt
KY/'_ Y”> <1Y/—— Y”> [ = | (7’,1Y/——7’”)(”) <1Y/ ——X”) I —
(' 4-7") (1 —cos B) =271(»' 4 #'") | X' — X" |?; andererseits ist
(7' — V") (X —X") | = |7 — V" | X —X"| cos .
1.3. Wir zeigen jetzt

1. Satz. Vor. Es sez & abgeschlossen sowie kompakt im I
und es set 0 innerer Punkt von N. Ferner sei © die (b— 1)-di-
mensionale Sphire vom Radius 1 win o als Zentrum (£ = 1).

Beh. Folgende Aussagen sind gleickhwertig:

(A) Der Rand R(K) von & ist vermdge Zentralprojektion
V=s(X,)=7r(X)X, aus o ein-eindeutiges dehnungs-
beschrinktes Bild von @ (X,EE, ¥V & R(R)).

(B) Es ist & eigentlich minimal begrenzt, ferner ist der
Rand R(K) von K zusammenhingend und o ist fremd zuin
Paratingent von R(K).

Zusatz. Aus (A) (und der Vor. des Satzes) folgt: Es besitzt
7(X,) > o eine positive untere und obere Schranke (< 4 09).
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Ferner ist die Umkehrung der Zentralprojektion ebenfalls deh-
nungsbeschriankt (vgl. Nr. 2, Satz, Zusatz).

Bew. Der Satz gilt, wenn fiir die Sphire vom Radius 1 um o,
so auch fiir die Sphére vom belicbigen Radius; und umgekehrt.
Daher kann o. B. d. A. @ C & angenommen werden.

(1) Aus (A) folgt (B). - (I, 1). Da & beschranktundo @ €C &
ist, gibt es von X, unabhingige Konstanten p’, p/ mit
0 < p'<r(X,)<p" < 4 oo fiir jedes X,. Aullerdem ist s(X,),
weil dehnungsbeschrankt, (gleichmiBig) stetig auf &. Da s ein-
eindeutig und € bzw. R(RK) ein in sich kompakter 73-Raum bzw.
ein punktweise rationaler Hausdorffraum ist, so ist auch die Um-
kehrfunktion X, = ¢ (¥Y) von ¥ = ¢ (X,) stetig.® — (I,2.) Weil
s(X,) stetig und & zusammenhingend, ist aucs R(K) = s(S)
susammmenhdngend.® — (1, 3.) Es ist o fremd zum Paratingent
von R(K). Andernfalls nimlich geht durch o eine freie Tangente
von R (&), d. h. es gibt Punkte V,, V., Y, & R(Q),r = 1,2, ...,
mit ¥! &= ¥.' und mit ¥, —¥,, ¥.'— ¥, firr t — co derart, daBl
die Verbindungsgerade von V. und Y.’ gegen eine Gerade durch
o, nimlich gegen die Trigergerade des Vektors Y, konvergiert.
Setzt man X, = & (VD) X.'= e(V.), X, = &(Y,), wobei also
|X!| = 1 usw., so folgt aus der Stetigkeit von ¢ (¥, daB} X — X,
X! —X,. Haben ferner £_ und 8_ die in Nr. 1.2. festgelegte Be-
deutung, wenn X' =X., ¥’ = ¥, usw. und wobei 23_ == ge-
setzt wird, falls X! =X, so gilt also p.—o0 und 23.—m fiir
T—00. Setzt man schlieBlich 7. = »(X)), 7/ = »(X.) und be-

achtet, daf} (vgl. Ziff. (I, 1))
o<p' < Min(@l, .Y < Max (7], ) <p",

so folgt aus der Beh. in Nr. 1.2., daB D(s; X', X'") - 4 oo fir
©—00. Widerspruch zu (A). - (I, 4.) Es ist 8 eigentlich minimal
begrenzt. In der Tat: Nach (A) ist™ HR einpunktig fiir jedes H
und fiir ® = R(K); es sei ¥ € HR. Dann liegt die offene, von o
und ¥ begrenzte Strecke 0 ¥ ganz im Innern von &; denn oY

® Vgl. Haupt-Aumann-Pauc, a.a. 08 Nr., 6. 3. 3, Satz 4.

® Vgl. Haupt-Aumann-Pauc, a.a. 08, Nr. 6. 3. 3, Satz 6.

* Unter ), und cbenso spiiter unter §, wird cine Halbgerade mit dem
Anfangspunkt o verstanden.
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ist fremd zu R und enthilt innere Punkte von &, namlich Nach-
barpunkte von o; wiirde aber oY auch dullere Punkte von &
enthalten, so wiire 0 ¥ Vereinigung zweier fremder, offener Teile,
namlich des Durchschnittes von 0¥ mit dem Innern und dem
AuBeren von &, im Widerspruch damit, daB o ¥ zusammen-
hingend ist. Somit ist ¥ & HR Haufungspunkt von £. Entspre-
chend ergibt sich, dal ¥ auch Haufungspunkt von % = £, -— &
ist. Und da & beliebig war, gilt dies fiir jeden Randpunkt von &,
d. h. & ist eigentlich minimal begrenzt.

() Aus (B) folgt (A). Es sei wieder & = R(&) gesetzt. Zum
Beweise zeigen wir der Reihe nach:

(L, 1.) Fiir jedes $ s DR nicht leer, endlich und von be-
schrdnkter Mdichtigkeit m(5)), d. h. es existiert eine natdrliche,
von & unabhingige Zahl 7 mit 1 < #($)) < w2 fur jedes 9.

Bew. (@) Es ist §R = o flr jedes §. In der Tat: Auf § liegen
sowohl dulBere Punkte von & (weil & beschrinkt ist) als innere
Punkte von & (weil o innerer Punkt ist). Da $ zusammenhin-
gend ist, folgt HR == o (vgl. Ziff. (I, 4)). — Es ist HR isolierte
Menge in & fiir jedes $. Ist nimlich ¥V € $ Haufungspunkt von
HR, soist ¥V € HR und es existiert in HR eine Folge von (unter-
einander und von) ¥V verschiedenen Punkten ¥, mit ¥, — ¥ fiir
7 — 00. Setzt man Y;' = YV € HR, so erweist sich § oder viel-
mehr ihre Trigergerade als freie Tangente an R in ¥, die durcho
geht; Widerspruch mit (B). — (b) Da (& also auch) H R in sich kom-
pakt und in § isoliert ist, muB} die Michtigkeit 72() von HNR fiir
jedes § eine natiirliche Zahl sein. Ist 72(8) auf dem System aller §
nicht beschrinkt, so existiert eine Folge von Halbgeraden $_ der-
art, daB m_ = m (9. — oo fir = — co. Wegen der Kompaktheit
von & in sich kann angenommen werden, dal} die §. gegen eine
Halbgerade £, konvergieren in dem Sinne, daf3 die den . ein-
eindeutig entsprechenden Einheitsvektoren X (die parallel und
gleichgerichtet mit § sind) gegen den zu §, gehérigen Vektor X,
konvergieren. Wegen der Beschrinktheit von ® (im %) und
wegen 2. — 00 gibt es fiir jedes = zwei verschiedene Punkte Y.,
V! € . % derart, daB |V — V.| — o0 fiir = — co. Weil % in
sich kompakt ist, kann o. B. d. A. die Existenz eines Punktes
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V € £, R angenommen werden mit Y.~ Yund Y. — V. Dann

ist aber die Trigergerade von §, freie Tangente an R in ¥ und
geht durch o; Widerspruch mit (B).

(11, 2) Der Abstand irgend sweicr Punkte der Menge (0) 4 HR
besitst eine von ) unabhingige positive untere Schranke o ™> 0.

Bew. Ist V', V" € HR, so ergibt sich die Beh. indirekt ver-
mittelst der gleichen SchluBweise, wie sie in Ziff. (If, 1) (b) an-
gewandt wurde. Ist aber ¥' € R, ¥ = o, so folgt die Beh.
daraus, daB3 & in sich kompakt und fremd zu (o) ist.

QLRSI VAR Ve 5;09’"{, s0 gibt es eine Umgebung W* von Yy in E,,
derart, daff HRW* genau cinpunklig ist fiir jedes zu W* nicht
Sremde $).

Bew. (&) Da $,R isoliert ist auf H,, so gehort je eine vordere
und hintere Umgebung von Y, in §, bis auf Y, zu & oder zu
U = £, — §. Ist daher U eine (4-dimensionale) Kugel um ¥, mit
einem Durchmesser kleiner als o (Ziff. (I1, 2)), so gibt es auf §, vor
und hinter ¥ einen Punkt ¥’ bzw. ¥"' und eine, ¥} nicht ent-
haltende, in Ul enthaltene (4-dimensionale) abgeschlossene Kugel
W bzw. 0" mit dem Zentrum V' bzw. V"' derart, dal W' C &
oder W' C A bzw. W' C K oder W' C Y. Esist WU =o0. Und
es kann o. B. d. A. angenommen werden, daf} aus W' $ == o folgt
W% == o und umgekehrt. — (b) Es liegen IV und W’ nicht beide
in § und nicht beide in . Es sei namlich z. B. W' C % zend W' C .
Gemif Beh. (B) und Nr. 1.1.3.6. ist nun aber ¥, € ® Hiufungs-
punkt von &; und daher gibt es eine Folge (4-dimensionaler) ab-
geschlossener Kugeln 8. C &, die schlieBlich alle in beliebig
kleiner Umgebung @ von ¥ liegen. Da W, U zu ¥, fremd sowie
abgeschlossen sind, kann T als eine (4-dimensionale) abgeschlos-
sene, zu W und W' fremde Kugel mit ¥, als Zentrum gewihlt
werden; dabei kann & noch so angenommen werden, daB % in
U enthalten und daB jedes zu 9 nicht fremde $ auch nicht fremd
ist zu W und 1. Daher gibt es cin B_ = B und dazu ein § mit
HB =0, also mit HB C WR. Auf der Strecke HU liegt dann
zwischen den beiden, zu U gehorigen Strecken HU und HU
die zu & gehérige Strecke HB. Da nun zwischen einem Punkt
von & und einem Punkt von ¥ auf § mindestens ein Punkt von R
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liegt (vgl. Ziff. (I, 4)), so ist H R U mindestens zweipunktig. An-
dererseits kann HR U nur einpunktig sein, da der Durchmesser
von U kleiner als o gewihlt war. Widerspruch. Ebenso schlieit
man im Falle I’ C &, W' C & — (¢) Zufolge (b) ist also z. B,
W C & und W' C U Dann zeigt der in (b) angewandte SchluB,
daB fiir jedes § mit HW =0 (also mit HUW' == 0) zugleich
HRU == 0 ist, und zwar genau einpunktig. Ersetzt man Il durch
den offenen Kern des Durchschnittes von U mit der konvexen
Hiulle von W« W) so erhdlt man eine Umgebung tU* von ¥
von der in der Beh. dieser Ziff. (I, 3) beschriebenen Art.

(11, 4) Fiir jedes &) ist HNR genan einpunktig, so daf durch die
Zentralprojektion aus o von S auf R eine ein-cindeutige Ab-
bildung V=r(X)X, X =X, C, r(X)>o0 erklirt ist. Diese
Abbildung ist sogar dehnungsbeschrinkt.

Bew. (a) Die Halbgeraden & und die Punkte X von & ent-
sprechen einander ein-ecindeutig; es sind also X =X (§) und
H = H(X) eindeutige Funktionen (X € &, d. h. | X | =1). Es
sei nun ¥V =s(X,) = »(X,) X, der zu o nichstgelegene unter den
héchstens 72-Punkten von R (= o) (vgl. (II, 1)). Dann licfert
Y = 5(X,) eine ein-cindeutige Abbildung von & auf eine Teil-
menge R’ von R. GemialB (I, 2) besitzt ferner »(X,) eine posi-
tive untere (und obere) Schranke: 0 << a <p' <r(X,) <" <
-+ o0o.

(b) GemilB (11, 3) ist s(X,) stetige Funktion von X, (im Sinne
der Topologie im 7%}). Da € in sich kompakt und 73;-Raum,
ferner R rationaler Hausdorffraum ist, so ist R’ = s(&) (ab-
geschlossen, also) in sich kompakt;® aufierdem ist die Umkehrungs-
abbildung X, = ¢ (YY) der ein-cindeutigen stetigen Abbildung
YV = s (X,) ebenfalls stetig.® Ferner ist mit € anch R’ zusammecn-
hingend.”

(©) Ist R =R —R' =R — s(&) nicht leer, so haben R’ und
R positiven Abstand o' > o (R' = 0). Andernfalls nimlich exi-
stieren V. €', V' € R, 1 =1,2,..., mit |[V,— V] |—o0
fiir t — co. Wegen der Kompaktheit in sich von R’ (gemif (b))
kann die Existenz eines ¥, € %' angenommen werden mit
Y. — ¥, also auch ¥!' — ¥, fiir T — co. Ist ferner X, = & (YD),
so gilt X, — X, = ¢ (V) wegen der Stetigkeit von ¢ (vgl. (b)).
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Liegt Y auf fg_ so ist X' = 59 & eindeutig bestimmt; wegen
V! — Y, ist dann X! — X,. Wir setzen nun Y, = s(X”) We-
gen e R und Y” e R ist Y = Y, beide liegen auf dem
gleichen $ = .. Ferner ist IY_”— Y |—> 0; denn, neben
Y!' — Y,ist auch ¥, — ¥, letzteres wegen X — X, und wegen
der Stetigkeit von s(X,). Fir schlieBlich alle = wird also
Yi_/—YT]< « im Widerspruch mit dem in (II, 2) Bewiesenen.
(d) Es ist R = o. Namlich: Da ® und R’ abgeschlossen ist
(gemiB (b)) folgt aus (c), daBd auch R'" abgeschlossen ist; ev. ist
R = 0. Somit ist R Vereinigung zweicer fremder abgeschlosse-
ner Teile R', R, wobei R' = o. Well R zusammenhingend ist,
folgt daher ®"" = o.

(@) Esist s(X,) dehnungsbeschrinkt. Namlich: Wegen " =o
ist R ein-eindeutiges, stetiges Bild von & vermége V= »(X) X =
=s(X) mit X =X, €&, wobeio < p' <7r(X) <" < + 0.
Biiindz 4 — v (E50) B — 7 (At 3 swi sin dEnunid 13 Vior!
von Nr. 1. 2. erfiillt; daher gilto << p' < (|¥V'— V" |: | X' —X"|)
cos & < o, wobei cos 8 > o falls X’ == X". Mithinist ¥V = s(X,)
dehnungsbeschriankt genau dann, wenn 7 =inf (cos §; X/,
X" €€, X' 5= X') > o. Wir zeigen, da3 7 = 0 nicht eintritt.
In der Tat: Aus 7 = o folgt die Existenz von X, X. € &,
T=1,2,..., mit X_f == Xi.' und cos &.-—»o0 flir v — oo; dabel
kann o. B. d. A. angenommen werden, daB X, — X’ € & und
X! >X"€8&. Nun ist (#(X]) 4+ »(X)) cos v. = | VI — Y”l
cos 3, wobei Y, =7 (X)) X., V. =»(X))X.; wegen 2p' <
< r(X) 47 (X”) <29"und | V— V.| < 2p” folgt Cos Y. — O,
also [X.—X!|—o0, d.h. X' =X" =X, Wegen der Stetlg-
keit von s(X) folgt V. — ¥V, = s(X,), Y. — ¥,. Zusammen mit
cos 5_— 0 besagt dies, daB3 der Limes der Verbindungsgeraden
von V., ¥ € ® (existiert und) die Verbindungsgerade der Punkt
0 und X, ist; dieser Limes ist aber freie Tangente von ® und
geht durch o. Widerspruch mit (B). — Damit ist s(X) als deh-
nungsbeschrinkt nachgewiesen und (A) aus (B) gefolgert.

Der 1. Satz 148t sich noch erginzen:

1a, Satz. Vor. wie in Satz 1.

Beh. Mit den Aussagen (A und (B) des 1. Satzes ist gleich-
wertig die folgende.
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(€) Esist R sternig* beziiglich o und das Paratingent von R(§)
ist fremnd zu o.

Bew. Aus (A) und (B) folgt leicht (C). DaBl umgekehrt (A) aus
(C) folgt, kann mit Hilfe der im Beweise des 1. Satzes beniitzten
Uberlegungen gezeigt werden.

Folgerung. Ist & cine beschriankte abgeschlossene konvexe
Punktmenge im %, mit nicht leerem offenem Kern £ und ist o
ein Punkt aus &, so projiziert sich der Rand R (&) von & ein-cin-
deutig und dehnungsbeschrinkt aus o auf die (Einheits-)Sphiire
um o.

Bew. Jedenfalls ist & sternig bezliglich 0. Weiter hat (wegen
der Konvexitit von &) jede Gerade g, dic eine hinreichend kleine
Umgebung Ul von o trifft, mit R(K) genau zwei Punkte gemein-
sam, deren Abstand groBer ist als eine (zwar von U aber) nicht
von g abhingige positive Zahl. Daher ist das Paratingent von
R(R) fremd zu o. Aus Satz 1a. und 1. folgt die Beh.

§ 2. Dehnungsbeschrinkte homothetische Abbildungen
in Hilbertschen Rdumen

Aus der in § 1 betrachteten ein-eindeutigen dehnungsbe-
schrinkten Zentralprojektion ¥ = s(X,) = »(X,)X, der Sphire
& auf den Rand & der Menge & im £, erhilt man (vgl. den Satz
weiter unten) durch die in allen Richtungen homothetische
Erweiterung Z = A(X) = (X)X, |X| <1, eine ebenfalls
ein-eindeutige, dehnungsbeschrinkte Abbildung der von @ be-
randeten Vollkugel € C £, auf &. Wir werden sogar zeigen, dal
die Dehnungsbeschrinktheiten von »(.X,), s(X,) und /%(x) sowie
der Umkehrungen von s(X) und 2(X) sich gegenseitig bedingen.

Im Gegensatz zu den Betrachtungen in § 1 gelten die nachfol-
genden Behauptungen nicht nur fir den 7, sondern fiir reelle
Hilbertsche Riwme I im verallgemeinerten Sinne; das sind!€ line-
are Riume (Vektorriume), fiir deren Vektorpaare X, V ein skala-

1 Vgl B. Sz.-Nagy, Spektraldarstellung lincarer Transformationen des
Hilbertschen Raumes, Ergebn. d. Math, u. ihrer Grenzgebicte (Berlin 1942),
S 2k
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res Produkt X V erklirt ist, d. h. eine reelle, endliche in X und ¥

symmetrische, sowie in jedem der Faktoren X, V¥ lineare Funk-

tion von X und Y. Setzt man noch | X | = 4 }/ XX, so gelten fiir

XY und |X| bekanntlich!® alle Rechenregeln wie im Z; ins-

besondere gilt die Dreiecksungleichung | X + V| < | X | +|Y|.
Der angeklindigte Satz lautet nun

Satz. Vor. Es sei H ein allgemeiner Hilbertscher Raum. Fer-
ner sei v (X,) eine auf dev [Einheitssphire © (d. h. fiir alle
X, €H mit |X,| =1) erklirte eindeutige reelle beschrinkte
Funktion mit positiver unterer Schranke (d. h. es-existieren o', o'’
mit 0 <'p' <r(X) <p"’ <+ 00 fiir jedes X € €).

Beh. (A) Aus der Dehnungsbeschrinktheit (mindestens) einer
der folgenden vier Abbildungen folgi™' die Dehnungsbeschrinkt-
heit aller iibrigen, ndmliich der Abbildungen:

) r =r(X,) und (I1) »* = 1:r(X,) der Sphire S C H in
die reelle Zahlgerade E; '

(IID) VYV = s(X,) = r( X)X, der Sphire @ C H auf die Menge
R C H der Punkte Y,

IV Z =2 X)=r(X)X mit X = |X | X, der Einheitskugel
CC H, also |X| <1, auf die Menge & C H der Punkte Z.

(B) 7st ¢ Dc/mzmgssc/zrmz,ée von v(X,), soist = = (p")%: (T + o7
baw. w =Y + o' eine untere®® bzw. obere Dehnungsschranke fiir
(X)), also

oL XY — (XX —X" <o
Jiir beliebige X', X' € € mit X' &= X",
Zusatz.!? Es ist ¥V =s(X) und Z = %(X) umkehrbar ein-

deutig. Die Dehnungsbeschrinktheit von s bzw. % und ihrer Um-
kehrung bedingen sich gegenseitig.

Bew. Wir setzen: » = (X)), s = s(X,) usw. Fiir o = r, »,
s, % sei cp(Y’) — i T e und Do) = D(gp; X e
=|o —o"|:| X — X7, X' = X",

11 o 4 " ; E o
In M.# war lediglich aus der Dehnungsbeschriinktheit vou & auf die von »
und von / geschlossen worden.
B Vel St. Vincze-P. Sziisz, a.a. Ot
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Betr. (A) Es genligt, zu zeigen: (A") Die Dehnungsbeschrinkt-
heit von 7 ist gleichwertig mit der von »7! und von s; sowie:
(A") Aus der Dehnungsbeschrinktheit von » folgt die von /;
denn umgekehrt ist mit / trivialerweise auch seine Verengerung s
dehnungsbeschrinkt.

Betr. (A

(1) D) SU=DOY <P l—DE) < (" R
denn D(r; X,, XY =+#"'D(Y; X, XI).

@ D) SL—DE) <L+ "~ D) <L+ 26"

dennfir | X' | =1ist | —#" | =|(¢'X —7'X")—»r"(X —
— X", also |/ X' —#"X"| < |# —7#" ] +#" | X' — X"} und
I?’I—?'” I S ’7‘/X/—7””A’” | —{—7’” IA/'/___X// ]

Betr. (A"") Wir zeigen: Aus D(») < C folgt D(h) <+ "B~
Bew. Folgende Fille erschépfen im wesentlichen alle Méglich-
keiten: 1") X' = o> D) <p". - ") | X' |=|X"|>0—
Dy = D(s) T+ " (vel. (A)@). — (3) | X"|> | .X'| >0
und X, =X, =D h) <p", weil # =7»". - (4') |[X""|>|X'|>0
und X, == X, — D(h) <{ 4", wie unmittelbar aus den beiden
Ungleichungen

4" 1) | X=X > | X=X | | X
<4II’2) |/Z,—/l”|_<_’7”——7’”]'|X’I+7‘”|X’—-—X”|

zu entnehmen ist. (Bew. von (4", 1): Fir ¢ = | X" |: | X' | und
X, X, =cos p gilt ¢>>1 und daher | X' —X"|2 =|X'+
4| X" P—2|X || X" | cosP = ((g—1)2+2¢(1— cosP))-
| X' |2>2(1—cosB) | X' P=|X,— X, |2 | X'[2. -~ Bew. von
@2 —r =0'X —r"X") + 7" (X’ — X'") und Dreiecks-
ungleichung).

Betr. (B) und Zusatz. Die rechte Seite der Ungleichung in
(B) ist identisch mit der beim Beweise von (A'") gewonnenen Ab-

13 In M.® war bei der Abschiitzung von D (%) an Stelle der Dehnungsschranke
g von 7 (vgl. St.Vincze-P. Sziisz, a. a. 0.%) die Dehnungsschranke o von §
verwendet worden, so daB in (A') (2) sich D(r) < « 4+ "’ ergab und in (A")
(4'") sodann D (%) < « 4 2p".
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schiatzung D(#) < { 4 ¢". Die linke Seite sowie der Zusatz er-
geben sich so0:®® Aus Z = /4 (X) folgt Z,= X, bzw. Z = o fir
DEESE s 20 =08 Gkl e A = (GRS 7 =10 (5); i
mit die Ein-eindeutigkeit von Z = A£(X) gezeigt ist. Mit # ist
auch 7! dehnungsbeschrinkt (gemiB (A’)) und mit »~! auch
#* (gemaB (A')); und umgekehrt. Alles gilt entsprechend fiir
Y = s(X,). Damit ist in Riicksicht auf (A) der Zusatz bewiesen. —
GemiBH(ASIENRSEP el =G (O R G fcrncrlishratt-—to B—
= (ortundidaher /RS e SIR GRS\ b (/) E— D (),
Daraus folgt die linke Seite der Ungleichung in (B).

Folgerung.: Jeder konvexe Korper im FE, ist dehnungsbe-
schrianktes Bild der Vollkugel vermége einer in allen Richtungen
homothetischen Abbildung Z = 2(X) aus einem belzebigern inne-
ren Punkt o des Korpers.



