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Variation von Kurvenintegralen iiber Linienelement-
funktionen

Von Frank Lobell in Miinchen

Vorgelegt am 2. Februar 1951

In verschiedenartigen Zusammenhingen treten in der Differen-
tialgeometrie Linienelementfunktionen auf, die auf einer
gegebenen Fliche auBler vom Ort noch von einer von diesem
ausgehenden Tangentenrichtung abhingen.?!

Es gibt Fille, in denen das Kurvenintegral iiber eine solche
Funktion ® lings einer auf der Fliche zwischen den Punkten 4
und B verlaufenden Linie ¢ von Bedeutung ist:

I@ds;

das Linienelement, von dem ® abhingt, sei an jeder Stelle das
des Integrationsweges.

1. Im folgenden werde die Aufgabe behandelt, nach dem Ver-
fahren der natiirlichen Differentialgeometrie die Anderungs-
geschwindigkeit A eines solchen Integrales zu berechnen, die sich
ergibt, wenn jeder Punkt r der Kurve einer Variation von der
Geschwindigkeit 8¢ in der Fliche unterworfen wird: 2

A=3 [Dds.

! Siehe die Arbeit des Verfassers iiber Linienelementfunktionen und geo-
ditische Ableitungen in der Flichentheorie, Math. Ann. 121 S. 427-445%
(1950).

Die Arbeit enthilt weitere Literaturangaben, die es ermdglichen sollen,
die historische Entwicklung der Begriffe zu kliren.

* Die erste Variation des Integrals kénnte natiirlich auch nach der iiblichen
Methode der Variationsrechnung ermittelt werden, wenn auf der Fliche ein
Koordinatennetz #, » angenommen wiirde; ® wire dann als eine gegebene

) dv A
Funktion von 2, v und =7 anzusehen. Man wiirde so aber zu Ergebnissen
u

gelangen, die nur schwer geometrisch zu deuten wiren.
1 Minchen Ak. Sb. 1951



2 Frank Lébell

Das Bogenelement ist, wenn wir den Einheitsvektor der in die
Wegrichtung weisenden Tangente mit t bezeichnen,

ds = tdy.

Wir wollen voraussetzen, daf3 alle vorkommenden Funktionen
die an sie zu stellenden Anforderungen bezliglich Stetigkeit und
Differenzierbarkeit erfllen.

Zunichst finden wir

A=[Q@Dds + 03ds).

Hier ist zu beachten, dal3 die Variation 3® nicht schon durch
die Fortschreitungsrichtung 8t allein bestimmt ist, sondern erst
durch die Drehung, die das Argumentelement von ® beim Fort-
gleiten erfahrt, vollends definiert ist. Deshalb wollen wir die Be-
stimmung von 3® auf die in einer fritheren Arbeit! erklérte geo-
ditische Ableitung der Funktion zurtckfithren; denn diese
ist eindeutig durch die Differentiationsrichtung bestimmt. Dabei
stiitzen wir uns auf die dort bewiesene Grundbeziehung

_8—
ds
zuwendende geoditische Ableitung in einer die Fliche beriithren-
den Richtung - d.h. die Ableitung nach der Bogenlinge in die-
ser Richtung unter der Annahme, daB das Argumentelement der

bedeutet hier die auf eine beliebige Linienelementfunktion an-

Funktion eine infinitesimale Parallelverschiebung erleidet —, -~

1 A.a.0. S.431f, wobei man besonders auch die auf die Gleichung (1)
folgende Erklirung beachte.

(Es moge verziehen werden, wenn hier das Symbol 8 in verschiedenen
Bedeutungen gebraucht wird; die Gefahr von Verwechslungen liegt jedoch
nicht vor, weil das Zeichen 8 alleinstehend immer eine Variation ausdriickt,
durch ein Bogenelement dividiert immer eine geoditische Differentiation.)

Wie die geoditische Ableitung einer bekannten Linienelementfunktion bei
Zugrundelegung einer Parameterdarstellung der gegebenen Fliche berechnet
werden kann, zeigen die Ausfiihrungen in der Arbeit Zur Frage der Ver-
tauschbarkeit geoditischer Richtungsableitungen in den Math. Ann. 122
S. 154 {1950), in Verbindung mit dem in FuBinote 12 auf S. 435 der anfangs
zitierten Arbeit Gesagten.
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die Ableitung der Funktion nach der Bogenldnge in dieser Rich-
tung unter der Voraussetzung, daf3 das Linienelement einen kon-
stanten Winkel mit einer die Differentiationsrichtung beriihrenden

Kurve von der geoditischen Krimmung g bildet, und % die par-

tielle Ableitung der Linienelementfunktion nach dem Richtungs-
winkel des Elementes, von dem sie abhingt.

Nun wird das Argumentelement von ® bei der Variaticn 8¢ der
Ausgangskurve ¢ mit einer Drehgeschwindigkeit in der Bertihr-
ebene beférdert, die gleich dem Produkt des Betrags von dr
mit der geoditischen Kriimmung derjenigen Kurve ist, die die
Kurve ¢ und die aus ihr durch die Variation hervorgehenden
Linien in der Richtung &y als isogonale Trajektorie Giberquert;
diese KriimmungsgréBe aber hat, wenn & der Schnittwinkel ist,
nach einem bekannten Satz! von Bonnet-Liouville den Wert

g=Gcos ¥+ G*sin ¥,

wo G die geoditische Kriitmmung des Integrationsweges ¢ und
G* die der Orthogonaltrajektorie dieser Kurve und ihrer Variier-
ten durch den betrachteten Punkt bedeutet. .

Die geoditische Ableitung von @ in der Richtung 8¢ finden
wir durch sinngemiBe Anwendung einer ebenfalls schon frither

bewiesenen Relation,? die die geoditische Ableitung nach irgend-

3

einer Richtung 8¢ durch die geoditischen Ableitungen -j; und —
1 2

nach zwei bestimmten Richtungen und deren Winkel & und & — %

mit 8t ebenso ausdriickt, wie wenn es sich um die gewdhnlichen
Richtungsableitungen einer reinen Ortsfunktion handelte, nim-
lich in der Form

3 c 3
cos & —d‘q + sin & E‘

Nach diesen Uberlegungen wird, wenn wir |3r| =p und
od
7
leitung in der zur Kurve ¢ im positiven Sinn senkrechten Richtung

= @, setzen, mit dem Zeichen 2 fiir die geoditische Ab-
ds*

)
80 =p (_dq) cos & + —jg); sin® 4 (G cos§ -+ G*sind) d)q,) ;

s

12E. Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, p. 165.
Auf S. 435 der in FuBnote 1 (S. 1) genannten Arbeit.

1%



4 Frank Lobell
Der zweite Term des Integrals A wird
Ddds = D3 (tdr) = Dtdde,

weil dr8t wegen dy = tds und wegen {2 = 1 verschwindet.
Da, wie man sich {iberlegen kann, auch fiir die vektorielle Orts-
funktion ¢
d3dy = ddr

ist, so bekommen wir durch Verwendung des Lagrangeschen
Kunstgriffes der partiellen Integration:

[@8ds = [ Dtddr = Dtdr| — [ Sv(Ddt + tdD).
c c c

Es wird weiterhin niitzlich sein, mit Hilfe des Einheits-
vektors n der positiven Flichennormalen den tangentialen Vektor
nX t ={ einzufithren und

dr =p(tcosd 4 {sin¥) = pt 4+ vf

zu setzen. Wir haben dann t8¢ = p.. Ferner wird nach der Fun- °
damentalformel der Streifentheorie,! wenn

b= Tt + Nf + Gn

der Darboux-Cesarosche Kriimmungsvektor ist,

at
T T D Xt,
folglich

d

St q),d,f — Odrdt = DGy,
Ky

Somit erhalten wir:
2 o dd
A= (o5 +vaw + 160 +v6+0,—v6O—u Gl ds + 0ul
4

Nach der vorhin schon herangezogenen Grundbeziehung fiir
die geoditische Ableitung heben sich die Glieder mit dem Fak-
tor p. unter dem Integralzeichen gegenseitig auf.

Nun stért noch das Vorkommen von G*, wihrend G als be-
kannte Funktion von s anzusehen ist, der ein endgiiltiger Platz

1 Cesaro l.c. p. 250.
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in dem angestrebten SchluBergebnis zusteht. Nach einer bekann-
ten Formelder Flichentheorie! ist aber, weil v die GréBe der
Geschwindigkeit ist, mit der bei der Variation der Ausgangs-
kurve ¢ deren Orthogonaltrajektorie durchlaufen wird,
1 dy
G v ds
Daher ist

I(D@ G*vds =f O dv = (D(pv.i — J‘vdd)(p.
c c C

: g ; 40 q
Jetzt ist nur noch das Differential 40, = —df ds, das ja unter

der Voraussetzung zu bilden ist, da3 sich das Argumentelement
mit der Winkelgeschwindigkeit G um n dreht, auf die geoditische
Ableitung in der Richtung t zurtickzufiihren; das geschieht wie-
der mittels der mehrfach gebrauchten Grundbeziehung fir die
geoditische Differentiation.

So finden wir schlieBlich als erste Variation des Linieninte-
grales

3D 3P
8j<I>ds=j(~ds*-——d;’——6((b+(bw))va’s+((I)H—}—(I)cpv)ﬁ.

C

Wir hitten uns einige Mihe ersparen kénnen, wenn wir von
vornherein nur Variationen 3¢ in der zur Ausgangskurve ¢ norma-
len Richtung zugelassen hitten, nachdem bewiesen worden wire,
daB3 solche in tangentialer Richtung, auBer in den Punkten A4
und B, keinen Einflufl auf A haben; dieses Vorgehen ist jedoch nur
berechtigt, wenn nachgewiesen ist, dall diese beiden Arten von
Variationen sich in allen Stadien der Umformung superponieren,
und dieser Nachweis ist im vorstehenden mit enthalten.?

! Cesaro l.c. p. 155.

Gewohnlich wird die Formel folgendermaBen geschrieben: G¥ = T/JL:d aal;(';,

wo £ und G FundamentalgroBen 1.0. cines orthogonalen x-v-Netzes sind.
? Verallgemeinert man die Fragestellung dadurch, dafl man das Argument-

ellement von @ mit dem Linienelement von ¢ den gegebenen Winkel y (s)

bilden l4Bt, so tritt unter der Voraussetzung, dafl y bei der Variation von ¢

unverdndert bleiben soll, zu dem oben gefundenen Ausdruck fiir A, in dem
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2. Das gewonnene Ergebnis mdge auf einige Beispiele an-
gewandt werden:

a) Es sei @ eine reine Ortsfunktion, so da ®, =0 und

3 Q. g
LR ist; wir erhalten dann

as és
A= f ( o — c;<1>) vds + ®p/B,

Z. B. gibt ® = 1 das bekannte Resultat

3s =~——J‘ Gvds 4 pp—uy.
[

b) Ist ® = NV die Normalkriimmung der Integrationskurve,
also das Linienintegral deren totale Normalkriimmung, so be-
kommen wir, dal!

N,=—2T, T,=N—N*

ist, wo 7 die Normalwindung der Kurve und V* die Normalkriim-
mung der Fliche fiir die Richtung { in dem betrachteten Punkt
ist, wegen®

Sy
(e 3]
> [ ar 87
3 J Nds = f (—Z,S——G(zz\’*—N)) vds + (Vp—2TWE.
[ [

c) Sei ® = 7, das Integral also die totale Normalwindung
der Kurve; es wird wegen?

5 [ 7ds = [(= 2T 4367) vas + (To + =M%,

[

ur fberall das neue Argumentelement zu denken ist, noch die Grofe
dy.
— [, nds
€

hinzu, die, wie zu erwarten, bei konstantem v (s) verschwindet.

1 die in Fullnote 1 (S, 1) zitierte Arbeit S. 436 Fufinote 14.

* Vgl SitzBer. d. Bayer. Ak, d. Wiss,, Math.-nat. Kl., 1949, S. 39 (1).
ittleren Kritmmung /7 kénnte man 2 V*-/V durch 4/4-3 /A und
rch 2(N-J{) ersetzen, so dal nur auf die Richtung t beziigliche

Krimmungsgroben vorkimen,
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d) Man kann @ auch als vektorielle Funktion annehmen; so
ergibt sich fiir den geoditischen Kriimmungsvektor

wegen?!

g, =g* und g +g,, =0
3 S a*
5 [gds = [ (35 — ) vas + Gu + "0k =
c @ ;

=—2J‘Knva’s+1_‘(“>< 5|41,

wo K das GauBsche Kriimmungsmal und I' ein frither ein-
gefithrter Tensor ist.2 Darin ist im Keim ein bei anderen Ge-
legenheiten auf verschiedene Arten bewiesener Integralsatz ent-
halten.?

€) In der Theorie der Flachenabbildungen hat man Anlal3,
den Begriff der ,,RiBldnge" einer Kurve! einzufiithren: wenn
1 und y zwei punktweise aufeinander bezogene Flichen sind, so
verstehen wir darunter das Integral

[ a5 av

4

lings einer auf ¢ zwischen den Punkten 4 und B verlaufenden
Kurve ¢ mit dem Bogenelement d&s, wenn &y das &t in der Zu-
ordnung ¢ — v entsprechende Linienelement der Fliche p ist.
(Wird ¢ =9 = v angenommen und auf sich selbst identisch ab-
gebildet, so wird das Integral das der gewthnlichen Bogenlinge:

§ = [‘ tdr.) Nach einer Formel der Theorie der Flichenpaare ist
4

dy =ndy 4+ qgdr* +ynds,

! Siehe die in FuBnote 1 (S. 1) aufgefithrte Arbeit S. 435 (3).

* Vgl. die in FuBnote 1 (S. 1) angegebene Arbeit S. 443, wo inFuBnote 24
weitere Literatur genannt ist, und S. 444 oben; ferner Jahresber. d. DMV,
Bd. 39, S. 179 (1930).

® Vgl. SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss.,, Math.-nat, Abt., 1929, S.172;
SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat, K1., 1947, S. 119f., auch Jahresber.
d. DMV. Bd. 39 S. 180 FuBnote 1 (1930).

* Siche Archiv d. Math. Bd. 1 S. 75 (1948).
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wo 1 in die Flichennormale von ¢ weist, d1* =nX dt, » der

,»RiBmaBstab‘’, ¢ der ,,QuerriBmaBstab‘‘ und y der ,,Normalri@3-
maBstab‘* der Richtung 2t ist;' daraus folgt wegen Jx? = ds*

drdy = nds?.
Die RiBlinge der Kurve ¢ ist daher auch gleich dem Integral
f nds.

[

Im allgemeinen ist # eine Linienelementfunktion. Wegen?

C

nmo=J +2q g5 =HF—2n
wird

3 J‘ nds = f (3—;;—78? (29—!—])—6(2513——372)) vds +

+ (np + (29 + V)3,

wo noch drei der Differentialinvarianten® J;, 3,, 3, / des Flichen-
paares auftreten; das liee sich vermége der Beziehungen®*

J=—g—g* und 5,3 =»n + »*
vermeiden, allerdings auf Kosten des Erscheinens von GroBen,

die sich auf die Richtung Zg* bezicherr. Die Ableitung »j,;i koénnte

mit Hilfe der Integrabilititsbedingungen der Theorie der Fli-
chenabbildungen® auf eine Ableitung in der Richtung t zuriick-
gefithrt werden.

Ist das Paar der Flichen ,,gleichmiBig* aufeinander bezogen,
d. h. ist # richtungsunabhingig, so ist? 2¢ + / = o und? §,3 =
= 2, mithin

Sjndszf(—:;i-——Gn)vds—i—np!ﬁ.

c

1 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Kl., 1947, S. 15ff. und 1948,
S. 228,

2 Vgl. SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss,, Math.-nat. KI., 1947, S. 20 (10)
und S.22 (17).

3 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S. 217ff.

4 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss. Math.-nat. Kl., 1947, S. 23.

8 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss. Math.-nat. XI., 1951, S. 11 ff.
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f) Ahnlich kénnte das Linienintegral I gds behandelt werden.
c

g) Von Interesse ist auch die Variation des Integrales r y ds.
c
Bei einer fritheren Gelegenheit wurde gezeigt, daf3
y=—3Jt
ist; da hiernach
Yo=Y*und y + v, =0
ist, so wird

3 [y ds=[ (o =) v ds + Gu+ vk
4 c

Nun ergibt sich, wenn wir den Operator

o) f

0
o
verwenden,
3y bR o ™.
e e

folglich wird

Es ist nicht schwierig, in allen hier betrachteten Fillen mit Aus-
nahme von d) und g) unter der Voraussetzung, da3 8¢ in 4 und B
verschwinde und daB der Integrand von A stetig sei, die Bedin-
gung fiir das Verschwinden von A bel jeder zulidssigen Variation
3t aufzustellen und zu einer invarianten Form der Differential-
gleichung der Extremalen zu gelangen.



