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Abschätzung einiger trigonometrischer Summen 

Von Hanfried Lenz in München 

Vorgelegt von Herrn Perron am 7. Juli 1950 
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L. Fejér hat in einer Arbeit über Fouriersche Reihen1 u. a. 

bewiesen, daß die trigonometrische Summe 

*«(*) 2 
h = l 

sin (2 k — 1) x 
(0 

für reelle x gleichmäßig beschränkt ist. Er hat sie mit Hilfe der 

Summe 
X 

U ■ L , N smœx 
v-n w = X J sin (2 n + 1) t ^ x 

sin / 2 
(2) 

abgeschätzt. Es gelten nämlich die Ungleichungen 

ß2n OO — Fn (2 *) — V Xn O) j = 

2 
Ä = 1 

n sin (2/1’—l);r 

(2/è'— 1) ik 2^ {ik — \)lk 
h=l 

lxn O) I < 2 ln 2 + 3 M, 

(3) 

(4) 

wobei M die obere Grenze des Betrages der Summe (2) ist. 

Fejér zeigt in seiner Arbeit, daß M kleiner als 3,6 ist. Gron- 

wall2 hat gezeigt, daß 

M = J ~~ dx = 1,851936. . . (S) 

1 Leopold Fejér: „Lebesgue’sche Konstanten und divergente Fourier- 

reihen“. Journal f. d. reine u. angew. Math. 138 (1910), S. 22-53; insbes. 

S. 40-43. 

T. H. Gronwall: „Uber die Gibbs’sche Erscheinung und die trigono- 

metrischen Summen sin x + (1/2) sin 2 x + ... + (1 /n) sin n x“. Math. Ann. 72 
(1912), S. 228-243. 

München Ak. Sb. 1950 



112 Hanfried Lenz 

ist. Daraus folgt 

IK 0*0 I < 7- (6) 

In dieser Note soll gezeigt werden, daß sich gewisse trigono- 

metrische Summen, zu denen auch (l) und (2) gehören, unab- 
hängig von einer Integraldarstellung mit Hilfe der partiellen 
Summation auf einfache Weise abschätzen lassen. 

An Stelle von (6) erhält man so für | (x) | die Schranke 2,1, 
die sich bei vermehrtem Rechenaufwand noch etwas herunter- 
drücken läßt. Wir betrachten die Summen 

n n 

°n 0*0 = Z K sin (2 k — l)x = £ bk • ak, 
k=l k=l 

n n 

ên 0*0 = E h sin 2 kx = X h • äk- 
fc=l 

(7) 

Da die Beträge dieser Summen gerade Funktionen mit der 
Periode 7r sind, genügt zu ihrer Abschätzung die Betrachtung 

des Intervalls o < * < —. Setzen wir 

4+i — °'i dh — bh “k+l’ 

bn+i = (bk 'bk ' bk+1 > Sk ^1 

so gelten die Formeln der partiellen Summation 

sh — ai + • • • + ah i 

n n n 

£ akbk= £ sk dkl S dk bk 
h=X h=l fe=l 

n 

£ ~skdk 
ft=i 

In unserem Fall (7) ist 

sh = £ sin (2 h—i)x — s'n kx. ", v ' sin» h=1 

sh = sin 2 kx 

h=1 

sin kx sin {k -f 1) x 

Wir setzen weiter die Gültigkeit der Ungleichungen 

Ar.. , ^ ^ T ^ Â 
0 = dh -p- für k <C n 

o^bk< 

k2 

A 
° ^ 4 ^ -k 

h — k [k + 1 ) 

U 

für 

(8) 

(9) 

(10) 
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voraus, wobei A und Ä Konstante seien. In den Beispielen (1) 

und (2) darf A = 1 bzw. Ä — 1 gesetzt werden. 

Es sei nun a zwischen o und — gegeben. 

Fall 1: } 

Dann wird 

sin2 kx 
ah ^ _ 

k = l 

sin kx sin (k -f- 1) x 

<an(x)= y sin2--x dh < y y dk = .~ y dk = n\ J sm x n — XLJ sin a sin a ZZ 11 

k=i 

n 

k=l 

(*0 

h 
sin a ’ 

KOOl = I 2' 
h=1 

^ ! = sin a si ft=i 

ii 
sin a 

Fall 2 : Wir setzen ;r = i jN; es sei .r <C a, n > [W]. Mit Hilfe 

der leicht zu beweisenden Hilfsungleichung 

. smA' _ sin a .... , . . TT 
1 > * > —- fur o < .r < a < 2 

(12) 

ergibt sich nach der Zerlegung 

[AI 

cnW = £ 
sin2 kx 

h = l 
du + y. 

sin2 kx 
di 

Ji=[JV]+l 
- 2J1 + 2J 2 ’ 

[ iV] n, 
= f'\ .  H sin kx sin (k -f- 1) x - -r-r sin kx sin (k -j- 1) x ~ 

n W - ? sinG  dh + Z  dk 
h=l ft=UV] + i 

sm x 

-2W2V 

wobei die Summen F2 und S2 je mindestens ein Glied enthalten : 

[IV]   [IV] /;£N2 

S Zr £ TËT *«< z ■ 1 1 < ’ • qin 
ft=l 

„ — [iV] 

iê2 

Ä = 1 N 
_ jW] • AOL < 

-/V-sina = sin a 

sin /ê;r sin (k + 1 ) .r 
[IV] h(ft+l) 

d h 
y 

N2 a-J 

jÿ • sin a • k (k + î) 

A a 

— sin a 
8 München Ak. Sb. 1950 
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k=[N]+l /{ = [JV] + 1 N 

Nt . h < A a 
sin a [W]+l = sjn a > 

  n n 
V-1 \ ' sin kx sin (4 + i)x - ; . V-1 l • a 

!~ sina- 0,1 , 4-sina 
fc = [AJ + l 

Es wird daher 

7n O) i < 
2 .4 a 

sin a 

?i=[iV] + l iV 

Na - x is 

sin a [WJ+l — sin a 

- / M / 2^a 
\G {x)\ <  :  1 n v ' 1 ^ sln a 

(iß) 

F a 11 3 : x <f a, n [A]. Es ist 

«—1 . o , 
, . v-r sin- kx , , sin-1 

an (x) = y —; ak H .- n ' ' sin ;r ,£ sin. 
ft=l 

> 

, . sin 4a: sin (4 + 1) x - sin nx sin (« + 1) x - 
1n \x) jS, «in r dl<- ‘ cfn E ' 

h=l 

Der Betrag des ersten Gliedes ergibt sich wie im Fall 2 kleiner 

als G^-— bzw. A J -. Das zweite Glied ist absolut kleiner als 
sin a. sin a 

bzw. als 

~N •1 ' a A 

jr ■ sin a 71 

~N ' 1 ' * A 

—r ■ sin a n 

A 

A a 

sin a 

Die Ungleichung (13) gilt daher auch im Fall 3. 

In jedem Fall wird also 

, / w ^ Max (blt 2 A a) r \ \ ^ Max(ÄXl2^a) 
I \^ ) I —^ j ^TL I — _ — ; • I n \ / 1 — sm a 1 n \ / 1 — sm a 

Dabei darf a ein beliebiger Wert zwischen o und -- sein. Die 

vorteilhafteste Abschätzung erhält man, wenn man a = h 
2 A 



Abschätzung einiger trigonometrischer Summen "S 

bzw. wählt, ein Wert, der nach (io) zwischen o und ~ liegt. 

So ergibt sich : 

knOOl^ > lönO)l ^ —y • (14) 
sin — sin _2î_. 

Beispiele: 

1. bh — ijk\ A == 1 ; a = 1/2, 

2. 4 = i//è; Ä = 1 ; a = 1/2. 

Daraus folgen für die Summen (1) und (2) die Abschätzungen: 

ft=i 

1, / M V7 sin (2 k — 1) x 1 
K O) I = 1 Z —— b " — ^ —1 <2»i. 

I smv 

< -JL |pn(2^)| = j ^ 
/i = l 

sin 2 

~~k~ 2,1 . 

3- 4 — i/(^+i)) A = 1; x — 1/4; 

sin (2,4 — 1) ;r 

Æ+ 1 

^ 1 

2 sin 
1 

4 

< 2,03. 


