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Abschitzung einiger trigonometrischer Summen
Von Hanfried Lenz in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Perron am 7. Juli 1950

L. Fejér hat in einer Arbeit iiber Fouriersche Reihen! u. a.
bewiesen, daB3 die trigonometrische Summe

Crosin(2A—1)x
B Gt SO )
k=1
fiir reelle x gleichmiBig beschriankt ist. Er hat sie mit Hilfe der
Summe

x

°

<y sindx sin (272 - 1) £ x
!*n@‘):g;" = [P e et sib (2)

0

abgeschitzt. Es gelten nimlich die Ungleichungen

a8 =t (28) — S M ()| =

| nWVSln(2/»—-l)x | -
= e (2k—1)24 <Z (21?—1 71 =ilnio;

k=1

(3)

M ()| <z2ln2 4324, (4)

wobei M die obere Grenze des Betrages der Summe (2) ist.
Fejér zeigt in seiner Arbeit, daB3 A7 kleiner als 3,6 ist. Gron-
wall? hat gezeigt, daB3

sinx

M= | =" dr=185193... (%)

.1 Leopold Fejér: ,,Lebesgue’sche Konstanten und divergente Fourier-
reihen. Journal f. d. reine u. angew. Math. 138 (1910), S. 22-53; insbes.
S. 40-43.

* T.H. Gronwall: ,,Uber die Gibbs’sche Erscheinung und die trigono-
metrischen Summen sinx - (1/2) sinz x - ... -+ (1/7) sin 2 #*. Math. Ann. 72
(1912), S. 228-243.
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112 Hanfried Lenz

ist. Daraus folgt
|2 )| < 7- ©)

In dieser Note soll gezeigt werden, daB sich gewisse trigono-
metrische Summen, zu denen auch (1) und (2) gehéren, unab-
hingig von einer Integraldarstellung mit Hilfe der partiellen
Summation auf einfache Weise abschitzen lassen.

An Stelle von (6) erhilt man so fiir |A, (x)| die Schranke 2,1,
die sich bei vermehrtem Rechenaufwand noch etwas herunter-
driicken 14Bt. Wir betrachten die Summen

n n
cn(x)=gléhsin(2,é—1)x=glbk-ak,

n_ s o
Gp(x) =D bpsinzkx= D b, a,.

k=1 k=1

Da die Betrige dieser Summen gerade Funktionen mit der
Periode = sind, geniigt zu ihrer Abschidtzung die Betrachtung

des Intervalls o <« < -~ . Setzen wir,
by q =0; d, =b,—by.; S =a+ ...+ a;
bns1 =0; dr = bp — bps1; Sp=d1 0 ay,

so gelten die Formeln der partiellen Summation

n n n . n o -
2 ayby= X ospdyy 2 dnby= 2 5pdy- (®)
k=1 k=1 k=1 k=1
In unserem Fall (7) ist
L sin® 2x
Sp = hz=’1 sin (Z}Z— l)x F Bl
e kz sin (4 1) o
Ao - : __ sinéxsin 1)x
= %’ sin 2 Ax = 0z
Wir setzen weiter die Giiltigkeit der Ungleichungen
o<dh_/c2fur,é<n ' o§d—k§k—@AT{)»fﬁrk<n
(10)

0S4 = ;j l 0 < by

||/\
|,
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voraus, wobei 4 und 4 Konstante seien. In den Beispielen (1)

und (2) darf 4 = 1 bzw. 4 = 1 gesetzt werden

Es sei nun o zwischen o und © gegeben

Fall 1: : =% 2o

Dann wird (11)

< . v sin? 2 d < S d =1 E’d __h

°=Gn(x>'_2 sinz "=Zsina h_sinaz ke
h=1 k=1 h=1

5. ()] = ‘va_sin/éxsin(fe—}— 1) x a,-? -

& <
sinx LR
h=1

Fall 2: Wir setzen x = 1/V; es sei x < a, 2 > [/V]. Mit Hilfe
der leicht zu beweisenden Hilfsungleichung

sinx _ sma
1> >

P flir o<<ax<<a<_

: (12)
ergibt sich nach der Zerlegung
= sin® 2z S sin? kx B
@ =2 "Gt =2+ 2
On\F) = sinx k Sn Yk s + o
k=1 h=[N]+1
L] n
_ 3 smkx sin(f+1)x - singzxsin(£+1)x 3
Cpn (x) i Z sinz dh + Z —ziinx dh
k=1 R=IN]+1

o\ \
SE e,
wobei die Summen 2, und 3, je mindestens ein Glied enthalten

[M, in? A Ul'l' k) B
= E - 2 sin? 2x N A
o == 1"_ e - dk <

I gin =
o =~ ysinc

_ V) Aa Aa
~ N-sina =

= sina ’
= [N] | N R(r+1 7
il Vsindzsin(ht)r o | \ND e d
T LT smr & < T
! =1 — 5 -sina- (k1)

Aoc

= sina’
8 Miinchen Ak, Sb. 1950
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n
T osin?hx = o
< = iln - ) a r |
0 — N sinx k < 1 a’k
S RS[NI+1 h= [NJ+1 N
_ Na Aa
sing WL = ging’
—— n g " | n
. sinkxsin(2-+1)x - N 1o -
2| = SRS a0 R BN A
= - -sina
REINI+1 | k=[N]+1 N
Noc b Aoc
T sina YINIHL = ging
Es wird daher
...-loz 240
t (=l
]Gn(x)l T lcn()l< Tsing (13>

Fall 3: x <<«, 7 S [V]. Es ist

n—1

) sin kx sm nx
Gy () = 2, dy + - - bn,

sinx sinz
h=1

n—1 . g .
~ N v osinkxsin (k- 1)x - sinnxsin (2 --1)x -
oa () = 3 FREEELEA IR g 4 R T R g
k=1

Der Betrag des ersten Gliedes ergibt sich wie im Fall 2 kleiner
als A2y w. 1% Das zweite Glied ist absolut kleiner als
SIN o Sin o

= .
N'1'* 4  Aa
1 . "y T sing!?
—= SN« 7 Sina
N

bzw. als
wl® 4  A4u
ST ~ sine
P 72 Sin o
N

Die Ungleichung (13) gilt daher auch im Fall 3.
In jedem Fall wird also

Max (4, 2 A )

Max (by, 2 A 2)
sin o )

|cn(x)|§ ’ Ian(x)lé sin a

Dabei darf « ein beliebiger Wert zwischen o und —:- sein. Die
by

vorteilhafteste Abschétzung erhilt man, wenn man o = —_°,
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bzw. 5% wihlt, ein Wert, der nach (10) zwischen o und 723 liegt.

So ergibt sich:

5 . i
lcn(x)[ é . ‘lbl ’ \Gn(xﬂ é .‘blg 0 (14)
oA sin ,.2_12
Beispiele:
1. 6, =1lk; A =1; a =12,
2 G =il B o ol 1120
Daraus folgen fiir die Summen (1) und (2) die Abschitzungen:
[

I n i
_ |y sin(ek— 1)_xv 1
Iln(x)[ i }{_1/ 3 é sin L < 2,1,
e 2
n
N sin2/4x 1
“"n(zx)l = eEE é L1 < 2,1.
k=1 sin -

3-8, =1/(k+1); A =1; @ =1/4;
- sin(24—1)x | o B < 2,03.

| I ~ 2zsin
k=1 % g1



