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Eine neue Winkeldreiteilung des Schneidermeisters Kopf.

Von Oskar Perron.

Vorgelegt in der Sitzung vom 2. Dezember 1933.

Herr Kopf hat nach seinem ersten Erfolg! sich weiter mit dem
Problem der Dreiteilung befaBBt. Unter den verschiedenen seit-
dem von ihm ausgedachten Konstruktionen fand ich eine, die
wirklich allgemein bekannt zu werden verdient, da gewil3 keine
in der Literatur vorkommende Konstruktion auch nur annihernd
mit ithr zu konkurrieren vermag. Sie ist ebenso einfach wie die
frithere, aber ihre Genauigkeit ist geradezu verbliffend. Die
Rechnung zeigt, dafl der Maximalfehler fir spitze Winkel nicht
ganz 15" (finfzehn Sekunden!) betrigt; fir Winkel unter 20°
ist der Fehler sogar kleiner als 1"’ (eine Sekunde!).

Auf ciner Geraden ¢ wihle man einen Punkt 4 und zeichne
um ihn als Mittelpunkt den Halbkreis £, der ¢ in B und C trifft.
Um £ als Mittelpunkt zeichne man den Halbkreis " mit gleichem
Radius; er schneidet £ im Punkt Z und schneidet ¢ auBler in 4
noch in D. Jetzt verlingere man die Strecke D Z, die den Kreis £
beriihrt, um den gemeinsamen Kreisradius tiber Z hinaus bis 7.
Das (in der Figur nicht gezeichnete) Mittellot zu CF trifft ¢ in G
mit & als Mittelpunkt zeichne man einen Kreis £ durch C, der
dann auch durch # geht. Ist nun xx CAH =x der gegebene Win-
kel (/7 auf Kreis £), so bringe man B/ zum Schnitt mit 4" in /
und verbinde / mit 2. Dann ist 22 €D/ =y die Kopfsche Nihe-
rung fir den dritten Teil von .

Wir wollen jetzt den nicht ganz einfachen Zusammenhang
zwischen x und y ermitteln. Aus der Konstruktion folgt, daf3

X CB] = jist. Daher ergibt sich aus dem Dreieck DB/, wenn

der Radius von £ und £’ gleich 1 gesetzt wird, nach dem Sinus-
satz

1 Vgl. diese Sitzungsberichte, Jahrgang 1929, S. 341.
Miinchen Ak. Sb. 1933, IIL 30+
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(1) LT ps

siny  BJ  BJ

wo nun B/ noch zu berechnen ist. Zuvor berechnen wir den Ra-
dius p des Kreises £". Es ist

GC=GF=p DGC=DC—GC=3 —p,

und folglich ergibt sich aus dem Dreieck DG/ nach dem Cosinus-
satz die folgende Gleichung fiir p:

2 =Gr2=DF*+DG*—2-DF-DG-cos 30°
=WV3+10P+G—— 01/ 3+0GE—)V 3

Hier fallt ¢* heraus, und die Auflgsung nach p ergibt:

_4—V3 9 +V3
@ Ti—Vs 6

Nun folgt aus dem Dreieck BG/ nach dem Cosinussatz
9226/223/2+BGZ—~2-B/-BG-COS'§
oder, da BG=BC—G( =2—p ist,
BJ*—2(2—p)cos | + B —(4p—4) =o.

Da B/ positiv sein mull, ergibt sich hieraus

BJ = (2-—p)cos ;'F l/(z—p)zcoszj +4p—4

und durch Ubergang zum reziproken Wert
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]/<z—p>2cos2 " b ap—a—(—p)cos
BT se—4

Setzt man das in (1) ein, so erhilt man nach geringfiigigem
Umformen des Radikanden

v N o2 cos? +(4p— )sm2 —(z—p)cosr
sinzcotgy—cos2 =~ =

49‘“4
und hieraus weiter
5p—6 x 1 V_ - a
cot = - cotg 4 — t J_ —

Wenn man jetzt fiir p den Wert aus (2) einsetzt, ergibt sich
schlieBlich

2+ x
(3) cotgy = T4] —3—00tg; l/(19—81/3)c0tg le—-ﬂ/"

Aus dieser Formel kann man zu jedem Winkel 2 den kon-
struierten Winkel ¥ berechnen. Um den Fehler 5 = '; — y zZu er-

halten, setzen wir

, x
(4) tang o =
Dann ist

r 11— x
cotg - =~ , cotg =
3 2

!
‘U.)
Q

27

[P
Q

Daher folgt aus (3)

x 243 1—37° 1—v
cotg y — cotg = B S
3 4 39—V 20

1 o - y 2\ 2 B
(5) + ‘V<19——81 3) (;7,_3;3) +1z—4] 3

_ '*4+1/ “—(3] ’*——2)71'—2 u4—1—]/P(u)
4v(3—2%)

wobei
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P () =(19—8Y3) (1 —30+(12—4 )/ 3) 3v— )"
= 198}/ 3+ (121 3--6) "+ (99—48) 3) o'+ (12-—4 )/ 3)2

Geht man in (5) zum reziproken Wert iiber und schafft dann die
Quadratwurzel durch Erweitern aus dem Nenner weg, so 40t
sich der entstehende Nenner in Faktoren spalten und man erhilt
nach Wegkiirzen des Faktors 4 v:

©)

! BV P@+4—V3+(EV 3—2) v +20"]
(7) —— — = K2 3V 3~ _
cotg y —cotg (1403 (7—4 ) 3—v%
3
Nun ist
X

1 4 cotg?
x 4
cotg § = cotg( —-y) = cotg ~ -+ 3
3 7 3 x
2 7 cotg v — cotg 3

_1——7/2+ 1 -+ 2?2 1
2w 2v x
cotgy-—cotg _
bl

Setzt man den Wert aus (7) cin, so kommt

1=, Q= P@) -4V 3+6V 320020
cotgd=- —— "~ - -
2v 4v° (7-—4V 3%

oder nach leichter Umformung

(8) tangd= — 49474} 3= .
BV P@E)+12—3V 5+ 21/ Do+ GV 38!

Nun ist tang 15°=2—1/3, also tang® 15 %= 7—47/3. Fir
x = 9o % ist also die Konstruktion exakt, was man natiirlich auch
schneller finden kann; cbenso ist sie fiir x = 0° exakt. Fiir alle
spitzen Winkel x ist der Zahler in (8) positiv, ebenso der Nenner.
Daher ist & positiv, der konstruierte Winkel v also zu klein (fiir
x> qo? ist ¥ zu grof).

Fir x = 09 also v = 0, verschwindet nicht nur der Fehler 3,
sondern es verschwinden, wie man aus (8) sofort erkennt, auch
seine ersten beiden Ableitungen nach z, und die dritte ist zudem
sehr klein. Daher wichst 8 anfangs aullerordentlich langsam, wie
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auch die unten berechnete Tabelle zeigt. Die Bestimmung des
Maximums der Funktion (8) durch Differenzieren wiirde eine
endlose numerische Rechnung erfordern. Man kommt aber rasch
zu einer Abschitzung, wenn man bedenkt, da3 der Nenner in (8)
grofer ist als

G—)V 19813 +12--3) 3+ (4+2)3) e
=@3—)—V3)+12—3 3+ +2)3) 0"
— 24——6]/3 —+ 3]/3 22> 24—6V3.

Daher ergibt sich fiir den Fehler § die ganz rohe Abschitzung

40°(7—4) 3—1%

d<t S <
ang 24———6]/3

oder in Sekunden ausgedriickt:
3 < (4v3(7~41/3~v2> 180-60-60)“
24—6)3 T
Das Maximum dieser Funktion von v liegt bei
3, 1o 2V3—3
e ]/ k7= Y 3} =
5 Vo= Ty

und liefert

2 3—3 3 2
8<( . — %, — . (77— .
oy Y 413 LU 4V3)
N ( 311040 "
)5 (1422 - 821 ]/3)71:)'

Durch numerische Ausrechnung (eine fiinfstellige Tafel geniigt)
erhilt man dann:

180.60- 60 )”
(24—61/3) T

(9) 8 < 15,57,

Zu einer etwas besseren Abschitzung gelangt man, wenn man
beachtet, daB3 die Koeffizienten von 2(2) nicht kleiner sind als die
des Polynoms

10—8 )/ 34+ (24—6)3)v*+ovt=(4—1 '3+ 329
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Daher ist der Nenner in (8) groler als

(3= @—V3+309+12—31 3+ @+2) ) P+ (G) 3—8) !
=24—06)3+(0+3V3)r—(1—5) 3 2"
Da aber (fir spitze Winkel x) 2% < 7-—41/3 ist, so ist dieser
Ausdruck wieder groBer als
24—613+0O+3) 3" —01—35)3) (7—4) 3
=24—6) 3+ (82)3—128) v >24—6) 34 140~
Folglich ist auch
3y . — 2
tang & < 477 4-V3 U2>
24—61})/ 3+ 142
Setzt man jetzt zur Berechnung des Maximums die Ableitung
gleich o, so ergibt sich die quadratische Gleichung fiir »*
21044 (11 + 13 )/ 3) 22— (360—207 )/ 3) = 0
mit der Lésung

234
(40+23 )/ 3) (11 + 131 34+ |/ 30868 — 17102 I/'3)

92 =

Setzt man das oben ein und rechnet wieder numerisch aus, so
ergibt sich

(10) 3 < 14,912".

Der zu dem angegebenen Wert von v vermége der Gleichung
(4) gehorige Winkel x ist gleich 69° 57" 40”. In der Nihe dieses
Winkels liegt auch das wirkliche Fehlermaximum; doch wire
seine genaue Lage nur durch mithselige Rechnungen feststellbar,
da sich der Fehler in der Nihe des Maximums mchrere Minuten
weit nur um ein hundertstel Sekunde dndert. Zur numerischen
Berechnung einer Fehlertabelle ist die Formel (3) bequemer, doch
braucht man eine mindestens 7stellige Tafel. Wir lassen hier eine
kleine Tabelle folgen:

x > x 3 x &)

o’ 0,00" 36°  4,23” 72% 14,76
12°  0,18” 48°% 8,57 84° 8,47
24%  1,38" 60° 13,08" g0’  0,00".
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In der Nihe des Fehlermaximums hat man die Werte

x 3
69° 14,846"
60°30"  14,363"
70° 14,850,

aus denen man ersieht, daB die obige Abschitzung (10) schon
sehr genau ist.



