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Uber orthogonaloide Systeme,
Von Aurel Vo@.

Auf Grund hinterlassener Aufzeichnungen herausgegeben

von Otto Volk in Wiirzburg.

Vorgelegt von W. von Dyck in der Sitzung am 11. November 1933.

Vorbemerkung.

Herr Aurel VolB hatte in einem letzten Vortrag in der
Mathematisch-naturwissenschaftlichen Abteilung der Baye-
rischen Akademie der Wissenschaften am 7. Juli 1928 (vgl.
Sitzungsberichte 1928 S. 12*) iber die ,,Lésung der ortho-
gonaloiden Transformation durch eine Kette linearer Glei-
chungen unter Adjunktion von quadratischen Irrationalititen‘
gesprochen.

In den hieriiber im Nachla3 vorhandenen Aufzeichnungen

werden fir die Fiélle » = 2, 3, 4, 5 unter Beniitzung linearer

1 —1

Gleichungen " Oi;_—l Unbekannte durch die iibrigen " -gi—A )
2

ausgedriickt.

Indem in der ersten der Gleichungen

Xt XXt b xpay = l=1,2,
. 2 2 2 . . .
die a7y, a5, - -, 27, aufgefalt werden als lineare GroBen mit
sich selbst als Koeffizienten, ergeben sich fir xqy, aq9, « - +, 2, , die

linearen Gleichungen:

Ay X1a° - Xy

Q12 Xog* * * Koy
1 A = )

Ain¥ne * Ty

Miinchen Ak. Sh. 1933, 11T 26
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11 211 X130 Xy
Koy g Xog* * * Xy
x12 A p—t . . . PR . ,
Xt @ Xan = * * Xy
................... ,
WO
X311 X1z 0t Xy A1y * A1y
X1 Xog * * Xy, Qo1 Qg * * * oy
A=|- « ... | A= .
Xt Xnz ~ " Xy Ap1 Qpo = " Ay

Analog wird mit den Gleichungen

Xo1 ¥t + Xag Ko + tT +x2,n—1xm,n—1 == Qo T Xon Xpan
ME=2,3,0 -, 72

verfahren u. s. w.

Die Rechnungen sind aber teilweise sehr verwickelt und ins-
besondere die Ausnahmefille durch Gleichungen der 2., bzw. 3.,
bzw. 4., bzw. 5. Ordnung gekennzcichnet.

Herr Vo3 hat noch ein zweites Verfahren versucht, indem
er von den 2z—1 Gleichungen

- | j— - — .
Xy XX T b X =@y Xy, Xy = du
Z=2,3,"',7l

ausgeht und dann aus
2 2 2
Tt x4 2, =an

%y, bestimmt und analog mit den weiteren Gleichungen ver-
fahrt. Auch von dieser Methode gilt dhnliches wie oben.

Von Anfang an hatte mich Herr Vo8 zu diesen seinen letzten
Untersuchungen herangezogen und ihre Durchfithrung mir ans
Herz gelegt. Auf Veranlassung des Herrn W.v. Dyck habe
ich die Untersuchungen aufgenommen und glaube sie nunmehr
zu einem befriedigenden Abschlufl gebracht zu haben.
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Es handelt sich in der vorliegenden Arbeit um die etwas er-
weiterte Aufgabe:
Die % Unbekannten

X1y X120 * 0y ¥, n

aus den ﬁ_(”j‘ﬂ Gleichungen

Xpy Xy F Xpe Xpp 0 A Fn X = @
k= 1,2, 1,7,
l=1,2,--,n
mittels einer Kette von linearen Gleichungen rational durch
n(n—:1
n( L ) Parameter darzustellen.

Es gelingt dies in iibersichtlicher Weise unter Beniitzung der
Beziehungen:

x1141+x1242+"'+x1n An :4,
Zoy A+ Zop Ao+ -+ -+ 29 1 Ay = A,

Im Folgenden sind die Fille # = 2, 3, 4, 5 explizit behandelt
und daraufhin wird der allgemeine Fall 7 > 5 gekennzeichnet.

§1.
7= 2.

Die Verdnderlichen a3, x5, ¥1, ¥s sind zu bestimmen aus:

xf-{-yf = 41,
X1 Xy - V1Yo = @19,
v tys = am
L. a4 == 0.
__1—2A2 P 2\
1 x:/’q._i’ =Vaw —
(1) 2 1(12“1—}—7\2 Yo =V ag Y
2 2 R B PR )
@) A—myp—iyy; A= [T AT

X1 X+ V1Y X T Y2

_ 2
= Q11 Q23— Q5.
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%y, ¥, ergeben sich aus den linearen Gleichungen:

Xy Xy + V1Y = Qg

Xy Ye— 1 X = A ;
man erhalt:
1

1
= o Xo »}— A = —
= (ar2 25+ A yy) V ans (170

(@15 (1 —2B)+2A2),
(3)

1

l/‘lziz(l +7‘2>

1
V= &‘(“129’2— A xy) = (21112)\—130“‘7\2))-
22

Man verifiziert leicht, da in der Tat dic gegebenen Glei-
chungen durch (1) und (3) erfiillt sind:

1 x 1
2 2 1 M1 2
xi+yi=- = <A2+ﬂ12>:an;
Ago|A Xy~ 1o Vs Arp Xo - Ayy|  ay,
, 1 Xa Y2
X1Xo T V1Yo = - = aj9-
@ga|A Xp——a19 ¥y @13 %y 4 Ay,
2- 422 T O, au == Ol).
7 _ 2 e
(4) V=1 Xy, Va=] %Xy J-=12"= 1.

Aus der 2. Gleichung xy x5+ 34 ¥5 = a1, kommt dann:

(s) xy Xy (1 +127) = g
Ist @15 =F 0, so mul} 77 == 1 sein; ist a;, = 0, so erhilt man fiir
Z-j = —1 die beiden Parameter xy, x,.
§2.
7= 3.

Die Veranderlichen xy, v, 5, (4= 1, 2, 3) sind zu bestimmen
aus den Gleichungen:

2 2 L2 2 2 e
X +yi +e& =ap, x3+ys zp == ag,

- | | _
A) Xy XgF V1 Va 21 22=ay,, B) { a, Xy~ Vol i~ Zo F3 = Qgg,
X1 Xg+Y1¥s -+ 2153 ays; x3+yy a3 = as

1) @3y = 0, @;; + o erledigt sich durch Vertauschung von x,, y, mit 14, ¥,
nach 1.
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I. Aus den Gleichungen B) erhalten wir durch die Substitution

. 5 2 . o "
€y oo = Qep—— 33, (a3 = Q93— 223, a3z = Q33— %3
das System:
2 2 .
x5+ Y = day
! .
B ) Xy X3+ Vo3 = doss
2 2 .
X3t ¥s = ass

das sich nach §1 unmittelbar behandeln 1dt. Wir setzen:

Ny Aoy 23 2y

‘L 1o ) ase as] _

(2) A= xpy3— X3y, A*= PN Qa3 d33 53
23 @33

und haben die folgenden Fille zu unterscheiden.
L. dg .
r o, .
Ko (a3 x5+ Aysg),
33
(3)
1, .
Yo = - (dasy3— A x3).
33
a) a33 =+ 0, D = Qoo Az — 433 # 0.

21— 4hp

(4) X3 = 11133(1_}_)\2) (1_{_“2) Y3 = ] 433( 142 (_—}——(.—1.2)’
1—
Ty = Vaaal_*_iz’
. 1 o .
A=l o VD dgy—(as 25— ay, 230 = |/ D -<1_T_[~j~42->p('iT =
1 —v2
Q33 Z9— Aoy T3 == l 333 Df—}; o2
R IR L /-
~9 l/ a33 (1 + {J'Z) (1 +V2> 3
= T23 4hp ]
2T Vi, O3 (141
) |  FVDE ey =) (—v)
W aiy O+ 04w+
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L =) u
T2 e (L) (L p)
+ ]"rlz A+ pAv—0—2) 0 —pd) (1 —v)
V as 1 +2) (14 0+
b) as3 == 0, D =o.
*3, 3, 53 Wie in (4);
A= (omm—ans) = 2705 —
= l'rdas 3372 23 %) T 274y ki P-2’
L@y 1—pPtzpy
| @z 1p?
N B e LT el 1)

| ags 1+ 7‘2) 1+ P“z)
R =M ((—1+p)vt2py)+20 0 +p?y
T Vay (1423 1+ u?)

€) agg =0, Ay =0, g3 =+ O.
Vertauschung von xa, ¥,, 2o und x3, ¥3, 23 in a).

d) @gg = ag3 = 0, @y *F O.

(11— 270
(7) Xg =" 1_}_)\2 d y3:1+)\21 T3 = U,
A=1V azu
i = 2AVA1—A — - 2h—(1—A%)v
(8) gp=1¢ } age Vo=V ax T _{:)\2‘ » X2 =] ay 122 R

€) g3 = @3 = O, g3 - O.
X3 V3, 43 wie in (7):

27V

e 1+ v’

_ag (1—VE?
Zp=_ a] »
wit v
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g (P (1 -+ 62 V1) + 2(1—27) (1 £ vE)v)
T G4 ®eGw

L ay N (46 )8 ).
= 2(1 2 (1 + )2

f) agp = gz = ag;=o0.

b

3’2 ==

X3, Vs, 23 wie in (7); A =0;

27hv i(1—23)v
So =— V¥ — Xy = — .
Zy » Ve Ty NPT 1 22
2. [2"33 = 0.
©) Xyg=1W, V3=, Z3= | ay;

(YoFixy) 0= dos, (Ya—2%5) da3= g b

a) dy3 0.
Va2 g2 2
(10) 2y =V, g = Q{z; — | 11337\’)7__‘?‘7!1 _(?_22 — v ),
2 (@ — ) a3 v)
p—
(A ) — (A — ] @y V)
Xy =
2 @y — V agv)
b) (i23 = 0.
(11) =] 7.@2_2! Vo=V, Xy =1V} Ay (g3 = Qs

II. Die Gleichungen A) bestimmen x4, y;, z; rational durch
die Parameter. Wir gehen aus von der Determinante:

115 a1y @12 413
(12) A= |2 y3 sa|= 21 01+ 31 Do+ 5183 A== a5y asy ana;
X3 V3 3 a13 Aoz A33

die Determinanten

8]

2 X2

, A3::A:

Ly

(13) Alziyf?l, A, =
Vs T3

Xo Vo I

Cg X X3 Vs

W

sind rational durch die Parameter darstellbar.

1. Aus (12) und der 2. und 3. Gleichung A) ergeben sich so-
fort xy, 34, & flr
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A Ay A
2 2 2 Qo @
(14) D= |23 5| = A+ A +HA; = 2 a23 =04
- 23 @33
X3 V3 &3
Man erhalt:
A Ay A, 0 x5 23 |9
Dy = lagy s o] = A Ay ——lay, ay an,
13 Vs <3 @13 @3 Q33
A A A, O Y2 V3
(15) 1Dy =[x arp 2| = A DAy —| @y agp 23],
X3 @13 3 a13 @3 Q33
A A A 0 25 Z3
Dz = |2y Yoaia| = A Az — |y @20 2y .
| X3 Y3 di3 @213 (23 q33

Man iiberzeugt sich leicht, daB in der Tat die Gleichungen A)
damit erfiillt sind. Es wird namlich:

O X1 V1 &1 —an L Y 45
A AAA o AJAA
2 2 1-243
(x1+y1+3?>D:* - e 2::allD;
.
Q12 Xo Vo Z2 O X5 Yo 29
@13 X3 V3 £3 O X3 Y3 73
O Xy ¥ 29
AAAA
- o 18283
(1 2o+ y1 972+ 51 29) L) — — = a D,
Q19 Xg Vo L3
Q13 X3 V3 %3
O X3Vs 23
AAAA
P . 1=253
(21 23+ 1 Vs + 71 25) D = — S = asD.
Ay X9 Vo Lo
a13 X3 V3 23
. . . a a
1y Es wird namlich: D% = D | "# 723 .
@23 33
2)' o Ay Ay o —A; —~ Ay 0 T, 1
Qg Yo 2ol Dy = [ @y @gy— 198 @y — xa 5| == — Ay @y agy agy .

. 2
213 V3 Ze! Qyg Qgg —— X X3 gz~ 13 @13 Qg3 Qg
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2. Ist D = o, also:
(16) Agp Qg3 — a3y = O,
so erhilt man zunichst aus den beiden Gleichungen

X XoF Y1 Ve = Q12— 21 Zp = 412
X1 X3t Y1 Y3 = 13— &1 %3 = a1

unter der Annahme A == o fiir x;, y;:

. a z
. g ] 12 Y2 22
Az = . v = Q13 V3 £3}s
13 V3 2, 0 1
(17) ]
Zo 4 Q12 Xg 29
3 | X2 a1z N
Ay, = .| = @3 X3 23,
X3 ais
somit:
Q12 Vo Zp Qo daa 21 O
A2 .. o A 12 413 21
A xy = a3 Vs 23| A = »
Q92 Qg3 Zo Xa
21 O 1
Qo3 33 T3 X3
o1
ays s 7o Y2 V3
A2 ? Q9 Q13 71 O
A*yy = —layy 23 23| A = — ﬁ .
5 Q99 A3 22 Y2
1-?1 O 1 =
Q23 Q33 23 V3
Aus (17) folgt:
. . o x11
R . 7 a -
272 o\ _ C |“12Ye Xo @19l Sl
A*(xi+y) = A (11 = + - = — Al @5 x5 ¥,
12Y3 X3 433 .
13 ¥3 V3
11 2ay9 20443 . .
- . 5 g I oo (o3
= @1z Qo Aoz = anl| . . D
@23 33

a1z @z dsg

da x}+ y{ = dy; sein soll. Man erhilt also fiir z; die Gleichung:

T R an %12 @13 41
11 213 A3 PR
I 12 @22 (23 2

A1g Agp doz| = i ozl = O
A 13 @23 A33 &3

@13 o3 ags L

1 L2 L3 1
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unter der Annahme, dal}

Aoq A a a
D/ — 23 “12 _ng 0; DI/ - 12 “°22 :li O;
33 13 @33 Qa3
DD D" o
. .. . . 1 0 OO0
folgt hieraus { Multiplikation mit D" =
01 O O
0 0 01
! r’
A2 0 0 Dz + Dzt D"z
@11 @12 433 1 -
f— o’
A9 Qap g3 o
31 32 Zg 1
also:
a11 A1 A13 Q19 N3 £1
' 2 2 ~ _— e
(18) <031+D42+D 73) [ @1a @y ans | —— A%l ayy asy 25| = 0;
:1 32 :3 22 23 1

da D == o ist, so ist das ecine lineare Gleichung fur z;; setzt man:

Qoo == 2, Qg3 = 0B, agz = [

so ergibt (18):

2 (ayg—Ba) (2z5-—B2y) 51 — @y (223 — Bp)?
- N2 2 __
(@12 23— @13 55)* — (a3 —Payp)* = o.
Da nach Voraussetzung

A= —(rz3—P2p)% D =0 (0ay3—Pay), D' =a(fap—ctay)
nicht verschwinden, ist aus (18) z; eindeutig bestimmt. Ist aber
D' = o, was fir & ©= 0, f %= 0 genau dann eintritt, wenn aa;;
—Bays = 0 wird, somit " =0 nach sich zieht, so ist (18) fur
alle Werte von #; erfiillt; in diesem Falle tritt z; als weiterer
Parameter auf.

Ist A= o0, =0, B 0, so bestimme man x;, ¥; aus den
Gleichungen:

(19) { Xy Xy Y1Ye 212817 = s,
Xy Yo Xy = Ay,
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.. 21 &y 1
a,. a
PO ST .
Agt= a o | T |11 G2 Fr)s
12 %2 N
A19 Qgg %9
filr @y == 0 erhdlt man:
d _ [2" 2 1 A/I
(20) 29 Xy = @13 Xo T B3 Vo
. . 1
Agg ¥y = Ayp Yo — Ay xy;

hieraus folgt unmittelbar:

5 o sa P
az, (x1 + y1) = @y Qg+ A2 a,, = ayy a5y,
also:
2 2 2 .
x] + ¥+ 2= s,
ferner wird:
Ay (%) 23 -+ Y1 ¥3) = @19 Qagy
also:
Ze 25 1
Aoy @

99 Q13— Q1g Qa3 == | @y Qa3 23 | == O,

a1 @13 %3
was fiir g3 == 0 auf aay3 — Pa, = 0 oder @y @43 — @13 823 =10
fithrt. Man {iberzeugt sich leicht, dal3 bei Beriicksichtigung der
in I gefundenen Werte

e 2801 —u?) 4010 122
ool TR PTG ey P T
20h (1 —p¥) qohp 1-——22

X y S =0 — _,
2T ed TG4 e T T
die Gleichungen (17) erfiillt sind. z;, A} lassen sich analog wie
frither durch einen Parameter rational darstellen.
Die weiteren besonderen Fille erledigen sich nach I un-
mittelbar.

Anmerkung.

Im Falle
@1y 7= Qg == A3 = 1,
Qo= Q13— Q33 = 0O

fihren die Formeln (4), (5), (15) unmittelbar auf die Cayley-
schen Formeln.
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§ 3.
n = 4.
Wir haben die 3 Gruppen von Gleichungen:

A) Xy Xy + iy + 2 e + i = ayy, 7=1,2,3, 4
B) xp2, 92y + 202, foty = agy, k= 2,3, 4.
x5+ yi+ 2+ 8 = an,
C) {xsxy +y3ys+ 2324 + 1324 = agy,
Xy 4yt 2+ 1= ag

Nach § 1 ist C) zu lésen. Sei a44 == 0; dann setze man:

i Shwv . A (—vY)
PV 0 (e TV S G ) Gy
(1 S— 2 (17__“‘2> —1— 2
AV % (e (4 W=V awy e

%3, ¥3 sind dann aus den beiden Gleichungen
2 2 2 9 .
(2) ¥y Yy Tap—z 1l —am,
X3 Xy T Y3 Vs = Ay — 232413l = dm

zu bestimmen. Wir bilden:

as3 a3q 3

X3 Vs a33 34

Xg Y4

. R

a3q aaq 24|,
23 &4 1

@34 A4
wo ist:
LS. 2 . . 2. e . 2
@33 == Q3315 agq = @as—— 3y, @sa = Qs ¥y, G4a = daa — %4
Es ergibt sich dann unmittelbar:

. . .2 .
1 a33 a44 " d34 A34 3

o ]
A - ;.* (] (144 24
a1 | . .
@44 %3 aszafy By 1

= B {‘744 (@3 agy— 434) (@4 23— ay 34)2}-
44
Wir setzen:

o 1-—p%

s .
(3) A14 23— a34%4 = 1/22'44 V' dss daa— s 1 4 o2
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es wird dann:

~ a T . 2P
(4) A= l?aj: ]/ a3z daa—— sy L + et :

In gleicher Weise wird:

.. . .
a3 fan| . ((ass Agq— @3y) Gas— (@aat3— a3019)%);
agy aas Q44

o 1—a2
(s) Ay l3— a3 8y = 1/433 Q44— iy V au
—— = 7\(1—~c2)
. S-J VM.
l Q3344 434] Q44 (1 122 (1+Gz)’

(6) 1/0 T T _} 433 Agq— asg — 20

33 44 asq , = 277 2
l/‘l‘m N
—— 47c

“] 433“44 “.u(l i )2) <1_1_Gg)

aus (3) und (4) kommt nun:

A = 16 ]/4_33*‘-1744—‘“5; Appo
SO ) () (oY

©) S v

16 V asa V agy ase— a3y 22pc (1o 2)

Ot e (40?8
Aus (5) und (7) sind z;, #3, A rational durch die Parameter

A v, p, 6 bestimmt.  xg, y3 erhilt man aus den beiden linearen

Gleichungen:

Agq 33— @y 74 =

, .
X3 Xy V3Va— @zqy
X3Yg— X4 Y3 = A}

es kommt:
(8) X3 daa = asa ¥q+ AVy
V3 daa = asaVa— A X4
Aus C) bestimmen sich x,, %5, 2, nach § 2; wir schreiben:
2 2 2 2 .
X T -8y = an—1Il = ds,
7 -
CH Xg Xy Vo V3t 2053 = Qog — T l3 = da3,
X Xq-i- Yo Vg T 98y == Aoy — I 1y = goy-
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Die Determinante ist:

Qog Qa3 Aoy ly

Xo Vo 2o @s2 Aog g
. . @on Aog Aayg T
N . P _laa3azgazsly
) A= |x3y323); A°=|aesassas| = PN
. s . Aog 34 Aggly
X332y 24 A3y Aaa PR
2 3 g
Wir setzen:
Qg9 Qg3 Aoy
Qan @ agy @ Aon A
Dl— 33 34 , D2: 34 %33 , D3 23 SS,D: Ay Qg3 gy |;
Q34 A4q Qg4 Aoy Aoy (34 don Gor @@
94 @34 A4y
dann wird fir Dy ==
D Aoz Aoy Iy
A 5 o @z Az I3
D, o dgy dyq U4
Dyty+Dyty--Dyty ty #4 1
1 d33 asa 2
:D(D — D1ty + Dyt y+Dyty)
1 031 a44
Der Ansatz
a oy 1R
(10) Dy ty+Dyty+Dyty=1 D Vass e PR )
T
7\6(1_'—2>

— 4 ]/F_D-lel +72> (1 _Gz) (1 +'_2)

ergibt fiir A:

8][)7\0

() A= (b ot (o

womit 7,, A rational durch die Parameter 2, o, 7 ausgedriickt
sind. &y, ¥, % bestimmen sich nun aus den lincaren Gleichungen:

X9 Ay T Vo As 20 Az —= A,
(12) KXo Xy b Vo Vs T 22 23 = ags
Xy Xy F Vo ¥e F 522 = dag,
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wo

(13) A1 =

V3 %3
MR

23 X3

, As = A

)

rational durch die Parameter ausdriickbar sind. Die Determi-
nante des Systems (12) ist:

A Ay Ag
. <5 ve iz s s 0
(14) D =l x3 y3 23] = A+ A+ Ay = dg3 @gy— @y,
Xy Yo 2y
R \
AT-FA+A; o0 ..
i . . ° 33 434
D= O ass asa\ =D . .
. . a34 a4
o as4 asa

die sich ebenfalls durch die Parameter rational darstellen 1403t.
Fiir D == o kommt somit:

A AZ A3 o] XS :L’4
Xp D =\ ass Vs Z3]= A Ay — | oy daz as),
azq V4 24 Q94 d31 Asa
Al A As O Y3 V4
/ - hd — - — ' > . . -
(15) Yo D =} X3 agg 23} = A Ny —| ags dszs asal,
X4 asy %y Q24 d34 daa
A Az A O Z3 24
29 D = | X3 ¥y dog| = A Ay — | dog daz a3l
Xy Yy asa Q24 das da

Von der Behandlung der Ausnahmefille in C) und B) sehen
wir ab; sie geschieht ganz analog wie in §1 bzw. § 2.

Aus A) ergeben sich ay, ¥y, 2, #; mittels der Determinante:

e h

KXo Vo Zo Io

A= |727272%20 — A Ay 2y Ay 4 A
Xy Vy 2y Ly 1 A1 5 A A 185 +4 Ay

Xy Vg 5404

Q31 A2 Q33 Aqy
Q19 Aog Aoz Aoy

5
l

13 @93 Q33 A3q

@14 @4 @gq Ayy
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Yo 25 Iy B9 Ly Xy Iy X5 Vo Xy Vo 2
Ay =|yzz3t3|, Qo= 2323 23|, D3=|l3 x393|, Dy=]x3¥; 23]
Ya 23 &g ly X4 7y X4 ¥y Xy Vg 24

Die 4 linearen Gleichungen
21 By F v A2 A+ 4 AL = A,
(16) Xy Xot ¥y Yot oy 2t hy fy == agy,
xy X3+ Y1 yat 2y s34y 45 = ags,
Xy Xy Yy Vot oy 2ty fy=ay

mit der Determinante

Ay A, B A,
Xy Yo By la| _ A
X3 V3 23 I3
X4 Yy 24 &

L AL AL AT =D o

Al+A3+A5+A o 0 o

o) Aoy dog @
2 2 9 2Ng 22 Qo3 Ao
(A2 A4 A4 A2 =
o Qa3 33 34
0 @y Q34 Ty
2 2 2 2
= (A]--A; As+AD D
liefern:
A A, A A O Xy X5 X,
Q1 Vo Z9 L Qo oo Qg3 A
ay D = 13’-22:AA1__ 12 922 923 T2 |
a13 Y3 23 I3 @13 Qa3 Q33 A3y
Q14 Vg 24 U4 @14 Qg 34 Ay
Ay A Ay A, O Vo V3 Vi
Xy Ao Yo Iy Ay Aoy dag Agy
Y, D= 12 YV — A A, |42 T2 T ]
X3 Qi3 V3 I3 @13 (g3 Q33 Q34
(17) Xy Qg Yy Uy @14 Ay Qg Ayq
Ay Ay, A Ay 0 2y 23 24
Xy V2 @1a I2 Q12 Qoo Agz Aoy
2 D= 2 1 = A A, | Faz a2 T ’
X3 V3 @13 Iy Q13 Ag3 dzg A3g
Xy Vg 4 14 Qoq B3q Ay
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A Ay Ay A

X Zo
1, D= Yo 22 Aqp

X3 Vg &3 013
Xg Vg 54 414

—A A

0t

Q14 Qo A3q Ay

Aq9 Qgg @3 Ay
)
Q13 Qg A3z Q34

339

womit xy, ¥q, 21, #; als rationale Funktionen der Parameter be-

stimmt sind.

Wird die Determinante A} 4 A2 + A2 L A} — o, was, wic
man leicht erkennt, D = o erfordert, so ist A = A, bei ent-
sprechender Modifikation der Gleichung (10) unmittelbar ratjo-
nal durch die Parameter ausdriickbar; x, 34, 2; bestimmen wir

zunachst aus:

! 1
Xy Xo T V1 Ve 2 22

X1 X3 +Y1 Vst 21 2

Xy Xg+V1 Vet 51 2

woraus folgt:

2 A=
(18) Y1 A=

5 A=
somit:

X1 A2 _ —

aizYa &2
aiz Vs 23
a14Vy 24

X2 aje fe
X3 ai13 23
X4 14 %4

Xo Ve ais
X3 Y3 ais
X3 V4 aya

/47 00 1
Q1o Vo &2 Iy
ay3 Y3 23 I3
Q14 V4 24 24

12— Ara— 11 ¥y,
Az = 13— 1 I3
ay = Qa1 Iy

@12 Ve 29 Ly
@133 23 I3
@y Vs 24 tg|
4 001

Xy @yp T3 Iy
X3 Q13 23 I3
Xy @yg 4y
0 4 O1

Xy Vo Q1o lp
X3 Y3 @13 I3
Xy Ve Q14 ly
00 4 1

1000
O ¥a 23 7o
| 0 Y3 533
JO Vs zgty
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O Xy Xy Xg 1
7y @z ayg @yq O
= — | {p @gp @23 Aaq X2
3 Ayg @33 Q34 X3
7y @gq Q34 Agy Xy
u.s. W.;
fir 4, ergibt x% -+ ¥} -+ 27 -] = ay; die lineare Gleichung:
ayy @iy Ayg @iy 7y
Qo Qg Ay Agy Iy
(19) @y Aoy gz A3q 31— 0
Q14 Aog Agq Qg4 Uy

t ty t3 14 1

Qoo dag daa
2 2 N Aot S
(27 i+ 2D A= a1 das dsz dna

24 434 A44

O X131 %5
Ko Vo 29 . .
_ . @iz X2 Vo 5y
= |X3V333|*} . "
a1z ¥3 V3 33
X1 Y42, -
a1a X¥q4 V4 %4
12X 4 0 110121

O Xo Yo 2 a1z X2 Vs %y
O X3 ¥3 23 a3 X3 V3 @3
O Xy ¥y 2g a14 X4Y4 %4

@y 28y, 24d352ay,
_ Aip yy Ay dy

%13 %33 %33 3 ’

T1g Poq T35 Ay

also:
@11 @12 @13 214
@12 @22 A23 A24
@13 23 433 434
@14 24 Q34 44

Die Behandlung der weiteren Ausnahmefille macht keine
Schwierigkeit; wir schen davon ab.
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§4.

72 = §.
Wir haben die 4 Systeme:

A) ) 2, Fyiy,t5 2, Tht, oy, =a, £=1,2,3,4,5;
B) 22, Fyay e Th T ey =ay,l=234,5;

C) X3 m+y3ym+z3 Z:n+f3 I +Z’3 Up == Qgmy 2= 3, 4, 53
x4xn -T_.y4.'yn—* 24 3y +f4t +U4U =y, =4, 5,
D) 4 CRN
vi o+ oy 4+ 4 B+ v =as

Aus D) kommt fiir a5 = o:

e 1 167\(].\’9
5= (1 +2( D0+ +ed),
= 8apv(—p?
Vs = 1 as; 2G4+ (v 0 H0?)
W |, _ 4Ap(1—vH
5= Vs 80+ e 8
, ——  2A(1—pd)
5 — l Q55 (1 __*__)\2) (1 +—}L—2_)’
/o —1—)2
=V @551 4 2

(2) { Xy X5 TV Y5 = {ffx«;‘—yi—ﬁ—zi = Gag»
T Ys—xya= A,

wo (g5 == O):

) .
Kz |4 F i xaxs+aYs| | an dgs
—_— 2 2 - “an e
ZeX5+ Va¥s X3 +; Qa5 A53
S T
Aa1d45 2 1 |FuasnTTan assts
=laesassfs| = 2 @55 %5
i ays £ o
g4 25 1 %4 ass —Fpags A5 1

1

= (@55 (Faadss — ds5) — (24 d55— 25 d45)%).
55

o
-1
»
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Wir setzen (unter der Voraussetzung, dall @y @5 —as; 4= 0
u.s.w.):
2
o e _ S 1—of
Zqass '-'5(’4.) ]/(l5a ] @44 A55~ A 45 1_;_ 2’
: : S e 1
ly ass 7(51745‘—:] ass ] Aaadss 45 o)

o S 5 1—0c7
Uy A55—— Us Qg5 = | 4g; ] Qgq Q55 — Qg3

e 20 (1— o)
- l d5o l Ay A5 —— Qg3 (1_*:7\2)6_*_\02)’

so daf} sich ergibt:

. A
]/ da 11'55—(5'40 ]/ Qg4 @55 — 440 (1 . ;\4> (T + p )

i T 16hpoT
(4) V D=V Guis—it=V aman—as (1428) (14p2) (1+62) (1+72)’

64 A UvVET®

A= ]/444 55 “4 2 2 2
5T (12 (1) (1490 (1 -0%) (1) (1 0

Damit sind z,, 74, 7, A rational durch die Parameter 2, g,
¢, 6, T, ® dargestellt; x4, y4 erhilt man aus (2):

() { “—- Xy = a4a X5 o1 Ays:
55 V4= @y5 Vs Axs
C) fithrt auf:
X3 Xy T V3 Vs T 25 24 = asn
6) X3 X5 + ¥ Vs + 23 25 = d3s
X3 Ay 1+ ¥3As 23 A3 = A,
wo (D; == 0):
( . X3 V3 23
A =|xgYs 24,
X5Ys5 85

v,

e a33 ass ass '3
@33 @34 435

T S I A ass ass 4
— 1431 a44 Aas| —

dss ars ass (s

a35 A45 A55




Uber

(7) Dy
ta Dyt

I

1 ..
P, (DD

a3 as3q ass

235 45 255

Wir setzen (D ==o0, D,

ty Dy +ty Dy + 2

(8) ) v3 D11 vy D1+ v

@33 Q34 35

ag5 245 255

orthogonaloide Systeme 303

D a3y @ss I3
0 aaa a5 la
o] @as ass s

WDy FtsDg 2y 15 1

ty D1+ 1ty Dy + 15 Dy)?),

D = |dss day @das|= T3 D1 + %34 Do+ @35 Ds.

==0):
. e 1 "—‘){.2
Dy=V DD [
~2

——1-—c¢

Dyg== ]/27/101 I—i—éz’

Dy =\ ays ayy ag5| = agy D1 4 agq D1y + ags Doy

es kommt dann nach (7), (8) und (4):

D= -
Dll
Dy, vy
J— 1 .
© D, (D101 —
;DlDl 482
A=yp

Damit sind A, 75, 74

Dy @34 O35 U3
O gy By5 Uy
Y @45 Q55 Us
Dy vy+Dygvs vy w5 1

(Dn V3t D1p vy -+ Dyg Ws>2)

6423262 D,

Dy (143 (1452 (11820 + oo

64evhucT

Dia 59 () () (40 ()

und somit auch A, A,, A; durch die

Parameter rational ausgedriickt; 3, ¥3, 23 findet man aus (6):
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A Ay As O x4 X
g D = d.34 Yy 2y | = AAl_— asa ﬂ44 aas (s
Gss Vs %5 dss Qa5 dss
Ay A As O Y4 ¥5
(10) Y3 D == | Xy dsa Zg = ADy—|dsadaaass|

X5 dgs S d35 da5 A55
A Ay A ) O 24 &
g3 D = | x4 Y4 dga|= A Ay —|d31das 5
X5 V5 ass ass aas Tss

Die Gleichungen B) liefern fiir die Bestimmung der x,, ¥,
Zg, Iy
Xy Xyt Vo V3T 2y 83t1lals = dag,
(11) Xy x47‘—y2 J’zx‘f‘zz %4 l..“fz 7y = axn
¥o X5+ Vo Vs T & Z5lp Is = ass
g Ayt Yo Ag+ 25 Agt15 Ay = A,
wo:

Xy Vs 24 U4
X5 Vs 25 U5

inatian Gon @33 Az Apq A5 Uy
22 d23 21 25 i
e A3 33 Agq A35 U3
A‘z ___ | @23 a3 a3q ass

I
2
™~
=9
2
W
'y
2
Py
2
Q
-
E

5 Uq
Uy

@24 @34 44 Ags

azs @3s das A
25 @35 A45 d55 vy Ty Uy Us 1

D (a3 A2q Q5 Vg

o o (33 34 A35 U

S o 34 @4q Qg5 Uy
Dy o

Qg5 Qg5 Q35 Us

Dyvy+Dyvg+Dgvg+Dyvs vg vg v5 1
1 .
=D, (D D—(Dyvy+ Dyvg+ Dyvg+ Dy Z’5>2)-
1
Wir setzen (D - 0):

112

(12)  Dyvy+ Dyvy+Dyva+Dyvs=1 DD | e



so daf3 wird:

(13)

A

Uber orthogonaloide Systeme

16-1-ce-n- VD

T ) et (et (1472)

395

damit ist A rational durch die Parameter dargestellt; das-
selbe gilt von Ay, As, As; A, Die Determinante von

AfF AL+ A +HAT

(14)

xz_D. e

32D =

ty D =

A A,
das V3
ass Va
das Vs

Ar A

X3 V3
Xs Vs
X5 Vs
A A,
Y3 V3
Xs Y4
s Vs

= [); somit ergibt sich aus (11):

As Ay O X3
zg Ll .o dag das
Zy 2 =Ah— dz dsa
g5 13 dss dss
As Ay O ¥
B3 Iy 4o Qg3 dsg
zy ty | Ade— Az as
z5 Ig dzs dss
A A4 o] Zg
asg ¥ Poa ass a

P Il P
ass s ass ass
Ag A o /4
23 dag I dag dss
3y do = A8 a2 d:4
25 ass dss dss

Xy
asa
das

Ja
a3
Gag
ags
24
ass
asy
ass
Zy
ass
e
Q45

(11) ist

Endlich ergeben sich xy, y4, 2y, 44, 7; aus den Gleichungen A)

durch Hinzunahme von:

(15)

X1y1514 v
Xo Vo Bg ly Uy

A=,

=181+ 31 Qo+ 2 Mg+ 4 Ayt vy 25,

11 @12 @13 14 Q35
Qg Agg Qo3 Agy Agy

2 __
A% =1 ay5 ay, Q33 O34 35

@14 Agq Q34 Q44 Ayy
15 Qo5 35 A5 Ass
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Die Determinante des Systems ist:

Ay Ay Ay Ap A
19 A9y A9y Agy Agy
(13 @y Ay gy Qg5 | = Af+ A3+ A+ AT+
14 Ty Q34 Ay A5
@15 Qa5 Ag5 Ay5 A5

Man findet so:

(16)

4D =

A A, Ay A, A,

Q12
a3
@14

Xg

Ya

2y Iy Uy
23 f3 'U3
34 Iy YUy
g5 I3 Us

>
«w
-
-
o

I
™
~
(&)
N
<]

Il

AN —

AAO-—

AAa“_

AA;"'—

2

A = D.

X3 Xy X

2 Az Aoq Qo5

Qg3 (34 Q35

3 Qg3 A9y dog

@93 Aaq A5

A3 34 A5
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Ist D = o, so ist zunichst (12) entsprechend zu modifizieren
(auf der rechten Seite ist 4 zu setzen), womit sich die Darstellung
von A in (13) ebenfalls indert. xy, ¥4, 25, 7; berechnen wir nun
aus den 4 Gleichungen:

X oty asct L= ay, £=2, 3, 4, 5, was ergibt:

. A12 Yo %9t Vg

aiz Ya 52 l2

. Qyg Vg 83 I3 ¥

G1s Va 75t 3Y3 830373

A . | @13 Vaf3iz) _

YrA=| o | T |G ya st ey
aig Yg 2414 /o

Gis Vs 25 1 @15Y5 2515 U3

DR 3 0 00 1

Q19 Vo Zo Iy Us 10 00O
A OYg 25 1y Ty
Oy3 231373
Oyy 541y,
OY5 2575 75

(17) *1 A=

O Xy %3 X4 X5 1
Uy 413 @3 @3y @15 O
Up @gg Qa3 @9y Qo5 Xy
Ug Qg3 Q33 A3q d35 X3
Vg @94 A3y Qg4 Qg5 Xy
Up Qg5 A5 Qg5 A55 X5

vy bestimmt sich aus der linearen Gleichung:

O Mmyy1é1lh Lx1y1210

) aiz X2 V2 Za Iy O Xp Yy 23 72
a1 A= —|dur3y32313| |0 239525 15
ays ¥4 Y4 38 Uy O Xyyyéyly

ais X5 Vs 5 15 O X5 ¥5 &5 15

@11 2d12 211'13 2d14 21515

aie aze azz  a24 fi25
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ayy Q1 Q13 413 Q15 1

@11 @12 A1z ais dis
“12 g . . . fz

a . . .
(18) 5 5 5 . 5 = 13

al4 . . . . 1‘4
015 . - . . f5
A T AT

1
1
=

Von der Betrachtung der weiteren Sonderfille wird ab-
gesehen:

§ 5.
n_>5.
1. Aus den Gleichungen
A> X1 xhl_!_ X12 xh‘.’+ t +x1n Xhn == Q1js k= 1,2,3,--7

und der Determinante

X1 Xzt 0 Ay
X1 Fag Xon
A=| . . .
xnl xn2 xnn
(1) =21 A Fap A+ 2, A,
11 412 *Qin
1z Q22 o
A% =
Ayp Qap * ° ° " OByy
bestimmt man fiir
Ay A, - A,

Xoyp Xag * " " Ao

(2) D=| - -+ -0 - [=ATFANG A

Xnr X2 © T Xp
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Qs Qo3 * " dyp
@z Aoz © ~ Ayq
= . :lr: O
Bon Cn " " nn
A o - o Ago * *  ay,
A1e Qg M o
(D-A: . Ce e — . !
A Aap ° . ann Qan " " 7 ann
wenn A == o; gilt aber auch fiir A = 0)
die Veridnderlichen xyq, x4, - . ., X1p"
Ay Ay Ay A Ak+1 : An
Xop Foo T T A p—1 Q1g X2 pqr T 7T Xan
(3)  xp D= : : : :
Xpa Xng ' * xn,h—l alnxn,lH-l ) Xnn
o Xop Xgp " " Xnx
A9 Qo Qo3 T Qap
=AA, —| - - A P
alnazn a3n o ann
Ist D =0, so kommt aus
X11 ¥p 1 +x12xh? +. 4+ Xyn—1%p,n—1= C1p =& — XinXrn
k=2,3,..., 1
Koy Xog* " " Xoppn—1 Q13 Xopt1” " "Xy n—1
Xy e A= . . . . . . ,
Xn1¥pe T ¥mk—1 Un X1 T T ¥pn—1
Xa1 Xo2 T Xon—1 A2 Qo3 * ¢+ dz2n
T T ’ a3 as3 * - Azp
. -
A = . . . . , A= . . . .
Xnt Xna® " X n—a Qan Azn T ann




400
oder:
O Xp Xgp®
Xin Q12 @13 °
. Xo, Qog &
2 __ 2n %22 “23
xlhA - . . ..
Xnn Q@an C3n°

Aurel VoB3

T Xpy 1
“ay, O

T @ap X2

T @ Xpi

x;, bestimmt sich aus der linearen Gleichung:

O Xy X1p”
aij2 X1 Xoa

Ain Xt Xne”

a1 2d122d13
a1z da -

Qin QA2n

ﬂ.u ais cl'ln
dizdoz -+ @an
(s) =

2. Aus

1 —— P A—
B)x21xll—r"'+x2,n—1x1,n—1“—aﬁl_aZl—Xanln)Z_

erhilt man mittels

A:3'21A1+5‘522A

die Bezichungen:

) xl,n—l 1 EST xl,n—l
- NER o - - .
... o - - .
.. o - - .
T Xn,n—1 O Xp1* " Xpn—1
. e . 2(2171
c ot Q2n
.. -,
c v dam
@11 A2 * Qi Xin
Qrg @gz » -+ Qap Xop

= 0.
Qin Aop * + - Cppy Xy
Xin Xap * Xpn 1

|
2T

e + x2, n—I1 An.—l

2,3...

2
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A1 A2 et Ak—l A Ah-’rl M An—l
Xgy Xge v+ Xy p—1 Qo3 X3 g1 ¥y,n—1
(6) szlc — . . . . o f
o xdh x4h T X
Qoo Aon Aoy *++ 4
RR 23 “33 “31 3
=AA—| 7 ] Rk
dabei ist:
A3z Qgy - - - A3y
@ D=AI+A+ . A=
Setzen wir nun:
(8) D:a2201+"'a2n0n—1)
so wird:
g """ Qap Xap
Ar=
Qon* " Cun Xun
xzn M xnn 1
D a3 T @an Xag
O . . xan
1 . .
D, .o
0 Xnn
Dlx2n+DZx3n +"'+Dn-—1xnnx3n "Xy 1
_ 2
DI(DD (Dlx’11+D2xJn+"' +Dn—1xnn)

401
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Fir D == o setzen wir:
SN
(9) D1x27z+D2x3n+"'+D)1—1x1111=VDD 7\:+1’

so daf3 wird:

Das weitere Verfahren ist klar.



