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Uber orthogonaloide Systeme, 

Von Aurel Voß. 

Auf Grund hinterlassener Aufzeichnungen herausgegeben 

von Otto Volk in Würzburg. 

Vorgelegt von W. von Dyck in der Sitzung am 11. November 1933. 

V orbemerkung. 

Herr Aurel Voß hatte in einem letzten Vortrag in der 

Mathematisch-naturwissenschaftlichen Abteilung der Baye- 

rischen Akademie der Wissenschaften am 7. Juli 1928 (vgl. 

Sitzungsberichte 1928 S. 12*) über die „Lösung der ortho- 

gonaloiden Transformation durch eine Kette linearer Glei- 

chungen unter Adjunktion von quadratischen Irrationalitäten“ 

gesprochen. 

In den hierüber im Nachlaß vorhandenen Aufzeichnungen 

werden für die Fälle n = 2, 3, 4, 5 unter Benützung linearer 

n (:n + 1) n (n — 0 
Gleichungen —  Unbekannte durch die übrigen  

2 2 

ausgedrückt. 

Indem in der ersten der Gleichungen 

X11 xl 1 + X12 X12~\~ ’ ' ' + X1 n xl n — al U l — 1.2, • • •, 11 

die x2
n, x\.2, • • • , x\n aufgefaßt werden als lineare Größen mit 

sich selbst als Koeffizienten, ergeben sich für xllt x12, • • xln die 

linearen Gleichungen: 

x'n A 

all ^12 * * * xln 

^12 ^22 * * * x2n 

aLnxn2 * * * xnn 

München Ak. Sb. 1933, III 26 
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-Yll «11 x13 ' ' ' xin 

-y12 A — 

y21 «12 'r23 ' ' ' x2n 

Xni & l n x2n ' " ' xnn 

WO : 

-Tll x12 

x21 x22 

Ynl Y)i2 ' ' ' xnn 

Analog wird mit den Gleichungen 

xln 

X2n 

A2 = 

«H «io 

«21 «22 «2« 

anl an2 ' ' ' ann 

X21 xm 1 4“ “Y22 xm2 4~ * * * 4~ x2,n — 1 xm,n — 1 A rn x2n xmn 

m = 2, 3, • • -, n 

verfahren u. s. w. 

Die Rechnungen sind aber teilweise sehr verwickelt und ins- 

besondere die Ausnahmefälle durch Gleichungen der2.,bzw. 3., 

bzw. 4., bzw. 5. Ordnung gekennzeichnet. 

Herr Voß hat noch ein zweites Verfahren versucht, indem 

er von den n — 1 Gleichungen 

xllxll Jrx12xl-2 T Jrxl,n — 1 = all xln xln ~ «II > 

1 = 2,3,- • -,n 

ausgeht und dann aus 

2 I 2 I 2 
Xll\ xi2 i • • * X1,1 — #11 

xln bestimmt und analog mit den weiteren Gleichungen ver- 

fährt. Auch von dieser Methode gilt ähnliches wie oben. 

Von Anfang an hatte mich Herr Voß zu diesen seinen letzten 

Untersuchungen herangezogen und ihre Durchführung mir ans 

Herz gelegt. Auf Veranlassung des Herrn W. v. Dyck habe 

ich die Untersuchungen aufgenommen und glaube sie nunmehr 

zu einem befriedigenden Abschluß gebracht zu haben. 
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Es handelt sich in der vorliegenden Arbeit um die etwas er- 

weiterte Aufgabe: 

D ie n2. Unbekannten 

xll) ^12) * f %nt n 

n (n + i) , 
aus den —' —- Gleichungen 

*/tl *U ~f" xh2 *12 “h * ‘ * */m xln ^hU 

k = 1,2, ■ • -, n, 

l = 1, 2, • • •, 71 

mittels einer Kette von linearen Gleichungen rational durch 
7i (n — 1 ) 

2 

Parameter darzustellen. 

Es gelingt dies in übersichtlicher Weise unter Benützung der 

Beziehungen : 

*11 ^l + -r12^2 + ’ • - + *m An = A, 
*21 Al + *22 À2 + ■ • ■ + *2, n—1 An_i = Â, 

Im Folgenden sind die Fälle 71 = 2, 3, 4, 5 explizit behandelt 

und daraufhin wird der allgemeine Fall 71 > 5 gekennzeichnet. 

§1- 

71 = 2. 

Die Veränderlichen x2, ylt y2 sind zu bestimmen aus: 

*1 + y\ = an> 
x1x2+y1y2 = a12, 

*2 +yl = «22- 
1* ^22 O. 

(0 

(2) 

X2 
 1 — X2   2X 

1 a22 , . >/ A2 = Va22 —tf'’ 

A = *1 y2 — X2y1; A2 = 
2 I 2 

*1 + y I 

*1 *2 + Al >'2 

— ^11 ^22 ^12* 

■*1 •**2 ! J^2 
9 , 9 

*2 + y l 

26* 
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xlt y1 ergeben sich aus den linearen Gleichungen : 

xi x2 + T1T2 = «12i 
xiyz~yix2= A ; 

man erhält: 

(3) 

1 1 
xi = — («12 *2 + A y2) = ■— - 

«22 I' ß22 ( 1 + X“) 
(«12 C1  ^2) + 2 AX), 

1 1 

y 1= —(«12IK2—A x2) = —- T„- (2«12X — A(I — X
2
)). 

«22 |'«22(
1+X“) 

Man verifiziert leicht, daß in der Tat die gegebenen Glei- 

chungen durch (1) und (3) erfüllt sind: 

2 1 2 
*i + yi = -- 

xi x% ~T yiy* '■ 
<•22 

xi y 1 
A X2 «123/2 «12 x2 "H A>'2 

x2 y* 
A x2 «12T2 «12 x2~\~ A y 2 

■
1 ■- (A2 + a2

l2) = an ; 

^12* 

2. <^22 — Oj &W — O ). 

(4) y 1 = i xi> ^2 = ,/ *2. f = - 1. 

Aus der 2. Gleichung x1x2-\-y1y2 = a12 kommt dann: 

(S) 
xx x2 (1 

Jrlj) — «12- 

Ist a12 =j= o, so muß ij= 1 sein; ist a12 = o, so erhält man für 

i • j — — 1 die beiden Parameter xx, x2. 

§2. 

11 = 3. 

Die Veränderlichen xh, yk, sh (k = 1, 2, 3) sind zu bestimmen 

aus den Gleichungen: 

x~i -j- y2 -f- z2 — æ22) 

X2 X3 + y^ya + Z2 Z3 — «23i 
2 I 2 ,2 

X3 4“ y3 I S3 — «33- 

x) «22 — °! «11 =f= 0 erledigt sich durch Vertauschung von ,r2, y„ mit xlt yx 

nach 1. 

A) 

xl+yl = «i 
xix2+yiy2 + ziZo = «12. B) 

xi x3+yiys -r ^i ^3 = «13 ; 
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I. Aus den Gleichungen B) erhalten wir durch die Substitution 
W. 2 • • 2 

«22 = «22 Z2> «23 = «23 ^2 «33 = «33 23 

das System: 

B') 

2 I 2 
X2 + y 2 — «22» 

*2 *3 + = «23» 

^3 + JVs = «33» 

das sich nach § x unmittelbar behandeln läßt. Wir setzen: 

(2) Â = X2y3 — X3y2, A2 = «22 «23 

«23 «33 

«22 «23 z2 

«23 «33 *3 

z2 “3 1 

und haben die folgenden Fälle zu unterscheiden. 

«33 ^ °- 

(3) 

= — («23 -r3 + Äy3)» 

y2 — • («231^3 Â *3)- 
a33 

a) Æ33 —O, — <222 ^33 ^23 —P O. 

, \ r  2(l  X2) [2 r  4XfZ 
(4) *3 - V «33 (l + X2) (l +-2). >'3 - V «33 -(! +X2} (l + 

F2)’ 

= 1/- 1 F2. 
1 ^ Æs3 1 + [X.2’ 

A = [/ -ö • «33 («33 ' ' «23 ^3 )
2 = |A 

4 [XV 

(i + [X2) (1 + V2)’ 

«33 Z2 «23 Z3 — I a 33 * Z7 

1  Vd 

1 + V2’ 

1 «23 (} — F2) (* v2) 2 V~D 4 (1 —v2) 

"«33 (1 + 42) (1 + V2) ’ 

(5) 

_ «23 4^ !X_ 
y2^ /«33(l+ X2) (i + (x2) 

__ 2 ŸD (1 —X2) (l + (X2) V + X (i — !X2) (l — f) 

17 «33 C1 “i“ ^ 0 "h l-x2) (1 ~r 'Y 
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aw 2 (1 —X2) [x 

Y a33 C1 + ^2) C1 + 4) 

YD 4X(I + fx2)v — (t— x2) (1 — tx2)(i— va) 

1 a33 (1 + V) (1 4 jx2) (1 4 v2) 

b) Û33 4= o, D = o. 

#3. >'3- -3 wie in (4) I 

(6) 72 

: 2 , v [XV 
A — / («33 ^2 «23^3,) — 2 * «23 , , 9’ 

I «33 1 + 4 

«23 1   [X2 4 2 (A V 

I «33 1 4 ll2 

«23_ 
2 X ((  1 + ll2) V + 2 fx) — i (l — X2) (l + (J.2) V 

] «33 C1 + ^2) C1 + !J-2) 

«23 (l 7i2) ((  1 + [X2) V -j- 2 (2.) + 2 Z X (l + [X2) V 

33 Ö*. (l + X2) (l + |X2) 

C) «33 = °) «22 ^ «23 41 °- 

Vertauschung von x2, y2, z2 
unci x3> 73> sz in 

a)- 

d) «33 = «23 = °> «22 41 °- 

(7) x3 
*(1 -X2)[X 2 i X jx 

1+X2 ’ ^3 1 4 X2’ ~3 11’ 

(8) xr2=z I ÆJ8VJ2 
= —4 

A = i I «22 [X, 

2XV4 1—X2 

" ! 4 X2 ’ 
x2= l a, 

2X—(1—X2)\ 

1 4X2 22 

e) «33 — O, (lcy> —f— O. •22 — “23 

*3> 7s. ^3 wie in (7) ; 

2 i av 
A : 

1 4 v2’ 

«99 /I  V‘ 

2 (X \ 1 4v ' 
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,(7X(l +6v2 +v4) + 2(1—X2) (1 +v2)v) 

379 

(1 + X2) [x(i+v2)2 

)(i + 6v2 + v4) — 

2(1 +x2) (T(i + v2)2 

 «23 (2 (1 — X2) (1 +6v2 + v4) — 8X(i +v2)v) 
■^2 ' _ // I i9.\ .. f - I --2N2 

f) «22 — «23 — «33 — °- 

x3, y3> z3 wie in (7) ; À = o ; 

2 i X v 
"2 = V> W = -■ _j_ X2’ ^2 

7(i — X2) v 

1 • X2 

2. (733 — °- 

(9) *3 = i !-<•> >'3 = !ü -3 = /«33 ; 

(y-2 + i x2) = a 23i (y2 'l xz) a 03 = a 22 A 

a) t723 ~ O. 

(«23  I «33 W i';'-" («22 — ~fl, 

2 [J- («23 1 «33 V) 

r = l I4-2 («22 —v2)— («23 — I «33 V)2 

2 [X Vß23 — Y«33 
V) 

(IO) v> y2 

b) rt'23 — °- 

(") I CI- 20) y 2 — V> -r2 — 2V! «22 «33 — «23- 

II. Die Gleichungen A) bestimmen xlt ylt zx rational durch 

die Parameter. Wir gehen aus von der Determinante: 

(12) A 

xi y 1 si 
Xo y2 ~ 2 

x3 y3 53 

xi&i+yi A2 + ^A3; A2: 

«11 «12 «13 

^?12 ^22 ^23 

«13 «23 «33 

die Determinanten 

(13) Ai — 
y 2 s2 

y3 "3 
) ^2 — 

^2 ^2 
r3 -r3 

A = 
-r2 d’2 

-V3 d’3 

sind rational durch die Parameter darstellbar. 

1. Aus (12) und der 2. und 3. Gleichung A) ergeben sich so- 

fort xlt y:L, ^ für 
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(H) D = 

Ai A2 AJ 

*2 y* z2 

x3 A3 s3 

= Al+A! + Al = 
*22 u23 

^23 ^33 
=|= o.1) 

Man erhält: 

(iS) 

D xx ~ 

Dyx = 

D*i = 

A A2 A3 

«12 A2 r2 

«13 y 3 Z
3 

Ai A A3 

x2 «12 "2 

x3 a13 z3 

Ai A2 A 

X2 y2 a12 

x3 }'3 a13 

A Al 

A An   

= A A, 

o x2 x3 

«12 «22 «23 

«13 «23 a33 

o y2 y3 

«12 «22 a23 

a13 «23 a33 

O Z2 Z3 

«12 a22 a23 

«13 «23 a33 

Man überzeugt sich leicht, daß in der Tat die Gleichungen A) 

damit erfüllt sind. Es wird nämlich: 

(*l + yl + *ï)D = - 

o xx y 1 zx 

A Ai An A3 

a12 X2 y 2 z2 

a13 x3 A3 "3 

«11 xl Al Sl 
o Ai Ao A2 

O Xo A 2 z2 

° x3 y 3 Z 3 

— «11 D, 

(.Tl X2 + Al A2 + Z1 z2) D = 

(X1 'r3 + Al A3+ rl zs) D — 

O x2 y 2 Z 2 

A Ai Ao A3 

«12 x2 y 2 Z 2 

a13 x3 A3 Z3 

O x3y3 z3 

A Ai A2 A3 

«12 x2 A2 z2 

«13 x3 A 3 z3 

— «12 Z?, 

-- «13 D. 

Es wird nämlich: D2 = D 

o A2 A3 

«12 y2 “2 I M 
«13 A3 ^3 ! 

Ai x2 ■Ai.r, 

■A, 
O X 2 x3 

<212 ^22 ^23 

^13 ^23 ^33 
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2. Ist D — o, also: 

(16) «22 «33 «23 — °> 

so erhält man zunächst aus den beiden Gleichungen 

X1 X2 JA y2 = «12 ' Z1 z2 = «12> 

X\ *3 + y 1 JA = «13 — 
Z1 ^3 = «13 

unter der Annahme A =1= o für xx, yx : 

381 

(17) 

somit: 

A xx 

A JA 

A2 = 

A2 JA = —• 

ai2 y2 

«13 JA 

xz «12 

XZ «13 

«12 JA z2 

«13 y 2 ZZ 

Zx O 1 

«12 x2 z2 

«13 XZ z3 

S, O 1 

A = 

A = 

«12 y 2 z2 

«13 JA ZZ 

Zx O 1 

«12 x2 z2 

«13 XZ ZZ 

Zx O 1 

X2 
x3 O 1 

«12 «13 Z1 0 

«22 «23 Z2 x2 

«23 «33 Z3 XZ 

JA JA o i 
«12 «13 Z1 0 

«22 «23 z2 y2 

«23 «33 ZZ yz 

Aus (17) folgt: 

A2 (*I+JA) = Al*! «12 y 2 

«12jA 
y 1 

X% «1 

3To « 13 
A 

0 xi y 1 

«12 x2 y2 

«13 XZ Vs 

«11 2 «12 2 «13 

«12 «22 «23 

«13 « 23 « 33 

«11 
«22 «23 

«23 «33 

da x\-\- y\ = àxl sein soll. Man erhält also für zx die Gleichung: 

«11 «12 «13 

«12 «22 «23 

«13 «23 «33 

«11 «12 «13 Z1 

fl 12 A22 ^23 Z'2 

«13 «23 «33 ^3 

~~1 z2 r3 1 

o; 
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unter der Annahme, daß 

Aurel Voß 

D’ = «23 « 12 

«33 «13 
o; D" «12 «22 

«13 «23 
= o; 

folgt hieraus | Multiplikation mit D" 

A2 o o Ds1 -j- D'z2 -\-D' 
«u ö12 «13 

&12 a22 a23 

Z1 z2 z3 

also: 

(18) (Dzx + D z2 -f- D z3) 

D D' D" o 

1 o o o 

Ol o o 

O O O 1 

O, 

«11 «12 «13 

a12 a22 a23 

z\ z2 z3 

■A2 
«12 «13 Z1 
«22 «23 ~2 
S2 Z3 1 

o; 

da D = o ist, so ist das eine lineare Gleichung für z1 ; setzt man : 

*'22 a2, «23 = aß, «33 = ß — P,2 

so ergibt (18): 

2 (a «i3 — ß «12) (a — ß z2) ni (a* ß ~ ^2 
1J “2/ 

+ («12 ^3 — «13 z2y — (a «13 — ß «I2)2 = O. 

Da nach Voraussetzung 

Â2 = — («£3— ß^)2) D' = ß (a«13 — ß«i2), D" = a (ß«i2— ««13) 

nicht verschwinden, ist aus (18) Sj eindeutig bestimmt. Ist aber 

D" = o, was für a =j= o, ß =)= o genau dann eintritt, wenn a«i3 

— ß«ia = o wird, somit D' = o nach sich zieht, so ist (18) für 

alle Werte von zx erfüllt; in diesem Falle tritt zx als weiterer 

Parameter auf. 

Ist A = o, a =f= o, ß =j= o, so bestimme man xx, y 1 aus den 

Gleichungen : 

(19) 
‘12) M^'2+WA2 = «12' 

xiy2 x2yi= ^3 > 



Über orthogonaloide Systeme 383 

für tf22 

(20) 

A"2 = — 

o erhält man : 

3 2 1 

all a12 zl i 
(lyi ^22 ^2 

J a22 X l — ^12 A 1 ^3 JA’ 

[ ö22 dA = ^12 j);2 ^3 X2 i 

hieraus folgt unmittelbar: 

a22 (X1 ~h y l) ~ ai2 °22 “h ^3 2 a 22 = ^11 Ä22> 

also : 

ferner wird: 

also: 

"1 2 1 2 
*i+yi + m = «11; 

^22 (X1 x3 7 VlVz) ~ ai2 ^23) 

Z 2 1 

^22 ß23 A 
a\2 a\3 Z3 

O, 

was für z3 o auf a«13 — ß«12 = o oder «22^13 — ^12 Æ23 = 0 

führt. Man überzeugt sich leicht, daß bei Berücksichtigung der 

in I gefundenen Werte 

' 2ßX(i_— fx2)  4ß>W , * g !--'a2. 

, , 3 “ (1 + X2) (1 + ß2)’ ^ " (1 + X2) (1 + ß2) ~3 ‘ 1 + >-2 ’ 
(21)l w ,, , -2 2<xX(i— (x2) 4aX[t   1—X“ 

. *2 = (T+x2Ki +72)’ y* = (1 +7 (7+ [x2)’ 52=* r+X2 

die Gleichungen (17) erfüllt sind. z1: A/ lassen sich analog wie 

früher durch einen Parameter rational darstellen. 

Die weiteren besonderen Fälle erledigen sich nach I un- 

mittelbar. 

Anmerkung. 

Im Falle 

^11 ~ ^22 — f?23 ■— 1 ) 

al2 : : a13 “ a33 ~ ° 

führen die Formeln (4), (5), (15) unmittelbar auf die Cayley- 

schen Formeln. 
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§3. 

7t = 4. 

Wir haben die 3 Gruppen von Gleichungen: 

A) xx xi -I- y1yi + z4 zi + G G = «1 i> i = 1, 2, 3, 4. 

B) x2xk +y2yh + z2zh + t2th = a2h, k = 2, 3, 4. 

C) 

x3 + y\ + z\ + t\ — «33- 
x3 xi +y3yi -r z3 Zi + G G 

(1) 

xl + y .4 + £4 + G = 
æ

44- 

Nach § 1 ist C) zu lösen. Sei «44 =|= o; dann setze man: 

8Xp.v ^ /—— 4Xp.(i—v2) 
4 1 044 (1 + X2) ( 1 + (j.2) ( 1 + v2) ’:’'4 V a 

_i/-— 2 X (1—fj.2) ^ — 
1 044 (1+X2) (1 + ja2/ Al 1 

44(t+X2)(i+ja2)(i+v2)’ 

1 —X2 

"44i +X2’ 

x3, y3 sind dann aus den beiden Gleichungen 

(2) 
\xl 

1 x3 • 

+ dG =a3 — ti 

t3x4+y3yi = «34- 

zu bestimmen. Wir bilden: 

- Zo z. G14 — 

: « 33) 
à 34 

A = 
^3 y 3 
xi y 4 

a 33 «34 

Cl 34 «44 

«33 «34 z3 

«34 «44 Z4 

Z3 Z4 1 

wo ist: 

«33 ~ «33 Gj «34 = «34 G G) «44 = «44 G j «44 = «44 z4. 

Es ergibt sich dann unmittelbar: 

1 
; 44 

«33 «44" 
o 

«44 Z3- 

— ■ {«44 («33 «44 ' a, 4)— («, 

" « 34 « 34 ^3 

« 44 ^4 

’ « 34 G G 1 

'44 z3 ö34 z 4y 

Wir setzen: 

«44 Z3 «34G = V «44 «33 «44 - 
• 2 

’ «34 
1 +p2 (3) 
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es wird dann: 

(4) A = 
y | A. 
V ^44 

In gleicher Weise wird: 

2p 

(733 (744 «34 34 1 + P2 

(5) 

«33 034 

(734 <744 

(744 

— ((<733 
a\\ a3i) (744 (æ44 G (734 G)2) 1 

«44 

44 (3' - Æ34 14 — 1^(733 (744 ß34 T'^044 _2 
1 -p (7 

_ -if  2 -, A  2 X (l —C2) 
— V <733(744 (734 I (244 ^ y,. ^ _j_ a2,y 

(6) 
1 /   2 

1 / ;—: ,-r  1 <733(744 <734 /r-r- 
2 G 

V (733(744 (734 — 7^— V ß44 j I ^2 

<44 

— V^ss aa <734 

4 Xc 

(1 + X2) (1 + c2) ’ 

aus (3) und (4) kommt nun : 

(7) 

A = 
l6 I Æ33Æ44 Ö34 X[J.p<7 

(1 +X2) (1 +pt2) (1 +p2) (1+a2) 

aiiZ3 a3iZi 
16 yrgu I a33 (744 — a34 X2 p. fj (1 — p2) 

(l + X2)2 (l + [J.2) (l + G2) (l + P2) 

Aus (s) und (7) sind s3, t3, Ä rational durch die Parameter 

X, (j., v, p, a bestimmt. x3, y3 erhält man aus den beiden linearen 

Gleichungen : 

x3 xi 4~ — (?34J 

x3 y 4 x \y 2 = ä; 

es kommt: 

(8) 
f *3 (Ï44 = (734 -74 + Ä>'4, I -*3 «44 — 

1 Ai (744 = <734 7'4 A *4. 

Aus C) bestimmen sich x2ly2, z2 nach § 2; wir schreiben: 

C') 

2 , 2 1 2 ,2 
.To +47.2 +^o =(722  t-2. 
x2 x3 ~f" y2 y3 “P z2 z3 = a23 7*2 G — 77 2 3’ 

*2 *4 . _y2 y’i <24 ' ■/2/4
; ^24- 
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Die Determinante ist: 

(722 (723 <724 

(723 (?33 (?34 

(724 (734 (744 

(9) 

x
2.y2 z2 

x3y3 z3 

*4 3'4 ^4 

Wir setzen: 

Æ22 a23 a21 7*2 

(723 a33 Æ34 ^3 

(724 æ34 (744 7*4 

7*2 ^3 G 1 

r\ = 7733 7734 
f 

7Z34 «44 A 
^34 ^23 

^44 ^24 
A> = 

7723 7733 
> 

7724 (734 
D = 

a22 a23 a2i 

a23 (733 (734 ; 

(Z24 (734 (744 

dann wird für D1 =j= o: 

D a23 a2i 

0 (733 

O (734 

D\ t2 + D% t3 -f- D3 7*4 7*3 

7734 

(7 4 4 

7*4 

12 

7" 3 

7,4 

(733 (734 

(734 (744 
  O^l 7'2 + D3 t 3 + D3 14) ' 

Der Ansatz 

     j t2 
(i°) Dx t3-\-D3 l‘3 + D3ti — y D ] f d%% (7*44 (7*34 4 ,_2 

ergibt für À: 

(11) Ä = 

X ff (l  T2) 
-4 VD-Dl7i ^ (1 VCT2)-(l + T2) 

8 \fD X • CT • T 

(f+xä)-(i~+- a2K I>T
2
)’ 

womit /2, À rational durch die Parameter X, a, T ausgedrückt 

sind. x2, y2, “2 bestimmen sich nun aus den linearen Gleichungen : 

(12) 

Xo Ai + y2 À2 +^2 A3 — A, 
x2 X3 A A 2 A3 "4" z2 Z3 r “ (7 23) 

(^2 -D “P A2 A4 + G> ^4 — (7 24) 
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WO 

(13) Ai = 
y's 2 s 

yi2i ’ 
Ao — 

2. Xd 
1 A3 

rational durch die Parameter ausdrückbar sind. Die Determi- 

nante des Systems (12) ist: 

(14) D 

D* = 

Aj Ao A3 

x3 y3 23 

Xi y>i Zi 

Ai + Aä + A3 o o 
0 «33 à si 
0 àsi àsi 

Al + Aä + Aä — ass aa ’ 

D 
a S3 «34 

àsi àa 

die sich ebenfalls durch die Parameter rational darstellen läßt. 

Für t) -|=o kommt somit: 

(iS) 

x 2D = 

y 2 D 

Zs D 

A A2 A3 

«23 >',3 Z3 

«24 yi Zi 

Ai A A3 
X3 «23 Z3 

X\ a Si Z 4 

A! As A 
x3 y3 «23 
xi y’i à24 

A Ai 

A Ao 

A As 

O ar3 %i 

«23 «33 «34 

«24 «34 «44 

o ys y4 

«23 «33 «34 

«24 «34 «44 

O Z3 Zi 

«23 «33 «34 

«24 «34 «44 

Von der Behandlung der Ausnahmefälle in C) und B) sehen 

wir ab; sie geschieht ganz analog wie in § 1 bzw. § 2. 

Aus A) ergeben sich xx, yx, z1: tx mittels der Determinante: 

A = 

*i y 1 zi h 
xs y% Z2 (2 
x3 y 3z 3 ^3 
xi y 4 24 t4 

— x\ Ai +j'i Ao -\-zx A3 -\-tx A4, 

«11 «12 «13 «14 

A 2   ^12 ^22 ^23 ^24 

«13 «23 «33 «34 

«14 «24 «34 «44 
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Ax = 
Vz z2 t% 

y3 
z3 

>'4 z4 h 

t Ao — 23 ^3 X3 

Zi t,4 X4 

{2 X2 y 2 

h x3 y 3 

U x i y i 

, A4 

Die 4 linearen Gleichungen 

(16) 

X1 ^1 ~f" Vl ^2 1 Z1 A3 -p tx A4 : 
xx %2 + yx y2 + zx z2 + tx 12 : 
x1 *3 -!- yx y3 + zx z3 + tx t3 : 
X1 Xi + y-i r 4 + zx zi + tx t4 : 

‘13> 

714 

mit der Determinante 

A4 A, A3 A4 

x2 y 2 '-'2 ^2 
x3 y3 z3 13 

Xi y4 zi ti 

= Al+Al + &l +A l=D 

(Al + Al + Al + Al)*. 

x2 y0 z2 

x3 y 3 z3 

x i y i z4 

Ai+Aï + Aï+Aï 000 
o 

o 

o 

«22 «23 «24 

«23 a33 «34 

«24 «34 «44 

— (A\ -f- Ar, + A3 -f- Aj) D 

liefern : 

(17) 

xx D 

yi D 

zx D = 

A Ao A, Aj 

«12 ^2 

«13 y3 

ßi4 y4 

Ax A 
X% ^2.2 

x3 «13 

x4 «]4 

A4 A2 

x2 y3 

x3 y 3 

X 4 y 4 

^2 l2 

Z3 ?3 

z4 74 

A3 A4 

y 2 h 

yz h 

y 4 h 

A A4 

«12 7 2 

«13 73 

«Iæ ti 

= A Ax- 

= A A, 

A A, 

O A- o x3 Xi 
12 “22 «23 «24 

«33 «34 

«34 «44 

«12 «2 

«13 « 13 “23 

«14 «24 

o y 2 y3 y 4 

«12 «22 «23 «24 

«13 «23 

«14 «24 

O Z,, 

«33 «34 

«34 «44 

«12 «22 «23 «24 

«13 «23 «33 «34 

«14 «24 «34 «44 
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G D = 

Ai A2 A3 A 

*2 y2 z2 a12 

X3 y% Z3 al3 

X 4 A4 -4 «14 

A A, 

O to G G 

al2 ^22 ^23 ^24 

alZ a23 a33 ^34 

^14 ^24 ^34 ^44 

womit xx, ylt zlt G als rationale Funktionen der Parameter be- 

stimmt sind. 

Wird die Determinante A2 -f- A2 + A2 -f- A4 = o, was, wie 

man leicht erkennt, D — o erfordert, so ist À = A4 bei ent- 

sprechender Modifikation der Gleichung (10) unmittelbar ratio- 

nal durch die Parameter ausdrückbar; xv yv zx bestimmen wir 

zunächst aus : 

xi x2 + y 1 y2 ~r zx z2 — a 12 — «12 G G> 
xi x3 + y'i y3 + 

z\ z3 — «13 — «13 G Gi 

xi x 4. + Al A4 + h24= «14 = «14 — G G> 

woraus folgt: 

(18) 

somit : 

X1 Â = 

Ai Ä = 

2i i = 

#12 A2 z2 

«13 A3 •G 

«14 A4 zi 

x2 «12 G 

G «13 z3 

x4 « 14 z4 

x2 y 2 « 12 

X3 y 3 «13 

G A4 « 14 

«12 A2 ‘-'2 G 

«13 A3 G G 

«14 A4 24 G 

G o o 1 

X2 «]2 ^2 G 

X3 «13 ^3 G 

-G «14 Zx G 

o G o 1 

G A2 «12 G 

G A3 «13 G 

G _J'4 «i4 G 

o o G 1 

*1 À2 == — 

G o o 1 

«12 A2 G f2 

«13 A3 G G 

«14 A4 24 G 

1000 

o A2 G G 

° A3 G G 

1 o v4 ^4 G 

27 
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O x2 x3 Xi 1 

f\ «12 «13 
ali o 

f2 0-22 «23 «24 x2 

G a23 «33 «34 x3 

fl «24 «34 «44 x4 

u. s. w. ; 

für t1 ergibt x\ + yl + z\ + t[ = axl die lineare Gleichung: 

«n a12 aX3 cix4 fx 

«12 «22 «23 «24 G 

«13 «23 «33 Æ34 G 

«14 Cl04 «34 «44 t4 

A G bl f\ 1 

Cl 22 Cl 23 Cl 24 

11 «23 «33 Cl 34 

« 24 Cl 34 a 44 

(19) 

(x\+yl + *î) Â2 = - 

*2 ^2 ^2 

*3 y 3 -3 

^4 yi zi 

1 % yx zx 

O 
x

2. y 2 Z2 

° 
x3 y 3 z3 

O X4 y4 Z 4 

«u 2 «12 2 «13 

o ,r4 yx zx 

Cl 12 -^2 y 2 -^2 

<7 13 -r3 y 3 ^3 

« 14 X1 y 4 z4 

o xx yx "x 

o. 12 ^2 y2 ^2 

Cl 13 X3 y 3 z3 

Cl 14 x4 y 4 z 4 

2 à 1 14 

12 

Gs 

' 14 

23 

23 

33 

r34 

« 24 

also: 

Cl 11 «12 «13 «14 

«12 «22 «23 «24 

«13 «23 «33 «34 

«14 « 24 « 34 « 41 

Die Behandlung der weiteren Ausnahmefälle macht keine 

Schwierigkeit; wir sehen davon ab. 
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§4, 

n = 5. 

Wir haben die 4 Systeme: 

A) x1 xk +y1yh +^1 2h + h tk +v1 vh = a1/t, k = 1,2, 

B) x2 X; +4/2 y, +^2 ■s'i + h h + ^2 =a2l, l = 2, 3, 

C) x3 xm + y3 ym 1 ^3 2 m A 4i h« Î ^'3 ^ 

j *4 *n + 4A + 24 ^ 

3 — a3m’ 

V 4 774n, ^ 

— 
æ55- 

^4 

*5 1 Aä + 2-5 

Aus D) kommt für æ55 =}= o: 

4 + 4 

m= 3, 4, 

4. S, 

(1) 

XR ■ 

16 X 4 v p 

4's I ^55 

55 (1 + X2) (1 + (J.2) (1 + v2) (1 + p2), 

8 X (je v (1 —p2) 
(i+X2)(i+|x2)(i+v2)(i+P

2)’ 

4X4(1—V2) 

- 5 — 

x4 x5 

^4 y 5 - 

WO (^55=r o): 

(2) 

55 (1 +X2)(i +42
)(I -f-v2)’ 

  2 X (1—(x2) 
055
 (T+X

2
)(I + 4

2
)’ 

r— i^-X2_ 
%S ! _)_X2’ 

W4 y 5 = “u—yl—tl—zl = ^44, 
-X5y4 = A , 

A 2 = 
xl + 44 x4 xs + y4y5 
xi x5 + yty 5 4 +As 

All aio 
a45 a5S 

a 44 a 4524 

<245 à 55 zâ 
^4 2 5 1 

1 

<•55 

Cl 44 Cl 55 77-45 ^7 45 ^4 

° d 55 25 

24 a 55 -^5 77 45 £5 1 

" (77 55 G? 44 77 55 il 45) (-^4 77 55 -A 77 457 ~) ■ 
<sr, 

391 

3, 4. 5; 

4> s; 

5; 
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Wir setzen (unter der Voraussetzung, daß «44 «55— «|5 =j= o 

u. s. w.) : 

(3) 

2 4 « 55 * "5 «45 V «55 ] «44 « 55 «45 x 1^21 

f4 «55 ^5 «45 — T «55 1 «44 «55 «45 

y4 «55 l>5 «45 1 « 55 T «44 «55 «45 

1 4- T 

1 — er2 

1 er2 

#44 

2 X (l   CT2) 

(l + X2) (t + ct2)’ 

so daß sich ergibt: 

}' a 44 « 55 a 45 = ]7 «44 «55 «. 

(d)] I D = ] ' «44 «55 ““«45 

4 X er 

.. 2  1/ 2 
5 \ ^44 #55 ^4.' 

45 (l + X2) (l + CT2)1 

16 X (JL CT T 

Ä = 1 «4 

44^55 u45 (i-j-X2) (l + U.2' 

64 X [J, V G T CO 

' 45 (l+X2)(i+tr
2)(i+v2)(i+cr2)(i+T2)(i+w2)' 

Damit sind s4, /4, v4, A rational durch die Parameter X, [J., v, 

p, er, T, co dargestellt; 3r4, y4 erhält man aus (2): 

(S) u «rr. Al «45 a'5 

55 

A As. 
Ä *5. 

C) führt auf: 

*3 *4 + As A4 + 
2

3 -4 = «34- 

(6) • X3 x5 V J3 As “h ^3 ■S'ö = «35. 

x3 Äi -TA3 Ä2 + ^3 Ä3 = Ä , 

wo (Dy = o) : 

A = 

Ä2 = 

^3 y3 23 

x4 A4 24 

x5 AD 25 

«33 «34 «35 
«34 «44 «45 

CI 35 ü 45 CI 55 

«33 «34 «35 ^3 

«34 «44 «45 U 

«35 «45 «55 lg 
t :t A A 1 
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(7) 
1 

ß1 

D 
o 

o 

«31 #35 ^3 

«44 « 45 ^4 

« 45 « 55 ^5 

73/?!+ ^4-ö2 +^5^?3 A /5 1 

= x (Z>Z>—(73Z>I + U Z)2 + th Dz)2), 
D1 

D 
«33 «34 «35 

a 34 «41 «45 

«35 «45 «55 

«33 JÖI + «34 772 + «35 Dz- 

AVir setzen (D =(= o, Dx =j= o): 

(8) 

1 — x v2 
A D-i + 4 À + 7S Dz — 1 Z>Z> , . , 2> 

1 -+- x 

ji^ii I y4i712-(-^5-0x3 — ] D1D1 x 1 

-2 o 
Ü2> 

Dx = 
«33 «34 «35 

«34 «4j «45 

«35 «45 «55 

«33 -&11 + «34 -^12 “l- «35 -^12 i 

es kommt dann nach (7), (8) und (4): 

(9) 

D 
D 11 

A 
o 

o 

«34 «35 ^3 

«44 «45 W4 

«45 «55 ^5 

^U»3 + Aä»4 + A3»5^ Z;5 1 

= n (Di Di — (Du v3 + Du vi + Di3 v5)2) 
^11 

Di l'h xz- 

Du (1 + £ 

64 s2 X2 a2 Z7j 
2)2 (1 + s2;2 (1 + X2)2(i + a2)2 

A =VD'I 
64 e x X [i. a ' 

(1 + £2) (1 + x2) (l + X2) (l + u2) (1 + c2) (l + T2)' 

Damit sind Ä, t3, v3 und somit auch Äi, Ä2, Ä3 durch die 

Parameter rational ausgedrückt; x3, 4'3, z3 findet man aus (6): 
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(io) 

*3 D 

As D 

zz D 

A Ao A3 

« 34 A4 2 4 

«35 y& zs 

Äl Ä Ä3 

xi « 34 zi 

xh « 35 £5 

Äl Äo Ä 
xi y4 « 34 

'D y5 « 35 

= AA!- 

AA» — 

A A, — 

O X ^ x3 

«34 «44 «45 

«35 «45 «55 

° A4 As 

«34 «44 «45 

«35 «45 « 55 

O ^4 .Sg 

«34 «44 «45 

«35 «45 «55 

Die Gleichungen B) liefern für die Bestimmung der x2, 

(11) 

wo: 

A = 

^ 2 _ 

*2 "D d"~ A2 A3 ~t~z2 
2Z + ^2 dt — «23> 

^2 *4 + A2 A4 + ^2 ^ f2 G = «24. 

*2 ^5+ A2 As + Z2 2Ö + h h = «25. 

x2 Äi d- A2 Ä2 d- z2 Ä3 d~ ^2 Ä4 ~ À » 

-£*2 A2 ^2 f2 

-'tr3 A3 ^3 G 

*4 A4 ^4 G 

*5 As /s 

«22 «23 «24 «25 

«23 «33 «34 «35 

«24 «34 «44 «45 

«25 «35 «45 «55 

«22 «23 «24 «25 7>2 

«23 «33 «34 «35 VZ 

«24 «34 «44 «45 V4 

«25 «35 «45 «55 v5 

V, Vo V, Va 1 

1 

Di 

D 
o 

o 

O 

«23 «24 «25 v2 

«33 «34 «35 VZ 

«34 «44 «45 v4 

«35 «45 «55 V5 

Dx 
V2 + D2 V3+D3 «4 + D4 Vh *'3 

vi î’5 1 

— -jj~ (D D — (D\ z'o + D3 V3 + Dz V4 -f- D4 V5)
2). 

Wir setzen (D =f= o) : 

(12) Dx V2 d~ D2 V3 -h D3 V4 d- D4 V5 DD 
1 d- v] 

2’ 
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so daß wird: 

(13) Ä = 
16 • X • a • s • 7) • j/Z? 

(1 + A2) (1 +a2) (1 + e2) (1 +-/]2) ’ 

damit ist À rational durch die Parameter dargestellt; das- 

selbe gilt von Ax, A2I A3, A4- Die Determinante von (11) ist 

Ai + Ao + A3 +Ai = D\ somit ergibt sich aus (11): 

(14) 

Xo D 

y 2 D 

z* D 

i'2 D = 

Ar 

h 

h 

A4 

h 

h 

G 

A A2 A3 

rz’23 A3 ^3 

«24 A4 s\ 

â25 A5 ^5 

Ai A A3 
Al <?23 ~'3 

#24 ^4 

*^5 #25 ^5 

Ai A2 A A4 
'*'3 A3 7?23 G 

Xi A4 <724 G 

^5 A5 7725 ^5 

Ai Ao A3 À 
x3 A3 z3 <723 

Xi A4 Al <724 

As A5 ^5 <725 

A Ai 

A A2 — 

A A3 

AA. — 

o ;r, XA As 

<323 <?33 «34 <735 

<724 <734 <744 <745 

7725 <735 <?45 <755 

0 A3 4h As 

<723 <733 <734 <735 

<724 <734 7744 Ö45 

7725 7735 7745 7755 

o 23 Si z-0 

7?23 7733 <734 <735 

7724 7?34 <744 (745 

7?25 7735 <745 (755 

0 G G ^5 

7723 7733 <731 <735 

<724 7734 <744 (745 

7725 7735 7745 <755 

Endlich ergeben sich xv ylt s1, iv1 aus den Gleichungen A) 

durch Hinzunahme von: 

(H) 

xi Ai -1 h vx 

X2 y2 z2 A 7^2 

xi T^i +Ai A2 + AL Aj-f/jAj -j- z\ z5, 

A2 = 

all a12 a13 ali a15 

a12 a22 a23 a2i a2o 

a13 a23 7733 7734 773S 

aU 7724 <734 (744 (715 

<7i5 7725 7735 <Z45 (755 
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Die Determinante des Systems ist: 

Ai A, A3 A4 A5 

«12 «22 «23 «24 «25 

«13 a23 a33 «34 «35 

«14 «24 «34 «44 «45 

«15 «25 «35 «45 «55 

= Al + Al + Al + Al + A? = B. 

Alan findet so: 

(16) 

x1 D = 

yiD = 

*iD = 

txD = 

vx D — 

^ ^2 ^3 ^4 ^5 

«12 y2 z2 ^2 ^2 

«13 A3 Z3 ?3 V3 

«14 A4 zi h »4 

«15 A5 z5 h V-a 

Ax A A3 A4 A3 

X2, ^12 ^2 ^2 ^2 

Ai A2 A A4 Ag 

x2 A2 «12 ^2 ^2 

Ai A2 A3 A Ag 

*2 A2 ^2 «12 ^2 

= AA4 

AI Ao A3 A.J A 

x2 A2 z2 12 «12 

= A A, —• 

A A3 — 

= A At 

= A Ag 

O Xt£ X 3 Xx X§ 

«12 «22 «23 «24 «25 

«13 «23 «33 «34 «35 

«14 «24 «34 «44 «45 

«15 «25 «35 «45 «55 

° A2 A3 A4 As 

«12 «22 «23 «24 «25 

O ^2 Z3 zi zö 

«12 «22 «23 «24 «25 

O /o 13 /4 /g 

«12 «22 «23 «24 «25 

O V2 V3 Vx V5 

^12 ^02 ^23 ^24 ^25 
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Ist D = o, so ist zunächst (12) entsprechend zu modifizieren 

(auf der rechten Seite ist 7] zu setzen), womit sich die Darstellung 

von À in (13) ebenfalls ändert. xlt yx, zx, f1 berechnen wir nun 

aus den 4 Gleichungen: 

xx xh+ y1yk + zxzk + txth = älh, k=2, 3, 4, 5, was ergibt: 

(17) 

*1 À = 

«12 3b z2 7 2 

«13 3b Z3 73 
■^14 3'4 ^4 74 

«15 3b ^5 75 

«12 V2 Z2^2 v2 

a13 y3 Z3 7ß Z-’3 
ßi4 3b zi t1 

«15 y5 z5 75 t'5 

V1 O Q O 1 

«12 3b ^b 72 ^2 10000 

O ff 2 *b 72 1’ 2 

° y3 z3 7 3 ^3 

o _}'4 ^4 /4 Z’4 

o y5 z5 h v5 

O x2 x3 xx x5 1 

vi «12 «i3 «14 a15 o 
v2 «o2 «23 «24 «25 x2 

v3 a23 a33 «34 «35 x3 

vi «24 «34 aii «45 XH 

v5 «25 «35 «45 «55 xä 

vx bestimmt sich aus der linearen Gleichung: 

«n Â2 = 

o xx yx sx tx 

«12 X2 y2 z2 12 

«13 x3 y 3 Z3 73 

«14 x\ 3b zi 74 

«15 x5 3b Zo 75 

1 xx yx Sy tx 

O X2 y 2 22 /2 

O X3 y 3 Z3 7 3 

° Xi 3b zi 74 

o x5 y5 z5 ts 

«11 2 Æ12 2 «13 2 «14 2 «15 

Û12 Cl22 CI 2.2 #24 Ci 25 
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(iS) 

an a 12 «13 au au 
au a U a13 ali a15 tx 
avz • • • • 
a13 • /3 

æ14 ' ' ' ’ G 
aU • ■ • • ^5 

A ^3 G G 1 

0. 

Von der Betrachtung der weiteren Sonderfälle wird ab- 
gesehen : 

§8. 

n~> 5. 

1. Aus den Gleichungen 

A) Xjt j -)- x2“l- ’ ’ “b^hn xkn ^i/u k = 1, 2, 3J 1 

und der Determinante 

, « 

(0 

A = 

X11 ^"12 * 

^t*21 -^22 * 

.r 1 n 

Xo, 

nl 'vn2 ’ ‘ ’ xn 

XU ^1 "t” D2 Ao “b ’ 

A2 = 

^11 ^12 
^12 ^22 

alji a2n 

al n 

a>-n 

bestimmt man für 

(2) D = 

Ax A2 

■^21 -^22 
A„ 
X2n 

Xnl Xn2 • ’ • *; 

'*'1 n A») 

= A®+AS+...+A
2

„ 
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(D- A = 

ß22 ß23 
a23 a2Z 

A O 
a9. 

aln a2n 

a. 

nn 

O 

a, 

‘ Cl.) y 

wenn A =j= o; gilt aber auch für A = o) 

die Veränderlichen xn, x12, . ■ xln: 

Ai A2 • • Aa_! A Aft+1 

^21 ^22 * * ^'2,h- 1 ^12 ^2,/{-fl 

(3) Xu, D = 

* X C) 

xn2 xn3 ’ * %n, h — 1 wln ^n, /i-fl 

O %2 h ^3 ft ' ‘ xnk 

^12 ^22 ^23 * ‘ * ^2n 

CC1 n 

AA/(- 

alna2n a'in ' ' ' ann 

Ist D = O, so kommt aus 

*11 *ft 1 +*12*/; 2 + ' • ' + *l,n — 1 *ft, n— 1 = ^lk ~ alh *ln *fti 

+ =2,3,.. 

*21 *22 ' ' ' *2,/; —1 %2 *2,ft + l‘ ' '*2,n—1 

(4) 

'-I ft A = 

■^'TJ 1 9 * * AT. & 1 r> -^>1 1/4-1 ' ’ * n, /{— 1 al n A'n,h +1 

*n 1 *n 2 

*2, n — 1 

t'n, /; — 1 

,AS = 

n,n — 1 

<?22 7723 - ’ ‘ 772n 

7723 7?33 ' ’ ‘ 7?3n 

7^2 n a‘in ’ 77 j 
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oder: 

xlk A2 

o x21 x31 

l'l n a12 a13 

x2n a22 a23 

xn 1 1 

^1 n O 

C21 

XJJ 77 flo 71 ^3 TL 71 X n n A’n 1 

xln bestimmt sich aus der linearen Gleichung: 

öii À2 = 

O Xu x12 

CI 12 -^21 ^22 

Æ 1 n xn 1 xn2 

Cl il 2Cl 12 2CI 13 

Ci 12 CI 22 

Clin &2n 

Xo ,n— 1 

X n,n— 1 

2d in 

* CI 2 n 

1 

o 

o 

O 

11 

d. h. 

(5) 

a il a i2 • • «in 

<212 <2 22 • • «2n 

an a12 

a12 a22 

■ aln xu 

• Cl X O ) 

toln u'2n 

xin X-2a 

2. Aus 

B) x2\ xn-j--- ■ -\-x2i77—1 Xi,n—x= à21 = do I x-2 nxln; 

erhält man mittels 

À = ^21 Äi + x2n À2 + • • • + x2> n_i Àn_ 

X\t 71— 1 

xn, n — 1 

= O. 

1=2,1...,11 

die Beziehungen: 
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(6) D X2k = 

Ai Â2 
X31 X32 

■ A;,_ i À Ä/j+i ■ 

• X
3, k—1 a

23
X

3,h+l‘ 

Än—1 
x 3, n—1 

= A Ai, —• 

O ^3 /; ^4 /{ 'üi k 

dabei ist: 

(7) D — Al + Àâ + ■ • • + An. 

ö33 ö34 ' ' ‘ a3n 

Setzen wir nun: 

(8) D = 1^22 A^i -f" •••&■> n Dn—], 

so wird: 

A2 = 

a22 a2 n x2 n 

a2n 

X.lr 
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Für D =p o setzen wir: 

X2 1 

(9) Dx x2 n + D» x3 n + ... + Dn_ 1 xn n = VDD ^2 1 > 

so daß wird: 

Das weitere Verfahren ist klar. 


