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Uber den Koeffizientenkérper von Reihenentwicklungen,
insbesondere algebraischer Funktionen.

Von F. Lettenmeyer in Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung am 5. Februar 1933 von Herrn Perron,

§ 1. Einleitung.

Es sei f (x,%) ein Polynom #-ten Grades in y, dessen Koeffi-
zienten Potenzreihen in x sind:

n co
fly) = X As(x) ¥,  As(x) = X ags 22

6=10 o=10
Dann gibt es Potenzreihen der Gestalt
oo i ~
() et (ro und £ ganz, 7'0§O, £ =>0),

¥=1,

welche, fiir v eingesetzt, die Gleichung

(2) S y) =0
formal erfiillen. Dies heiBt: nach formaler Ausrechnung der
linken Seite und Zusammenfassung der Glieder mit gleich hohen

Potenzen von x entsteht eine (ev. mit einem negativen Exponen-
1

ten beginnende) Potenzreihe in x*, deren simtliche Koeffizienten

aleich Nuill cind

» kom-

id, ins-

. . . . . . . Funk-
Die Verwelsungen beziehen sich nicht auf die Pagi-
nierung des Heftes, sondern zahlen die Seiten dieser

Arbeit fiir sich. So ist (%) be-

auf S.118 mit S.5 die S.107 gemeint, .« nicht

S.119 mit S.4 die S. 106, em die

S. 121 mit S. 13 die S. 118, 'r Cha-

S. 127 mit S.8 die S.110. ier die
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Der Existenzbeweis fiir solche Reihenentwicklungen (1) wird
in der Lehre von den algebraischen Funktionen gewdshnlich mit
funktionentheoretischen Hilfsmitteln gefiihrt; ein solcher Beweis
kommt hier natiirlich nicht in Betracht. Einen Beweis fir die
obige Aussage in der eben formulierten Allgemeinheit haben
Hensel und Landsberg gegeben?!; und zwar durch eingehende
Analysierung der Methode der sog. Puiseuxschen Diagramme,
welche gewdhnlich nur zur numerischen Berechnung der Ent-
wicklungskoeffizienten ¢, verwendet wird.?

In der vorliegenden Arbeit wird die Existenz solcher Reihen-
entwicklungen (1) stets vorausgesetzt; es soll sich dann um Aus-
sagen iiber die Natur der Koeffizienten ¢, handeln. In dieser Be-
ziehung sei zundchst folgender Satz genannt:

Wenn eine Potenzreihe (1), fiir ¥y eingesetzt, diec al-
gebraische Gleichung n-ten Grades (2) formal erfullt,
so gehdren die simtlichen Koeffizienten ¢, einem
endlichen algebraischen Erweiterungskorper iber U
von hochstens #-tem Grad an.

Es gehoren also z. B. die Entwicklungskoeffizienten einer
algebraischen Funktion 7-ten Grades an der Stelle o einem alge-
braischen Zahlkérper héchstens #s-ten Grades iiber dem Korper
der Gleichungskoeffizienten an.

Dieser Satz ist, ohne ausdriicklich formuliert zu sein, in einer
Arbeit von Runge vom Jahr 18872 enthalten. Dort wird S. 430
bewiesen, daB3 die ¢, cinem endlichen algebraischen Kérper tiber
A angehoren; aus einer spiteren Bemerkung (S.431 Z.25—20)
148t sich dann schlieBen, dafl dieser Korper von hochstens z-tem
Grad sein kann. Auch mit Bentitzung der von Hensel und
Landsberg a.a.O. Gber das Puiscuxsche Verfahren bewie-
senen Hilfssdtze 148t sich der Satz gewinnen.

! Henselund Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer
Veranderlichen usw., Leipzig 1902, S. 3g—67.

2 Einen andern Existenzbeweis werde ich in ciner an die vorliegende an-
schlieBenden Arbeit mitteilen.

8 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle) Bd. 100,
S.430—431. (Dab es sich dort um Reihenentwicklungen an der Stelle oo han-
delt, ist natiirlich unwesentlich.)
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Der Zweck der vorliegenden Arbeit war urspriinglich lediglich
der, fiir den genannten Satz einen besonders elementaren Be-
weis mitzuteilen, wobei nichts aus der Lehre von den algebraischen
Zahlen beniitzt wird. Es 1aBt sich ja auch der Satz, ohne den Be-
griff des Grades eines algebraischen Kérpers zu verwenden, ein-
fach so aussprechen:

Die ¢, lassen sich sukzessive aus den @, durch Auflésung
algebraischer Gleichungen berechnen; man braucht dazu nur
endlich viele nichtlineare Gleichungen, und das Produkt der Grade
dieser letzteren ist < 7.

Nun leistet aber der Beweis mehr. Einmal zeigt er nimlich,
daB fiir den Grad des ,,Koeffizientenkorpers' (so sei der die simt-
lichen ¢, enthaltende endliche algebraische Erweiterungskérper
iiber A kurz genannt) eine Schranke besteht, fur deren Angabe
die Zahl 2 gar nicht in Betracht kommt. Der oben formulierte
Satz ist also insofern keine abschlieBende Erkenntnis, als der
Grad des Koeffizientenkorpers mit dem Grad der algebraischen
Gleichung eigentlich gar nichts zu tun hat, abgesehen davon, daf3
die fur den Grad des Koeffizientenkérpers angebbare Schranke
ihrerseits trivialerweise mit < 2 abgeschitzt werden kann.

Hat man diese Unwesentlichkeit der Zahl » erkannt, so liegt
die Vermutung nahe, dal3 sich der ganze Tatsachenkomplex (Exi-
stenz des Koeffizientenkérpers und Aussage tiber seinen Grad)
auch vorfinden wird, wenn eine Potenzreihe (1) eine Gleichung
,,unendlich hohen Grades in v* formal erfiillt, d.h. eine Glei-
chung der Form

(3)

o
Y Gux?y° = 0.
0

LY

|
It

o=0 0

Dies ist nun in der Tat mit gewissen Einschrinkungen richtig.
Die Ergebnisse lassen sich in dem Fall am leichtesten aussprechen,
daf} es sich um eine Potenzreihe (1) ohne negative Exponenten
handelt. Schreibt man die Gleichung (2) in der Form

(o]

3wy (3) =o,

0=10

&

wo also die @, (y) Polynome hdchstens n-ten Grades in » mit
Koeffizienten aus ¥ sind, und natiirlich @ () als nicht identisch
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Null angenommen werden darf, und setzt voraus, dafl diese Glei-
chung durch eine Potenzreihe der Form

o v

S ot

v=10
fur y eingesetzt, formal erfillt wird, so liefert der im folgenden
gegebene Beweis als Schranke fir den Grad des Koeffizienten-
kérpers den Grad e des Polynoms @ (#), der natiirlich < # sein
kann. (Ubrigens wird spiter in den Sitzen I und II noch eine
bessere Schranke angegeben werden.)

Bei dem Beweis dieser Tatsache wird nun gar nicht davon Ge-
brauch gemacht, daf3 die Grade der Polynome @, () beschrinkt
sind; der Beweis bleibt ohne weiteres giiltig, wenn dicse Grade
nicht beschrinkt sind.?

Wir legen also den folgenden Untersuchungen fir den Fall,
daf} in (1) ry = 0 ist, eine Gleichung der Form

"o
22 Dy (y) =0 mit Dy(y)= X @ y"
0 G=10
(nicht alle ag, seien = o)

5

[N

@) 3

zugrunde, wobei die Zahlen 7, nicht beschriinkt zu sein brauchen.
Die Gesamtheit der Gleichungen (4) 146t sich noch in anderer
Weise charakterisieren:
Es sei R>>o0 cine beliebig groll vorgeschriebene ganze Zahlund

S = max 7, mit 0 < ¢ <_ R,

dann gibt es in (4) keine a4 mit 0 < ¢ <~ R und 6 > S.
Wird also die linke Seite von (4) in der Form

4 Dal} es auch 1mn diesem allgemeineren Fall von Gleichungen unendlich
hohen Grades formal erfiillende Potenzreihen gibt, wird in der vorliegenden
Arbeit stets vorausgesetzt. Der in Fulinote z angekiindigte Existenzbeweis
wird sich auf alle diese Fille mit erstrecken.

5 Die 5o brauchen hier nicht die wahren Grade (im Sinn @ua,, + 0) der
betr. Polynome zu sein; dies sel hier lediglich festgesetzt, damit in (3) die
innere Summe auch Null bedeuten kann. Die vorhin eingefithrte Zahl o ist
also << 7.
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geschrieben, so beginnt fiir 6 > S die innere Summe frithestens
mit o = R; da R beliebig war, bedeutet dies, das sich jede Glei-
chung (4) in der Form schreiben ldf3t:

[ w]
Y As(x)y"=o0

G =0
(5) . e ol - ,
mit Ag(x) = X @es 2%, % gs=0, lim go= 40
0=gs G200

(nicht alle g5 seien >0 und nicht alle @y, seien = o).

Umgekehrt ist auch jede Gleichung (5) von der Form (4); denn
sammelt man auf der linken Seite von (5) die Glieder mit ein
und derselben Potenz von x, so gibt es nur endlich viele.

Die Gleichungstypen (4) und (5) sind also einander
iquivalent; insbesondere sind auch die Spezialfille einander
iquivalent, dal} in (4) die Zahlen 7, beschrinkt sind und dal}
in (5) von einem gewissen Index an alle 4, (x) identisch Null
sind, d.h. daB (3) eine Gleichung endlichen Grades in y ist.

In §2 und §3 werden die angekiindigten Behauptungen fir
die Gleichungstypen (4) und (5) und den Fall, dal in (1) vy = 0
1st, bewiesen werden.

In § 4 wird der besondere Fall behandelt werden, dal3 »y =>o0
ist, und es wird sich herausstellen, dal3 man dann einen viel all-
gemeineren Gleichungstypus zugrunde legen kann, ndmlich eine
Gleichung der Form

oC
Y @ ¥y’ =0

0

00

PR

IS

]

]

ohne jede Einschrinkung, auer daf3 natiirlich nicht alle ¢,s =0
sein sollen.

In § 5 wird der Fall behandelt werden, daB die Potenzreihe (1)
auch negative Exponenten enthiilt. Eine einfache Transformation
wird zeigen, dall man sich auf solche Gleichungen vom Typus (5)

¢ Aus einem analogen Grund wie in der vorigen FuBnote brauchen hier

nicht die ag;6 + 0 zu sein.
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beschrinken mufB, bei welchen die Anfangsexponenten g, starker

k
gelten:

als

o (vp ist jetzt negativ) gegen - oo wachsen;d. h. es mul}

. Vo o .
Jim (go g o) = e

abgesehen von dem ebenfalls zuldssigen Fall einer Gleichung end-
lichen Grades in y. Fiir den Typus (4) bedeutet dies (s.§ 5) die
Einschrinkung
. &
s)grr;o (ng -+ vo Q) = ——CO,

Die Angaben iiber den Grad des Koeffizientenkérpers werden
dann auf den Fall einer Potenzreihe ohne negative Exponenten
zuriickgefithrt werden. In dem Spezialfall einer algebraischen
Gleichung #-ten Grades in y wird sich a fortiori wiederum die
Schranke < # ergeben.

In § 6 soll schlieBlich noch ein einfacherer Beweis fiir die Tat-
sache allein gegeben werden, dal3 der Koeffizientenkérper ein
endlicher algebraischer Korper tiber 9 ist, also ohne eine Aus-
sage Uber seinen Grad.

§ 2. Der Hauptsatz.

Wir beschiftigen uns zunidchst mit dem Fall, dal} cine Potenz-
reihe der Form

2

<6> PRIV A
y=10

fiir v eingesetzt, eine Gleichung der Form (4)

oo
S 22Dy (y)=o0
formal erfiillt. =
Vorbemerkung: Fiir x = o (d. h. durch Sammlung der von
x freien Glieder) ergibt sich @, (¢,) = 0. Das (nach Annahme
nicht identisch verschwindende) Polynom @, (3) hat also einen
Grad » = 1. Als Wurzel des Polynoms Py () ist ¢, einc alge-
braische Gréle eines bestimmten Grades w ber 9. Es bezeichne

¢ die Vielfachheit von ¢, als Wurzel von @, (). Dann ist w — 7;
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Es ist namlich bekanntlich méglich, durch rationale Operationen
aus Py (y) ein Polynom ¥ () mit Koeffizienten aus % zu ge-
winnen, das die simtlichen g-fachen Wurzeln von @, (y) als ein-
fache Wurzeln und keine weiteren Wurzeln besitzt. Die Anzahl
der g-fachen Wurzeln von @y (y) oder der Grad von ¥ (y) ist

nun eine Zahl < ™. Daher ist sicher < %;

Unter Verwendung dieser Vorbemerkung sprechen wir nun
folgenden Satz aus:

(o]
Satzl: In F(x,y)= X 229,(y)
0=10
seien die @,(y) Polynome in y mit Koeffizienten aus
einem Kérper . (Die Grade dieser Polynome brau-
chen nicht beschriankt zu sein.) @, (¥) sei nicht iden-
tisch Null

(9]
Die Potenzreihe X ¢, a” erfille, fur y eingesetzt,
v=10
formal die Gleichung # (x, v) =o0.
m, g, w seciecn die in der Vorbemerkung erklidrten
Zahlen.

Behauptung: Simtliche ¢, gehdren einem endlichen
algebraischen Erweiterungskdrper iber % an, dessen
Grad = wg, also erst recht < 2 ist.

1. Anmerkung: Dic Gleichung # (x, ¥) =0 kann auch in
der dquivalenten Form (5) des § 1 erscheinen.

2. Anmerkung: Ist /7 (x,¥) = o speziell eine algebraische
Gleichung vom Grad » (vgl. § 1), so ist #2 < 7, da ja die Grade
sogar aller Polynome @, () hochstens gleich 7 sind.

m
3. Anmerkung: Es sei @y (y) = Y @y, v"und ¢y == 0. Dann
G=/l
sind die fiir ¢y beziiglich dieses Polynoms definierten Zahlen w
m—u
und ¢ offenbar dieselben wie bezliglichdes Polynoms X a4 ;. ,3°;
a=0 ' '

3
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also wg < m— . In diesem Fall kann also der Grad des Koeffi-
zientenkorpers mit 7 — w abgeschitzt werden.

Beweis des Satzes I.

Verabredung: @, ohne Argumentangabe bedeute stets
D (co)-

Wir setzen die Potenzreihe (6) in £ (v, ¥) ein und ordnen for-
mal in eine Potenzreihe in & um:

co
Y K; A
i=0

Nach Annahme sind dann alle K; =o.

Zunichst ist (s. Vorbemerkung) K= @, Nun sei A > 1. Der
Koeffizient K; wird offenbar bereits dann erhalten, wenn in dem

Ausdruck
/e j—p0
S aed, (;‘ Ee?
0o=10 =20

die Glieder mit x* gesammelt werden. Hieraus ersieht man ein-
mal, daB K, endlich viele Glieder enthalt, ferner dal3 A; keine
anderen ¢, enthalten kann als ¢,, ¢y, -++, ¢i. Suchen wir nun die
Glieder von &7;, welche ¢; enthalten, so mul} p = 0 scin; es geniigt
also, sie aus dem Ausdruck

P2
DY — 1 ’
‘f’o(_c,,, )~ P, Dy

2 I A 2
P i o) | X)) + .-
i () e 2

1 y=1

»

zu sammeln, was ersichtlich & ¢; liefert. Es ist also fur 2 > 1:

K, = @y ¢; 4 Polynom in ¢, ¢q, +++, ¢z mit Koeffizienten
aus .

Das Gleichungssystem A; = o (A = 1) liefert also im Fall
Py ==o0 (d. h. g=1) sukzessive ¢, ¢y, ¢3, +++ als GroQen des Kor-
pers §& (3, ¢y) vom Grad w. Damit ist im Fall & - o der Satz I
bewiesen.

Da &, (’v) ein Polynom m-ten Grades (m 1) ist, sind die
Grollen &, 4 O y o ~, o™ nicht alle = o. Es gibt also eine ganze
Zahl © mit 1 = o < m, fir welche folgendes gilt:
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&, l

r? ’
Py, Py

I 117 124 !
by, Py, Dy

Dol Plo—D ...

sind alle = o;
(im Fall o = 1 fillt dies weg)

I
(])(T)—‘Z J

D@ P lo—h , @.—y sind nicht alle = o,

)

Im Fall o = 1, d. h. @( = o, ist Satz I richtig. Wir filhren nun

einen Induktionsbeweis, indem wir die Behauptung fiir w =1, 2,

-+, p—1 (p = 2) als bewiesen annehmen und hieraus ihre Rich-
tigkeit fir w = p schlielen.

Es gelte also:
(a) &, M=o fir alle 0 >0, 1> 1 mit 0 1< p;
(b) ) D= .l nicht alle=o.

Es ist daher ¢4 eine mindestens p-fache Wurzel von 9, (3); d. h.
r=q

Wir setzen nun y = ¢; + az; dann wird

(o, 9] (o) P 4
Flx,v) = X a2 3 @ ,0x ;3 hierin o 4 7=« gesetzt:
u=10 =10 e
o (£4 ~T
= N ot N (7)) e
=2 2 (Ilu—- LA /"
=0 1= ’

Nun sind nach (a) alle ¢{) =o mit «a <~ p, 7 > 1; also
(a~—p =0 gesetzt)
p—1 o pto o
= ‘1‘ s ([)“ + al '_\‘ xY ‘lv (],(7). o 3
«— 0 250 0 pro—rq/
DaB3 /7 (x, v) durch die fir y eingesetzte Potenzreihe (6) formal
zu Null gemacht wird, ist nun gleichbedeutend damit, dal} der zu-
letzt erhaltene Ausdruck durch die Potenzreihe

(&)

(7) PRSI A
=0

,

fiir z eingesetzt, formal zu Null gemacht wird. Hieraus folgt:
hy = fir u=o0, 1,---, p—1.

(Von diesen Relationen mit ¢« =1, - - -, p— 1 wird kein Gebrauch

gemacht.)

S*
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Wir gewinnen also die Aussage:
Die Potenzreihe (7) erfiillt, fiir z eingesetzt, formal die Glei-
chung

oo —_—
S v D, (2) =0,
o=0

P+e

T . R
wo zur Abkiirzung X @8, . S, =, (2) gesetzt ist.
=10 N

Hiebei sind die @, (#) Polynome in z mit Koeffizienten aus dem

p o7
Koérper & (U, co); P (5) = X (I)g?__r 1/ ist, wie aus (b) folgt,
=10 T

nicht identisch Null und hat einen Grad 7 mit 1 < 2 < p.

Damit liegt ein Sachverhalt vor, der dem in Satz I voraus-
gesetzten Sachverhalt véllig analog ist; es treten an Stelle der
&, () die @, (2), an Stelle von » die Zahl 2, an Stelle von 2 der
Korper § (2, ¢), an Stelle der ¢, die ¢, 14 (r 22 0). ¢ ist Wurzel
des Polynoms ¢ (2).

Es gibt dann auch eine zu der Zahl o analog definierte Zahl
o mit 1 <o < m.

Ist nun w <" p, so liefert die Induktionsannahme, auf den neuen
Sachverhalt angewandt, folgende Aussage:

Samtliche ¢, 41 (» 22 0) gehéren einem algebraischen Lrweite-
rungskérper iiber § (A, ¢) an, dessen Grad < s ist. Als Er-
weiterungskorper iiber 9 hat er daher einen Grad = wm; wegen
m < p < ¢ ist damit die Behauptung des Satzes [ bewiesen.

Es sei nun = p. Dies besagt (nach Definition von m) unter
anderm, daB @g, &y, - - -, D=1 alle = o sind. Dabei besteht
jetzt die Verabredung: @, ohne Argumentangabe bedeute
stets D, ().

Wegen o << m < p ist jetzt m = p; d. h. (weil @, (5) mit
D) ;1; beginnt): @y == o oder, was dasselbe ist: @,® - o,

Es ist also ¢; eine p-fache Wurzel von @, (2), woraus folgt
(vgl. die Vorbemerkung), daB3 ¢; dem Kérper §t (2, ¢,) angehort.
In dem neuen Sachverhalt tritt also an Stelle von ¢ die Zahl p,
an Stelle von w die Zahl 1.
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Wir setzen nun 2= ¢; + x# und fuhren fiir den neuen Sach-
verhalt genau dieselbe Transformation durch wie bei dem ur-
spriinglichen. So gewinnen wir die Aussage:

oo
Die Potenzreithe X ¢, a¥ erfiillt, fiir « eingesetzt, formal
v=10

oo e
die Gleichung X x¢ @, (x) = o,

o=10

p+e o 2%T —

wo zur Abkirzung 2:0 (l)glrg_, = b, () gesetzt ist. Hie-
bei sind die (Y); (u) Polynome in 2z wieder mit Koeffizienten aus
dem Korper & (U, ¢g); P (22) ist nicht identisch Null und vom
Grad p.

Das ist nun wiederum ein dem urspriinglichen analoger
Sachverhalt, zu welchem es eine Zahl w mit 1 < w < p gibt. Ist
w < p, so folgt genau wie oben die Behauptung des Satzes I;
ist w = p, so folgt ebenfalls genau wie oben, dal} ¢, dem Korper
K (U, ¢,) angehort.

Es ist nun klar, dal sich das Verfahren in véllig analoger
Weise fortsetzen laf3t, und hier gewil3 entbehrlich, dies durch ein
Induktionsverfahren ausfithrlich darzutun. Entweder tritt einmal
eine mehrfach tiberstrichene Zahl o auf, die <7 p ist; dann folgt wie
oben die Behauptung des Satzes I. Oder es sind die weiteren
Zahlen o simtlich = p (das Verfahren bricht dann niemals ab);
dann gehdren samtliche ¢, (v = 1) bereits dem Koérper & (2, ¢)
an, womit die Behauptung ebenfalls als richtig erkannt ist.

§ 3. Erweiterung auf Potenzreihen mit nicht negativen
gebrochenen Exponenten.

Es sei die Gleichung # (x, v) = o des Satzes I durch eine Po-
tenzreithe der Form
o v

(8) N oo at (£>>0, ganz)

v=20

formal erfiillt. Die Vorbemerkung in § 2 bleibt wortlich er-
halten.
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1

Setzen wir nun 2% = ¢, so wird die Gleichung

o0
X e d,(yy=o0
‘(_)_—0
ew)
durch die Potenzreithe Y ¢, #*, fir v ecingesetzt, formal crfillt.

=0
Hierauf 1aBt sich Satz I anwenden, und wir erhalten den

Satz II: Erfullt eine Potenzreihe der Form (8), fiir »
eingesetzt, formal die Gleichung # (v, v) = o des
Satzes I, sogilt wortlich die Behauptung des SatzesI.
Die darin vorkommenden Zahlen m, ¢ und w haben
dieselbe Bedeutung wie dort.

Die Anmerkungen zu Satz I bleiben wortlich bestehen.

§ 4. Potenzreilien mit nur positiven Exponenten.

Die Sitze I und I umfassen natiirlich auch den Fall, daf} die
Potenzreihen (6) bzw. (8) mit einem positiven Exponenten von
beginnen, d.h. dall ¢; = o ist, ev. auch noch ¢y =0, =0, ..,
bis zuerst ¢, == 0 sei (» =>0). Die Potenzreihe (8) hat dann die Form

r oo v
(9) % 3 cpupat (» und £ positive ganze Zahlen, ¢, 0).
y=0

In diesem Fall ist w =1 (da ¢, = 0 dem Korper % angehort),
und ¢ 146t sich sofort aus dem Polynom

Do (¥) = oo+ g ¥ o+ @y ¥,
wo jetzt @y = 0 ist, ablesen; es bezeichne «,, die erste von Null
verschiedene unter den Zahlen ayy, @gy, - - ., @op; dann ist ¢ = p.
Der Satz II liefert also fir den Grad des Koeffizientenkorpers die
Angabe: < u.
In zweierlei Hinsicht lohnt es sich indes, diesen Spezialfall noch
besonders zu untersuchen. Es liegt nahe, die Gleichung #(x,v) =0
in diejenige umzuformen, welcher die Potenzreihe

o] »

(10) S i xh (er -+ 0)
v =10
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geniigt, und erst hicrauf den Satz Il anzuwenden. In der Tat
wird sich so eine im allgemeinen bessere Aussage tiber den Grad
des Koeffizientenkorpers ergeben. Aber noch mehr: Die genannte
Umformung fiihrt auch dann fiir die Potenzreihe (9) diec Anwend-
barkeit des Satzes II herbei, wenn die urspriingliche, durch (g)
erfiillte Gleichung gar nicht von dem besonderen in den Sitzen [
und I1 geforderten Typus ist, sondern nur iiberhaupt von der Form

o oxc
(11) S X ap x%y"=0
o=006=0

ohne jede Einschrinkung, auller dal3 natiirlich nicht alle g¢,; =0
sein sollen.

Wir setzen also voraus, dal} die Potenzreihe (g), fir y eingesetzt,
r

die Gleichung (11) formal erfiille. Mittels v = 2" zund &0 - 706 = «
geht (11) Gber in
"t
xh W, (2) = o,
0

(12)

R

24

wo W, (2) = 2a,s 27 ist, erstreckt iiber alle 0,6 mit 20 -+ 76 =q,
00, 6 ~0; es sind also die ¥, (z) Polynome in 2z, worunter
auch identisch verschwindende scin kénnen.

Es bezeichne 'V, (2) das erste nicht identisch verschwindende
dieser Polynome. Die Zahl g ist also durch die Eigenschaft de-
finiert: Alle @, mit 4o 4 76 < ¢, sind = 0; es gibt a,s mit
ko 70 =ay, und diese sind nicht alle =o.

Dann gibt es sicher mindestens zwei solche a,; == 0 mit
ko +ro=ay; d.h. ¥, (z) ist ein mindestens zweigliedriges Poly-
nom. Wire namlich ¥, (z) = a2 (a0, y 2 0), so wiirde die linke

“
Seite von (12) mit x* @ 27 beginnen, und dann kénnte sich nach
Ug
Einsetzung der Potenzreihe (10) fiir z das Glied x* a ¢ wegen
¢r == 0 gegen kein anderes wegheben, wihrend doch die Gleichung
(12) erfiillt sein soll.

Diese Bemerkung gestattet eine Aussage iiber die Zahl a,
welche sich am einfachsten geometrisch fassen 1aBt: Die Strecke
ko --ro=uay 00,0 >0, der o,6-Ebene enthiillt mindestens zwei
Gitterpunkte. Hieraus 1463t sich schliefen:
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09 = v, wo v das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von £
und # bezeichnen soll.

Beweis: Es bezeichne & den griéfiten gemeinschaftlichen Teiler
von £ und 7. Bekanntlich ist dann £» = vd.

Die Strecke 4o+ r0 = v enthilt die beiden Gitterpunkte (o, '2)

’

d’
kann es auf keiner Strecke £0 76 =«, 0 2> 0, 6 >0, geben, da

und ( o). Einander nidher liegende Gitterpunkte als diese beiden

sonst der Bruch aus den Zahlen & und 4 sich nochmals kiirzen

d d
lieBe, was nach Definition von & nicht der Fall ist. Keine Strecke
mit a< v kann also mehr als einen Gitterpunkt enthalten.
In (11)sind also notwendig alle @, mit 20 + »o<_ v gleich Null.
Die Potenzreihe (10) erfullt also die Gleichung

oo 4
3 W, ()=,
o= 0

1
auf welche nun der Satz [ angewandt werden kann (mit «* statt x).

An Stelle des dortigen ¢ und @y () treten hier ¢, und das Poly-
nom Y, (z), aus dessen Beschaffenheit die Angaben iiber den
Grad des Koeffizientenkorpers zu entnehmen sind.

Beschrianken wir uns auf die Aussage, daf} dieser Grad hoch-
stens gleich dem Grad des Polynoms Y, (2) ist (das ist der groBte
Index o, der bei den a,;=-0 mit £o + »6 = ¢y vorkommt), so er-

halten wir die Angabe < {:_0.

Wegen ¢, == 0 1st jedoch die Anmerkung 3 des Satzes | anwend-
bar und liefert als Schranke die Differenz zwischen dem gréf3ten
und dem kleinsten Index o, der bei den @y5 = 0 mit 4o + 76 =«
auftritt.

Fir den besonderen Fall, dal3 die Gleichung (11) von dem fiir
die Sitze I und II erforderlichen Typus ist, stellt folgende Be-
merkung die Verbindung mit dem am Anfang dieses Paragraphen
Gesagten her:

.. . «, .
Da jetzt nach Definition der Zahl «; alle @y, mit 6 ° gleich
v

Null sind, ist die am Anfang dieses Paragraphen eingefithrte
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Zahl p sicher > % Damit ist gezeigt, dall die oben gewonnene
7
Aussage < %0 im allgemeinen (d.h. abgeschen von dem mog-
= y

lichen Spezialfall p = {;O) schirfer ist als die am Anfang dieses

Paragraphen gewonnene.

Wir fassen zusammen in

Satz IIl: Die Potenzreihe

oC e
X ¢, 2% (rund £ positive ganze Zahlen, ¢ == 0)

ve=r

erfiille, fiir v eingesetzt, die Gleichung

oo ()
Y Y awsx?y’=0 (nicht alle g, seiecn =o0).
0=006=90

Dann gehoren simtliche ¢, einem endlichen alge-
braischen Erweciterungskdrper itiber dem Kdrper ¥
der a, an.

Es sei oy die kleinste ganze Zahl derart, dal3 das
Polynom ¥, (z) = 2a,; 2", erstreckt lber alle 0,6 mit
k0 + 76 =1uay, 00,0 >0,nicht identisch verschwindet.
Diese Zahl ¢4 ist groBBer oder gleich dem kleinsten
gemeinschaftlichen Viclfachen von » und £, und ¥, (z)
ist mindestens zweigliedrig.

Dann gelten iber den Grad des genannten Erwei-
terungskorpers die Aussagen des SatzesI, angewandt
auf das Polynom Y%, () und die GroBe ¢ an Stelle des
dortigen 94 (¥) und ¢,.

Insbesondere ist also der genannte Grad < L;O.

Beispiel: Es scien nicht alle @,; mit £o -} 76 <27 gleich
Null (dies ist z. B. der Fall, wenn g == 0 ist). Dann ist o< 27,
also der Grad des Koeffizientenkérpers gleich 1; die simtlichen ¢,
gehoren dem Korper U selbst an.
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§ 5. Potenzreihen, die mit einem negativen Exponenten beginnen,

Es liege nun der IFall vor, daB} eine Potenzreihe der Form

oo v B s [a'e) »
N oeoxt=x "t X . ah
(13) y=—s ¥=0

(sund 4 positive ganze Zahlen, c_ = 0)

fiir y eingesetzt, eine Gleichung der Form
oo o
(14) X X apaty'=o
o=00a6=0
formal erfullt.
Hiemit ist gleichbedeutend, dal3 die Potenzreihe

o0 ¥

N
) oy Xk,

(132

by
ey

v=10

fiir z eingesetzt, die Gleichung

0 oo s

X X ap T "2"=o0

Q=0 6= 0
formal erfullt. Damit Satz IT anwendbar sei, mul} vorausgesetzt
werden, dal3 diese Gleichung vom Typus (3) des § 1 ist, also von
der Form

o (e} r ¢
) Y @y 20 1%)2°=0 mit lim (g,;——éa) = 4+ o0,
6=0 ‘\o=g4 6— 00

(DaB hier endlich viele Potenzen von x mit negativen Exponenten
auftreten, macht nichts aus.)
Fir die Gleichung (14) bedeutet dies, dal sie in der speziellen

Form
[ oo
> A (x)y"=o0
=10
I' oo
(1) mit A5 (x) = X aws 22,7 go=o0, lim ( ,,—sﬁ = -0
s 00 #

°=4d,

(nicht alle g5 seien >0 und nicht alle @y, scien =0)
vorausgesetzt wird.

7 Uber g4 §'gl. Fubnote 6 S. 5.
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Die Gesamtheit der Gleichungen (135) 148t sich noch in anderer
Weise charakterisieren®. Es sei R >0 ecine beliebig grof3 vor-
geschriebene Zahl. Dann gibt es eine Zahl S derart, daf3

R

,éa—{—R und ¢ > 5; oder:

Es gibt also in (15) keine @gsmit o<

es treten nur @, auf mit ¢ < max (S, (0-—R) J).

Wird daher die linke Seite von (15) in der Form

geschrieben, so ist die innere Summe ein Polynom in y (ev.
identisch Null); jedenfalls also von der Form

no
S ey mitn < (o—R)Y fir 028 + R
6=10
d. h., da R beliebig war:
(i)
hm (n,— o] =—o0.
00— Q0 S
Jede Gleichung (13) ist also von der Form
e} no é

(nicht alle ag; seien = 0).
Es ist leicht einzusehen, dall auch umgekehrt jede Gleichung
(16) von der Form (15) ist: Es sei 77> o0 eine beliebig grof3 vorge-
schriebene ganze Zahl; dann gibt es eine ganze Zahl R derart, daB

7z£,§fg— 7 fiir alle o > R.

Es gibt also in (16) keine @, mit o;»'é o—7 und o> R; oder:
s

. . Ky s £ .
keine a,; mit R < o< 4 o+ » 7, wo schon 6 > "~ R — 7 sein
s

8 Man veranschauliche sich die beiden folgenden Beweise an den Gitter-
punkten einer o, o-Ebene.
? Uber 7y vgl. FuBinote 5 S. 4.
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soll. Sei nun § = max 7, mit 0 < ¢ < R, dann gibt es fiir

¢ > max (S, §R— T) keine @y mit O§Q<;0+2 7.

Wird also die linke Seite von (16) in der Form

oo S
) 0
X YN Gy a?

6=0 o0=9q4

geschrieben, so ist bei hinreichend hohem o:
s s

da 7" belicbig war, bedeutet dies: lim (g - 2 (7) = + oo.

G — DO
Die Gleichungstypen (15) und (16) sind also ein-
ander dquivalent; insbesondere sind auch die Spezialfalle
einander dquivalent, dal3 in (15) von einem gewissen Index an
alle 4, (x) identisch verschwinden, d.h. dal3 (15) eine Gleichung
endlichen Grades in ¥ ist, und dab in (16) die Zahlen 7, be-
schrankt sind.

Es sei also jetzt vorausgesetzt, dall3 die Potenzreihe (13), fiir y
eingesetzt, eine Gleichung vom Typus (16) formal erfiille.

Hiemit ist gleichbedeutend, daB die Potenzreihe (13a), fiir z
eingesetzt, die Gleichung erfillt:

—_— G

no
x> apxT 1 %4

o

Mittels £0 — s6 = « nimmt diese Gleichung die Form an:

oo a
> 2tV (e) =o,
a=-—00

wo ¥, (2) = 2a,; 2" ist, erstreckt iiber alle 0,0 mit £o-—s0=a,

0 =0, 6 = o. Auf Grund der Limesbedingung in (16) gibt es zu

jedem « cine ganze Zahl R, derart, dal} x, <f9—: fir alle

) ) ) Y ; o
0 > Rq; es gibt also in (16) keine @, mit6 > o— und 0 > Ka;
. s s

oder: £o—so ~ aund 0o > R,.

Fir o < 0 <~ R, gibt es in (16) nur endlich viele a,.
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Es gibt also zu einem gegebenen « nur endlich viele @y, mit
ko—s5 < a.

Daraus entnehmen wir erstens, dal3 die ¥, (s) Polynome in 2z
sind, und zweitens, daf} nur endlich viele negative « in Betracht
kommen. Die obige Gleichung hat daher die Form

oo [/
(17) > 2 W, (z) =o.

Der Index «, ist also dadurch erklirt, dal3 in (16) alle @,; mit
ko—so<_ay gleich Null sind, dal} es dagegen gewisse a,5 5 0
mit Zo— s == «a, gibt. Da nicht alle @y, = o sein sollen, ist sicher
ay < 0. Es gibt dann notwendig mindestens zwei solche a,, <=0
mit Ao-—sa=a, was wie in § 4 (S. 13) daraus folgt, dal} die
Gleichung (17) durch die Potenzreihe (13a) mit ¢ =-o0 erftllt
wird; d. h. das Polynom ¥, (2) ist mindestens zweigliedrig.

Die Potenzreihe (13a) erfillt also die Gleichung

oo o
37 —
= xh o+ 0 (‘7> =0,
0=0

1
auf welche nun der Satz I angewandt werden kann (mit z*

statt x).

An Stelle des dortigen ¢, und Py (¥) treten hier ¢ und das
Polynom ,, (2), aus dessen Beschaffenheit die Angaben tiber den
Grad des Koeffizientenkdrpers zu entnehmen sind. Wegenc_ =0
ist diec Anmerkung 3 des Satzes 1 anwendbar und liefert als
Schranke die Differenz zwischen dem gréBten und dem kleinsten
Index 6, der bei den a,; == 0 mit Ao—s6 =0, auftritt. Dieser

. . — R . .
kleinste Index ist iibrigens >~ %; denn mit dieser Ordinate
= s

schneidet die Gerade 40— 50 = «, die 6-Achse.

In dem Spezialfall, daB in der Gleichung (16) die Zahlen 7,
beschriankt sind: alle 7, < 7, oder, was dasselbe ist, da (13)

eine algebraische Gleichung 7-ten Grades in y ist, liefert die eben

. —u .
gemachte Aussage sofort die Schranke z— %, welche < 7 ist
s =

3

(wegen ag < o).
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Nehmen wir in (16) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
a,, -0 an (damitist also 7, genau das m des Satzes I), so folgt
zunichst: 72y< 2 % (denn wire ny = n, so wirde die Gerade

. —d
ko — 50 = aynur den Gitterpunkt (0, 72,) enthalten) ; ferner 2y < — —°
= s
(da der Gitterpunkt (o, 7y) nicht oberhalb der genannten Ge-
. . —u .
raden liegen kann); es ist also 22— = O << n—11y; wir erhalten

daher als weniger scharfe Schranke die Zahl #—#,.

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen in

Satz IV: Die Potenzreihe
(o] v

> ¢ x" (s und £ positive ganze Zahlen, ¢ 0)

p=—38
erfiille, fiir ¥ eingesetzt, eine Gleichung vom Typus
(15) oder, was dasselbe ist, vom Typus (16).

Dann gehdren simtliche ¢, cinem endlichen alge-
braischen ErweiterungskérpertiberdemKorper der
Qgs an.

Es seci ¢, die kleinste ganze Zahl derart, dal
VY, (z)=2a, z°, erstrecktiiber alle o, 0 mit £o—s0=0,,
00,06 0, nichtidentischverschwindet; ¢gist —ound
Y, (z) ist sicher ein Polynom, und zwar mindestens
zweigliedrig.

Dann gelten ither den Grad des genannten Erwei-
terungskorpers die Aussagen des Satzes ], angewandt
auf das Polynom ¥, (2) und diec GroBe ¢ an Stelle
des dortigen @y (») und ¢,. Im Fall, dafl die zugrunde
liegende Gleichungeine algebraische Gleichung vom
Grad zinvist, ist der Grad des Koeffizientenkdrpers

. —a N
sicher < n— 0 (< w).
= . =

10 Das ist im Fall algebraischer Funktionen die bekannte Tatsache, dal3
an der Stelle v = o0 nur dann ein Pol vorhanden sein kann, wenn der Grad
des Polynoms f (o, ) klciner ist als der Grad der definierenden Gleichung

f(.l',}’) = 0.
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Anhang zu § 5.

Im Fall ciner algebraischen Gleichung #s-ten Grades in y 146t
sich eine notwendige Bedingung dafiir ableiten, daf3 der Grad
des Koeffizientenkorpers = # sein kann.

Es muB dann ¢, ==0 sein, woraus agy -0 folgt; ferner mul
die Gerade ko— so = o die Horizontale 6 = 72 in einem zu einem
@450 gehdrigen Gitterpunkt treffen; andernfalls wiirde ¥, (2)
nicht vom Grad » werden.

Es missen also

1. alle @,s mit 20— s6 <o gleich Null sein.

. Y ; sn
(Dies bedeutet: 2, = 0, was nur fiir o < p < , in Betracht
=0 =0

kommt.)

2. Qg :: O.

‘ YY) .
3.asm O, wobei 2 ganz scin muf3,
W’

(Diese Bedingungen sind natiirlich nicht hinreichend.)

§ 6. Ein Beweis lediglich fiir die Endlichkeit
des Koeffizientenkorpers.

Wenn es sich nur um die Tatsache handeln soll, daf3 der Koef-
fizientenkorper ein endlicher algebraischer Korper tber A ist,
ohne ecine Aussage Uber seinen Grad, dann lifit sich dies auf
andere Art wesentlich einfacher beweisen.

Es geniigt natarlich, den Beweis fir den FFall durchzuftihren,
dal} eine Potenzreihe

oo
V= ~ ¢z,
p=10
fiir y eingesetzt, eine Gleichung
Fxr,y)=o0

vom Typus (4) oder (5) des § 1 formal erfiillt; denn hieraus folgt
dann die Behauptung wie in § 3 fiir eine Potenzreihe mit nicht-
negativen gebrochenen Exponenten und wie in § 5 bei einer Glei-
chung vom Typus (15) oder (16) fiir eine Potenzreihe mit endlich
vielen negativen Exponenten.
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Fir den folgenden Beweis ist nun noch die Voraussetzung
0
notig, dall —F—gj;’y) fir y = Y nicht (identisch in x) gleich Null
sei. IIs 146t sich aber zeigen, dafl man dies ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen darf.

0"F (x, )

Abkiirzung: — S = Fy (0, 5).

Es gibt ein ¢ = o derart, dal} /7 (x, ¥Y)=ofirx=o0,1,..., ¢,
dagegen == o fiir » = ¢ 4 1 ist. Wiren ndmlich simtliche 7, (x,Y)
= 0, so wiirde folgen:

o

I
Fr= 3 L F(xnY) (r—Yy=o;

x=0"
d.h. 7 (x, y) wire identisch in x und ¥ gleich Null, wihrend nach
Voraussetzung in # (x, y) nicht alle @, = 0 sein sollen.
Wegen Fy (v, Y) =0 ist £, (x,y) sicher nicht identisch in
x und y gleich Null; die Koeffizienten von F, (x,y) gehéren natir-
lich ebenfalls dem Kérper 90 an.

Wir beniitzen nun einfach an Stelle von # (x, ¥) = o die Glei-
chung Fy (x, ¥) = o. Damit ist, unter Riickkehr zur urspriing-
lichen Bezeichnung, bewiesen, daf} die Voraussetzung /4 (x, V)
== 0 zulidssig ist.

Hilfssatz: # (x, ) = o wird dann und nur dann durch

oo
Y = ~ ¢, 2 formal erfillt, wenn fir jeden ,,Reihenanfang‘
v=10
a—1
Yi= 2 ¢, 2" (’4:Iy2’3)'-')
V=0
F (x, V.,) den Faktor a* hat (d. h. formal in eine Potenzreihe
o0

in x umgeordnet von der Form Y 4, a* ist).

i=ua

Beweis: 1. Es sei /7 (x, Y) =o. Transformation auf die Variable
z mittels ¥ = Y.+ 2%z ergibt, daf3 die Gleichung

(18)  F(x, V) L7 (v, Vo) z—f—;Fg(x, Y)atzdo =0
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durch die Potenzreihe
Za=cCatcary x40,
fiir z cingesetzt, formal erfillt wird. Es ist also
Flv,Vo)=—a* (F (v, V) Zu++);

7 (x, Y ) hat daher den Faktor x*.

2. Nun sei umgekehrt angenommen, dal} fir jedes « > 1
/' (x,Y,) den Faktor x* habe. Dann folgt aus der Identitat
Fo,Y)=F(x, V) +Fy(x, Y 2 Z, +; Fy(x, V) a2 Zo 4 onr,

daB F (x,Y) fir jedes @ —~ 1 den Faktor »* hat, mithin (identisch
in x) gleich Null sein mu@.

Nun soll zunichst gezeigt werden, dal} jedes einzelne ¢, eine
endliche algebraische Grofie tiber 2 ist.

Fiir ¢, ist dies aus £ (0, cy) =0 oder P, (¢g) =0 (vgl. §1, Typus
(4)) klar. Angenommen, cs sei {Ur ¢, ¢, *++, ca—1 bewicsen. Wie
oben erfiillt dann Z, die Gleichung (18). In dieser sind nicht alle
Koeffizienten der Potenzen von s identisch in a gleich Null; denn
das wirde heillen:

F(x, Y.+ xz)y=o0 (identisch in 2 und z);
und hieraus wiirde folgen
F (x,¥)=o0 (identisch in » und ¥),
was gegen die Voraussetzung ist.

Wird nun in der Gleichung (18) die hdéchstmégliche Potenz
von a wegdividiert (ohne daf} negative xponenten von x her-
cinkommen) und sodann x = o gesetzt, so bleibt eine alge-
braische Gleichung fir ¢, mit Koeffizienten aus §t (A, ¢g, +++, ca—1)
tbrig, woraus folgt, daf3 ¢, eine endliche algebraische Grolfle
tber U ist.

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun leicht, den Beweis fiir
die Endlichkeit des Koeffizientenkérpers zu fithren.

Wegen 7 (x, V)0 gibt es nach dem Hilfssatz mindestens

cin a 1 derart, dal /] (x, ¥,) nicht den Faktor x* hat. Es sei
9
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w>1 das kleinste derartige a. Es ist also (mit den vorhin ein-
gefithrten Bezeichnungen Y, und Z,)

Fy(x, YVo)=dy 2 ..« (dy7F0, 0< f<w).
Mittels ¥ =Y, + 2“2z folgt, dal} die Gleichung
F(x, V) +F, (v, V) x—}—; Fy (2, V) 2292% 4o =0
durch die Potenzreihe

Z(QZC(.)+510+1 x+"';

fiir z eingesetzt, formal erfailt wird. Schreiben wir diese Glei-
chung in der Form

. 1
x— TN (2, Vo) + 2~ F (2, Yz + ) Fy(x,Yo)xe—rFfz24...=o0,

so enthilt die linke Seite keine negativen Exponenten von a;
denn fir

xR (,Y,)=d ++--
und das Darauffolgende ist dies klar; fir das erste Glied folgt
es aus der Identitit

xT N (0, YV))=—x " F (x,Y0) Zo— - -,

deren rechte Seite keine negativen Exponenten von x enthilt.
Die Potenzreihe Z,, geniigt also einer Gleichung der Form
o0 oo

2 Bslx)z"=0 mit Bs(x)= 2

by 2 (h > 0),
6=10 o=h, -

die genau vom Typus (5) des § 1 ist; denn aus
By ()= Fo(x, V) 26— o4

ist zu sehen, daB die Anfangsexponenten %, der B, (x) gegen -+ o2
wachsen. Die Koeffizienten &, gchéren dem Korper & (%, ¢, - - -,
€o—1) =B an; dieser Korper B ist nach dem vorhin Bewiesenen
ein endlicher algebraischer Kérper iiber 9.

Diese Gleichung in z laBt sich auch in der Form des Typus (4)
schreiben:

co
2 x2 ¥, (z)=o,
o=10

und zwar ist Vo(z) =dy+dyz (dy==0).
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x = o liefert ¥, (c) = 0; ¢, gehort also dem Korper B an; wegen
Yy (o) = dy + o

folgt genau wie am Anfang des Beweises von Satz I (S.8), daB

alle ¢, (v >> w) ebenfalls dem Korper B angehoren.

Der Kern dieses Beweises ist also die Transformation in einen
analogen Sachverhalt, bei welchem das dem Polynom @, (y) ent-
sprechende neue Polynom Y (2) linear ausfallt.

Es ist klar, daf3 dieser Beweis, im Gegensatz zu dem Beweis
des Satzes I, keinen Aufschluf iiber den Grad des Kérpers B
geben kann.



