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Die Theorie der zweiten Variation beim Problem
von Lagrange.

Von C. Carathéodory.
Vorgetragen in der Sitzung vom 2. Juli 1932,

1. Einleitung. Seit den grundlegenden Arbeiten vonA. Clebsch?
und von G. v. Escherich? ist die Theorie der zweiten Variation
beim Problem von Lagrange auflerordentlich vereinfacht worden.
Eine wesentliche Liicke blieb aber immer noch auszufillen, weil
simtliche Autoren, die sich bisher mit dieser Frage beschiftigt
haben, die betreffenden Sidtze nur unter VorsichtsmalBregeln ge-
wonnen haben, durch welche der bertithmte Ausnahmefall, den
v. Escherich entdeckt hat, ausgeschlossen wurde. Es ist aber
unerliflich, auch diese Singularitit zu berticksichtigen, wenn man
cine einigermafien in sich geschlossene Theorie zu entwickeln
wiinscht. Tritt doch der Ausnahmefall von Escherich schon bei
recht cinfachen Problemen auf, wic z. B. bei den Mayerschen
Variationsproblemen, bei den gewohnlichen Variationsproblemen
mit hoheren Ableitungen, oder sogar beim Problem der geoditi-
schen Linien, wenn man diese beiden letzten Probleme als spezielle
Lagrangesche Probleme ansetzen will.

Nun zeigt sich, daBl man ohne groBe Miuhe die Theorie der
konjugicrten Punkte sowie die Verallgemeinerung der Sturm-
schen Oszillationstheoreme ganz allgemein fir Lagrangesche
Variationsprobleme gewinnen kann, und daf3 die Scheu, mit der
man bisher dem v. Escherichschen Ausnahmefall aus dem Wege
gegangen ist, nicht gerechtfertigt war. Dies folgt leicht aus den
Resultaten einer Arbeit, die Herr J. Radon vor einigen Jahren
unserer Akademie vorgelegt hat®, wenn man noch die Einteilung

1 A. Clebsch, Uber die Reduktion der zweiten Variation auf ihre ein-
fachste Form (Crelle, Bd. 55, 1858, S. 254).

2 G.v.Escherich. Die zweite Variation der einfachen Intregale (Wiener
Sitzungsber. Mathem.-Naturw. Klasse 107, 108, 110 [1808, 1899, 1901]).

3 J.Radon, Uber die Oscillationstheoreme der konjugierten Punkte beim
Problem von Lagrange. Miinchener Sitzungsber. Mathem.-Naturw. Abt. 1927,
S. 243—2357.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. 1932. 1L



100 C. Carathéodory

der Extremalen der Lagrangeschen Variationsprobleme in ver-
schiedenen Klassen beachtet, die ich kiirzlich angegeben habe.*
Diese Einteilung gewinnt man folgendermalen: sind

(1. 1) { Xy = by (D) 2, + ¢y, Dy,

. ({k=1,...,n
L yvi=—ay, () v, — by, (D v, )

die kanonischen Differentialgleichungen des akzessorischen Pro-
blems, das einer Extremalen &% cines LLagrangeschen Variations-
problems zugeordnet ist, so sagen wir, dafl ¢° von der Klasse ¢
ist, wenn die Differentialgleichungen

(1.2) yi=—"by Dy,

¢ linear unabhingige Loésungssysteme besitzen, welche noch die
72 Gleichungen

(I' 3> Cip (OJ’){ =0

identisch befriedigen.

Selbstverstindlich mull man noch voraussetzen, dafl lings der
Extremalen ¢ die Legendresche (oder, wie man zuweilen sagt,
die Clebschsche) Bedingung erfiillt ist. Dies ist dann und nur
dann der Fall, wenn die quadratische Form ¢;; y; ¥; positiv semidefi-
nit ist, d. h. wenn die Gleichung in ¢

(1. 4) ¢y — 8 =0

keine negativen Wurzeln besitzt. Bezeichnet man mit p die Anzahl
der verschwindenden Wurzeln von (1. 4), oder, was dasselbe ist,
mit (7 — p) den Rang der Matrix (¢;;), so besteht zwischen der
Klasse ¢ und der Zahl p immer die Relation

(1.3) 0= ¢g=p.

2. Normierung der Basis einer feldartigen Schar von Extremalen.

Wir ordnen einem beliebig gewihlten Punkt 7, der #-Achse
2n Partikularlésungen

=800, vi=1;@
(2. 1) =50, ;=1
l (G, j= 1,...,n)

4 C.Carathéodory, Uber die Einteilung der Lagrangeschen Variations-
probleme nach Klassen: Commentar. Mathem. Helvet. Vol. 5 p. 1—19 (1932).
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der Differentialgleichungen (1. 1) zu, die durch ihre Anfangswerte
fﬁr = lo

(2.2) rfiij (tg) =0, (%) =38y
L& (20) = 8y, i (7)) =0

eindeutig festgelegt sind; hierbei bedeutet §;; das bekannte Kron-
eckersche Symbol. Jede weitere Lésung der Differentialgleichun-
gen (1.1) kann dann als lineare Kombination mit konstanten
Koeffizienten der Partikularlésungen (2. 1) dargestellt werden.

Nun betrachten wir eine lineare 7-dimensionale, feldartige Schar,
die aus Extremalen von (1. 1) besteht. Als Basis dieser Schar wih-
len wir 7 Lésungen von (1. 1), die wir mit Benutzung von (2. 1)
folgendermaflen schreiben:

(2. 3) ! Xy ()= Ay, 8y (&) + By £y (D)
Vi (@) = A0 () By, ()
l(z’, Ty A=1,..., n).

Fiir # = #; haben wir dann nach (2. 2) die Anfangswerte
(2.4) Ay (to) = By, Yy (tg) = Ay

Die » Losungen (2. 3) miissen nun, daftr, dal} sie die Basis
ciner feldartigen Schar darstellen, erstens linear unabhingig und
zweitens paarweise konjugiert sein. Die erste dieser Bedingungen

ist nach (2. 4) dann und nur dann erfillt, wenn der Rang der
Matrix

(2.5) (A By,

die aus 7 Zeilen und 27 Kolonnen besteht, gleich 7 ist.

Die zweite Bedingung wird bekanntlich durch das Bestehen der
22 (71" —1 .
- ) Gleichungen
2

<2‘ 6) ‘411'/{ ler - ‘Aljl.' Bilc =0

ausgedriickt, die, wie man leicht sicht, bei Anderung der Basis
unserer Schar in Bedingungen derselben Gestalt ibergefiihrt
werden.

3. Unser Ziel ist die Basis (2. 3) unserer feldartigen Extremalen-
schar durch eine andere zu ersetzen, bei welcher die Matrix (2. 3)
moglichst einfach ist. Die Operationen, denen die Matrix (2. 5)
bei solchen Anderungen der Basis (2. 3) unterworfen wird, kon-
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nen alle erhalten werden, indem man eine der Zeilen der Matrix
mit einer von Null verschiedenen Konstante multipliziert und ihr
eine lineare Kombination der iibrigen Zeilen hinzufiigt. Wir
haben schon bemerkt, dal} die Bedingungen (2. 6) auch nach
Ausfithrung derartiger Operationen erhalten bleiben.

Wir bezeichnen mit (72 — 7)) den Rang der Determinante

B, ... By,

. in |

(3.1) T
B B

nb oo Han

Falls » < » ist, kénnen wir dann immer die Numericrung der
Indizes der Variablenpaare (a3, v;) sowie die Reihenfolge, in wel-
cher die Gleichungen (2. 3) geschrieben sind, sowéahlen, dall die
Relation

(3.2) B, *+o (e, h=0 +1),...,72)
erfiillt ist. Man kann demnach die (# -— #) letzten Zeilen der Ma-

trix (2. 5) mit Hilfe von Transformationen, der Art, wie wir sic
besprochen haben, auf die Gestalt

'
(3 3) ([1/")“ B (78] 8;:/’.)
(=1, ..0;v=1,...7; % r=(r+1),...,%)

bringen. Da ferner nach Voraussetzung der Rang von (3. 1) gleich
(1 — 7) ist, so kann man durch lineare Kombination der Zecilen
der Matrix (3. 3) mit den » ersten Zeilen von (2. 5) in diesen die

B, zum Verschwinden bringen, und schlieBlich die Matrix (2. 3)
auf die Gestalt
/3 4) (‘/llaﬁr Ala;u O, O)
: ‘;llaf,h ‘4114‘::, B »y? 8::/’,

(%, Byy=1,...7; %, k= {(r-1),...7)
zuriickfithren.

Da nun die Matrix (3. 4) den Rang 2 haben soll, muB die
Matrix

(3 5) (‘Lj,a,h AI(I,I!)

den Rang 7 haben. Nun bemerke man, dal die Bedingungen (2. 6)
fiir die Elemente von (3. 4) erhalten bleiben, und daher die Glei-
chungen
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(3.6) (4 vy A ) =0

a,; /) a

alle bestehen missen. Der Rang von (3. 5) kann demnach nur
dann gleich 7 sein, wenn die Determinante

(3 7) “4la‘n‘; il_'o

ist. Jetzt kann man die Matrix (3. 4) durch ganz dhnliche Opera-
tionen, wie oben, auf die Form bringen

2
<3 8) ( ([/, ‘4 (Ill’ O’ O
¢ 1t ’
o, A", B, 3,
(5 Py =1,...7; ‘/.,/.,[J.—(r-{- 1),...7)

und die Gleichungen (2. 6) haben dann die Gestalt
‘.1"(“{ =—27

2 A

’ ’r
A = A J3

Wir konnen also ganz allgemein folgcnden Satz aussprechen:

Satz1.Als Basisecinern-dimensionalen feldartigen Ex-
tremalenschar kann man immer ein System von Lé-
sungen der Differentialgleichungen (1. 1) widhlen, die
folgende Gestalt haben:

[‘Xyiu = Gy T 4111: E,
‘X’iu = 1 Z 1 ;m 51 + Z,i»:
(3 9) }/*iu = Niw T Irm fin ) -
}'ir: = A wie i ™ ‘4;/;: T + Nin
| A=A,
(v =1,...7; %= (r-+1), ... 2).

Hierbei bedeutet » eine gewisse natlirliche Zahl zwischen Null
und #; im Falle » = o wird die Basis durch die (X, V)
allein, im Falle » = 7 aber durch die (X, Y, allein dargestellt.
Umgekehrt verifiziert man sofort, daB3 jedes System von Lo-
sungen (3. 9) eine Basis einer n-dimensionalen feldartigen Schar
darstellt.

4. Eine allgemeine Extremale der betrachteten feldartigen Schar
erhdlt man durch linecare Kombination der Losungen (3. 9); ihre
Gleichungen haben also die Gestalt

(4.1) X3 =0u-Yiat Pty
Vi = Ffa )ria_{_pz: )rifl'
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Far #= ¢, lauten die Anfangswerte dieser Extremalen nach
(2.2) und (3. 9)
{ Iiozpi< A;x iy +8u>

(4.2
K—t ) 1,1_0 = Pu (810 + Auu 8111) + P; ®it 1u

Setzt man in diese letzten Gleichungen nacheinander fiir 7 einen
Wert 8 zwischen 1 und » und einen Wert A zwischen (» + 1) und
7, so erhilt man

(4-3) !x/‘o =—d;pn 2.)=¢,

LT;.O = P V2= Aarpat A1u
Die feldartige Extremalenschar schneidet also, wie es sein soll,
auf der n-dimensionalen Ebene # = #, ein (72 — 7)-dimensionales
lineares Gebilde aus, das von den (z — ») Parametern p, abhingt.
Viel wichtiger fiir das Folgende ist aber, dal3 der Ausdruck

(4.4 WPyl =x0y 0+ 0y =A,0.0:
eine Funktion der 27, allein ist.
Aus (4. 3) und (4. 4) folgt ndmlich

<4' 5) 'Tloy i 4/1: uo’
und diese Relation stellt eine Tatsache dar, die wir nur dadurch
so leicht beweisen konnten, dall wir die Basis unseres feldartigen
Gebildes normiert haben.

Ebenfalls erlaubt die Darstellung (3.9) der Basis eines feld-
artigen Gebildes ohne weiteres folgenden Satz zu beweisen:

Satz 2. Eine Extremale, die zu allen Extremalen der Ba-
sis eines feldartigen Gebildes konjugiert ist, mul}
selbst dem feldartigen Gebilde angehdren.

Ist ndmlich die Extremale

. v ¥z ] - ¥
&= ‘7,.’ C.i,»’ '+— a,, C_zi!, T é;' E.i;' + b/’. Sis

zu allen Extremalen (3. 9) konjugiert, so gilt dasselbe von der Ex-
tremalen

(4.6) (r;— a; Xi,, — 6, X)) = (Z/,, E-i,u -+ 517 i

und man berechnet sofort, indem man die Bedingung (2. 6) fir die

Extremalenpaare (3. 9) und (4. 6) aufschreibt, dal3 alle Gleichungen
d,=0,0 =0

erfilllt sein missen.
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5. Ein Hilfssatz. Jede Losung x (#), v (¢) des Gleichungssystems
(1.1) kann als Extremale ecines Variationsproblems angeschen
werden, dessen Hamiltonsche Funktion / der Gleichung

(5.1) 2H = a; () x; x5 4 265 () %95 + ¢ () v v;
geniigt. Das Integral

t
(5.2) J= [ (—H+yx)dt
fo

des Variationsproblems lings einer solchen Extremale kann be-
kanntlich leicht ausgewertet werden. Da namlich # eine quadra-
tische Form in (x;, »;) ist, hat man ldngs einer solchen Extremalen

(5.3) ZH:xini_l_yiHyi=_‘xi3}i+yiii
und daher
. 1 - -
(5-4) —Htyix=_(y;x+ %)
Setzt man diesen Wert in (5. 2), so erhilt man
1) (1 0y (9
(5.5) J= ?I_(Ii Yi — X Y )

Wir nehmen nun an, dal3 die zu untersuchende Extremale dem
oben betrachteten feldartigen Gebilde angehért, und daB sie im
Punkte # = ¢, die ~Achse schneidet, so dafB3 alle x") gleich Null
sind. Dann folgt aus der Vergleichung von (5. 5) mit (4. 5) die
Relation

I
(5 6) ] e 2 A/‘.,u x/‘.o x/lo = 0.

6. Nun betrachten wir die eindeutig bestimmte Losung S (¢, x)
der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung

(6.1) S, +H (¢, x;, Sxi) =0,
die fir # = ¢y den Anfangsbedingungen

SO x) =124 x x
<6_ 2) { ( ) /l'l/ 2 KA ,ll. 1/4

(i=1, .., 0;%,0=(—+1),...,%)

geniigt. Es gibt eine Umgebung
(6. 3) t—10 e |x <e

des Punktes #, auf der #-Achse, in welcher die konstruierte Losung
S (¢, x;) regulir ist. Fiir jede Kurvey, die einen Punkt (#, x,%) mit
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einem Punkt (7, = o) der #-Achse verbindet, innerhalb des ein
fiir allemal gewihlten Gebietes (6. 3) verlauft, und die auBerdem,
nach Angabe von geeigneten Funktionen ¢, (7), als Lésung der
Differentialgleichungen

(6 4) xL:}]yl(f) 'Ti)ch (i‘>>

dargestellt werden kann, hat das Integral (5.2) des Variations-
problems einen Wert /, fiir welchen

(6 S> _/ + ; A i I::O x/',o < o

ist, falls nicht v mit der #z-Achse zusammenfillt. Dieses wohl-
bekannte Resultat ist cine Folge der tiblichen Sitze aus der Varia-
tionsrechnung, bei denen man wesentlich benutzt, daf3 die quadra-
tische Form ¢;; v; v; positiv semidefinit ist.?

Die Vergleichung von (6. 5) mit (5. 6) liefert nun unmittelbar den

Satz 3. Zu jeder gegebenen feldartigen Schar (4. 1)
kann man auf der 7-Achse einIntervall 8 zuordnen, das
den Punkt 4, in seinem Inneren enthilt, von der Eigen-
schaft, daf3 keine Extremale der feldartigen Schar (4.1),
die nicht mit der #-Achse selbst zusammenfiallt, einen
von 7, verschiedenen, im Inneren von & liegenden
Schnittpunkt mit der #-Achse besitzt.

7. Der Satz von Radon. Wir sind jetzt imstande, einen Satz zu
beweisen, den v. Escherich zwar ausgesprochen, der aber zu-
erst von Radon in der oben erwihnten Abhandlung einwandfrei
bewiesen worden ist. Wir betrachten die Determinante

(7. 1) A= &y,

deren Elemente X;; die Basis einer feldartigen Extremalenschar
(3. 9) darstellen. Der Satz, um den es sich handelt, lautet:

Satz 4. Ist die Klasse des vorgelegten Problems gleich
Null, so ist in einer gewissen Umgebung von 7, immer
(7-2) A(g)==o,

auller Vlellemht im Punkte #, selbst.

5 Fiir den Beweis dieser Tatsache siche z. B. C. C '1r1th ¢ odory, Die Mc~
thoden der geoditischen Aquidistanten und das Problem von Lagrange.
Acta Mathem. 47 (1925) p. 196—235. Insbes. p. 215 u. 220.
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Wiirde es nidmlich einen Punkt # geben, fiir welchen
(7.3) At)=o

ist, so konnte man Parameter p; bestimmen, die nicht alle ver-
schwinden, und fiir welche alle

(7 4) ' A7 Pa ‘Yirt <Z1> + On ‘/Yin <f1> =0
(Gt=1,...72)
wiren., Wiirde nun der Punkt # im Inneren des Intervalls & fal-

len, dessen Existenz im Satze 3 des § 7 bewiesen worden ist, so
hitte man nach diesem Satze

(7 S) Pu ‘X’iu <f> + 2 “Xfiz: (f) =o0.

Nun soll aber unser Problem von der Klasse Null sein, und es
folgt hieraus, daf3 auch

<7 6) Pu Y‘iu <f> + Pu Yil: <t) =0

ist, denn sonst wirden die Gleichungen (1.2) mindestens ecine
nicht identisch verschwindende Losung besitzen, fiir welche die
Bedingungen (1. 3) erfiillt wiren. Setzen wir nun in (7. 5) und
(7. 6) die Groble ¢ = #,, so folgt aus (4. 3), daf}, entgegen der Vor-
aussctzung, alle p; verschwinden missen, womit der Satz von Ra-
don bewiesen ist.

Verfolgt man nun dic Werte der Determinante A(7) lings der
canzen Extremalen ¢ so besagt unser Satz 4, dal3 die Punkte,
in welchen A(#) = o ist, und die man diec Brennpunkte des be-
trachteten feldartigen Gebildes nennt, immer isoliert sein miissen,
falls die Klasse des Problems gleich Null ist.

8. Transformation der kanonischen Gleichungen.

Wir haben dem Beweise des Satzes von Radon eine Wendung
gegeben, aus der man vermuten kann, da3 die Ubertragung dieses
Satzes auf Probleme von nicht verschwindender Klasse keine gro-
Ben Schwierigkeiten machen wird. Um die hier eintretenden neuen
Verhiltnisse vollstindig zu tUberschen, ist es aber bequem, die ka-
nonischen Gleichungen (1. 1) noch in gecigneter Weise zu verein-
fachen.

Zu diesem Zweck fithren wir neue Koordinaten x'j durch die
Gleichungen

(8.1) xp = ¢y (8 ¥
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ein; wir erhalten dann eine erweiterte Punkttransformation, die
die Differentialgleichungen (1. 1) wieder in kanonische Differen-
tialgleichungen der Gestalt

<8 2) x/] — H’ j’,j — ___H/x/j

Vi

transformiert, wenn wir nur die y'; und /" so wihlen, dal} die
Relation
(8.3) —H' (1,4, v pdt-y;dy';=—H(t, x;, v) dt +v; d;
erfiillt wird. Dies fahrt zu den Gleichungen
(8. 4) V= 9y () y;
und

H =H— <r:)ij QEFEN
von denen die letzte auch geschrieben werden kann:
(8. 5) 2H = g X R'j.‘i‘ cyyiy; T2 (byy, Pij— Cb/:j) x,jyk‘

Bestimmen wir also die ¢;;(#) als Losungen der linearen Diffe-
rentialgleichungen

8.6) - q.)hj = by, Pis

mit der Bedingung, dal3 fiir # = #;, (und dann auch fiir jedes #) die
Determinante

3.7 ;5 Fo

sei, so erhilt A’ die Form

(8.8) 2H =d ¥ Y
Hierbei hat man zu setzen

(8.9) a'y = i Pin Cji

(8.10) ¢ 11 Pin @i = Cij-

9. Nun bleibt selbstverstindlich die Klasse des Problems bei
der nirgends ausgearteten Transformation des vorigen Paragra-
phen erhalten. Nach den Ausfithrungen des § 1 mul es also ¢
voneinander unabhingige Losungssysteme der Differentialglei-
chungen

(9 I) /L"’i = 0
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geben, fiir welche die Gleichungen
<9. 2) C"ijyjzo (Z‘= I,.. .,n)
identisch erfiillt sind. Es gibt daher ¢ voneinander unabhingige
lineare Kombinationen der Zeilen der Matrix (¢';;) mit konstan-
ten Koeffizienten, die identisch verschwinden. Man kann deshalb
nach (8. 10) dic Anfangswerte ¢;; (7y) so wihlen, dal3 die Elemente

in den ¢ letzten Zeilen (und wegen der Symmetrie auch in den
letzten g-Kolonnen) der Matrix (¢';;) identisch verschwinden.

10. Der Einbettungssatz, Wir kénnen und wollen uns also auf
solche Lagrangesche Variationsprobleme von der Klasse ¢ be-
schrinken, fiir welche in der Hamiltonschen Funktion (5. 1) alle
¢;; verschwinden und aulerdem die Relationen

(10.1) Hyjzo (G=m—qg+1),..,n)
befriedigt sind. Wir fiihren nun folgende Bezeichnung ein: Indizes,
die von 1 bis (# — ¢) laufen, sollen mit ¢/, ', .... bezeichnet

werden, Indizes dagegen, die von (#—g¢ --1) bis » laufen, mit
7, 7, ... Setzt man demnach

(10.2) 2 H*= apy 2y x5+ Cope Vi Viny

so hat man

(10.3) 2l =2H* 200 xpxp+-a

; " X X

1] i

Die Funktion 2 #Z* ist die Hamiltonsche Funktion eines quadra-
tischen Variationsproblems im (z — ¢ + 1) dimensionalen Raume
der (¢, x;), dessen Klasse gleich Null ist und das wir ein zugeord-
netes reduziertes Variationsproblem nennen wollen.

Die kanonischen Differentialgleichungen fiir die Extremalen des
gegebenen Problems lauten dann nach (10. 3)

(10.4) Xp = H’Ji" V= -—H T Qg Ko

(10. %) X =0, Vin = = Ay Ko = Qyorior Xjor,

Die Gleichungen (10.5) zeigen, daB fir alle Extremalen die
Koordinaten x;. konstant sind, und die Gleichungen (10. 4), daB
alle Extremalen, fiir welche die x;. = osind, sich auf den Raum
der (¢, 2')) als Extremalen des reduzierten Variationsproblems
mit der Hamiltonschen Funktion /* projizieren.
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Da nun das reduzierte Problem von der Klasse Null ist, sind
auBlerdem fiir alle Extremalen, fir welche

(10.6) Xp=0, X;=0
sind, auch
(10.7) Yy#=0, ¥;» = const.

Diese letzten Extremalen sollen, falls nicht alle y;, verschwin-
den, die singuldren Extremalen des Problems genannt werden.

Wir fithren jetzt die Bezeichnungen des § 2 wieder ein und be-
merken, indem wir die Relationen (2. 2) beachten, dal erstens die
Extremalen (§;;», 1;;+) singuldre Extremalen sind, und daf3 wir zwei-
tens schreiben kénnen

¥ PR
(IO. 8) Ei'j' - Ei'j'; Y)iljl = r]i'j'l
- _— * " __ %
(10. 9) Sy = E_,i’j’; N = Nirjs
wobei die Funktionen auf den rechten Seiten der letzten Gleichun-
gen zum reduzierten Problem gehéren sollen.
11. Wir betrachten eine beliebige Basis einer 7-dimensionalen

feldartigen Schar von Extremalen des Problems. Nach dem § 2
wird diese Basis durch eine Matrix

(11.1) (A By Aoy Biper)
bestimmt, deren Elemente den Bedingungen
(1.2) (dy Bie— Ay 4 i)+ (A g Bjjp— Ay Byr) = 0

geniigen sollen.
Nun bemerke man, da3, wenn unter den Extremalen einer Ba-
sis unserer feldartigen Schar eine oder mehrere singuldre Extre-

il

malen auftreten, diese einfach weggestrichen werden kénnen, ohne
irgendeine Verdnderung der Figur im Raume der (¢, x;) hervor-
zurufen, da fiir singulidre Extremalen nur hochstens Koordinaten
y;» von Null verschieden sind. Unser Ziel ist zu zeigen, dal3 wir
immer nach einer solchen Entfernung von singuldren Extremalen
die vorliegende Basis vervollstindigen koénnen, und zwar derart,
daf} die durch die erweiterte Basis erzeugte feldartige Extremalen-
schar keine singulidren Extremalen mechr enthilt.
Wir betrachten zunichst die Matrix

(I L. 3) (Bj]{">)



Die Theorie der zweiten Variation beim Froblem von Lagrange 71711

die aus 7 Zeilen und ¢ Kolonnen besteht, und bezeichnen mit s
ihren Rang. Es ist dann sicher

(11.4) 0o<s<yq.

Wir kénnen dann unsere Matrix (11. 1) durch cine dquivalente
ersetzen, die die Gestalt
Auh'! Bnl(': Auh”} o
A Buh’) Auk”: Buh”

(o=1,...,(n—s);x=@m—s-+1),...7)

(11.35)

rh’s

besitzt. Bemerkt man, daf3 die Bedingung (11. 2) fiir zwei belie-
bige unter den (72— s) ersten Zeilen der Matrix (11. 5) sich auf

(I I. 6) Aah’ Bﬁh’ - Aﬂh' Bah’ =0

reduziert, so folgt hieraus, dal3 zwei beliebige Extremalen des re-
duzierten Problems, die zu einer von der Matrix

(II' 7) (Aal{’: Buk’)

erzeugten Schar gehoren, zueinander konjugiert sein mussen. Wir
wollen zeigen, dall der Rang der Matrix (11.7) genau gleich
(n—¢) ist, so dall die durch (11.7) erzeugte Extremalenschar
des reduzierten Problems ecine feldartige Schar dieses Problems
darstellt. Bezeichnet man namlich mit s den Rang von (11. 7),
so folgt aus dem Satze 2 des § 7, daB3

(11.8) s < (n—gq)

ist, Man kann nun die Matrix (11.5) durch eine dquivalente er-
setzen, bel der die (. — s-— ") ersten Zeilen die Gestalt

(II'9> (O! OJ Auh"! O>

besitzen.

Die Bedingung (i1. 2) lautet nun, wenn man sie auf eine der
Zeilen von (11. 9) und auf eine der Zeilen

(Auk’y Buh’? Akk”) Buk")
von (11I.35) anwendet,

(11.10) A o Bogn = 0.

Es gibt aber nur hochstens (g — ) lincar unabhingige Losun-
gen von (I1. 10), wenn man diese Relationen als Gleichungen zur
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Bestimmung der 4 ,;,» ansieht. Andererseits miissen die (7 — s —75")
Zeilen von (11.9) linear unabhingig sein, weil die Determinante
(11. 5) den Rang # hat. Es ist also
(n—s—s)=(g—9)

und die Vergleichung dieser letzten Relation mit (11. 8) zeigt
uns schliefllich, daf
(11.11) s =n—yg
ist.

12. Lafit man, wie wir es im vorigen Paragraphen angekiindigt
haben, alle (g —s) Zeilen von (11.9) weg, so erhilt man eine

Matrix von (7 — ¢ + s) Zeilen, die nach dem § 3 durch eine dqui-
valente von der Gestalt

3

W, Aa,ﬂ,, o, o, Aym o0
(I 2. I) o, A watls '—Ay'u” 8)«’/‘.': A wiry O
0, Aywr  Byn 05 Ay By

(Y =1,..,7), 0,2, N=0"+1),..., (n—79))
(o= (g b+ 1)y (g - 5))y (B 0" = (g 4 1), - )

ersetzt werden kann. Daftr, dal3 die Bedingungen (11.2) erfullt
seien, sind jetzt folgende Relationen zu verifizieren:

B = B ,” A v
(12. 2) { Agu BQ}{ a'x
(I 2. 3) (A ok’ Bak” — A4 ak’’ B

ok’ A g

ox!

= 0.

g’{

Man kann nun durch Hinzufiigen von (g —s) Zeilen zu der
M atrix

(B 9):”)
eine neue quadratische Matrix ¢* Ordnung bilden, deren Deter-
minante
B =0
ist. Hierauf kann man nacheinander die neuen Zahlen A;.,., so
berechnen, daf} alle Gleichungen (12. 3) verifiziert seien, und dann
die Zahlen B, A, durch die Gleichungen (12.2) bestimmen.
Wir erhalten auf diese Weise die Basis einer feldartigen IExtre-
malenschar, die nach den Uberlegungen des § 11 keine cinzige
singulire Extremale mehr enthilt.
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Nennt man eine feldartige Extremalenschar vollstdndig, wenn
sie keine singuliren Extremalen enthilt, so kénnen wir folgenden
Satz aussprechen:

Satz 5. Dic Extremalen einer beliebigen feldartigen
Extremalenschar konnen stets in eine vollstidndige
feldartige Schar cingebettet werden.

13. Die Brennpunkte einer feldartigen Extremalenschar. Die
Basis einer beliebigen feldartigen Extremalenschar kann nach dem
Vorhergehenden immer so gewihlt werden, dal3 die Determinante
der X; in der Form

1 A’iljl, o 1
(13. I> /X’il,"l, X'l:‘//

7 2

erscheint. Die X, sind hierbei Konstanten und die Determinante
(13.2) | X oo |

hat mit den Bezeichnungen des § 11 den Rang s. Man erhilt den
Rang von (13. 1), indem man zu s den Rang der Determinante
(13.3) ){i’j" = lXi?;":

addiert. Dic Funktionen X% (#) stellen aber nun eine feldartige
Schar des betrachteten reduzierten Problems dar und nach dem
Satze von Radon ist also die Determinante (13. 3) tGberall auller

in gewissen isolierten Punkten von Null verschieden. Wir erhalten
schlieBlich den

Satz 6. Der Rang der Determinante
x|

17 |
eincr beliebigen feldartigen Extremalenschar ist far
alle Werte von #, auller in gewissen isolierten Punkten,
den Brennpunkten der Schar, konstant und immer
gleich (w—¢q +3).
Es fallen also die Brennpunkte unserer feldartigen Extremalen-
schar mit denjenigen der feldartigen Schar von Extremalen

*
xi/ == Xi/j: (f)
des betrachteten reduzierten Problems zusammen und dieses ist ein

Variationsproblem von der Klasse Null. Die Oszillationstheo-
reme und die Theorie der konjugierten Punkte bestehen
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dahergenau aus denselben Sétzen fir die allgemeinsten
ILagrangeschen Variationsprobleme, wie fiir die [dngst
behandelten Probleme von der Klasse Null

Der Satz 6 erlaubt ferner am einfachsten die Tatsache einzu-
sehen, dal3 die Zahl s, die in unseren Rechnungen vorgekommen
ist, eine Invariante ist, die von der jeweiligen Wahl der Basis
des betrachteten feldartigen Gebildes vollkommen unabhingig
ist, und die sogar erhalten bleibt, wenn man die Transformation
des § 8 ruckgingig macht.

Aber auch die Theorie der zweiten Variation, d. h. die Fest-
stellung der Bedingungen, unter welchen ein Minimum auftritt,
kann keine Schwierigkeiten mehr bereiten, wenn man den Einbet-
tungssatz des § 12 richtig anzuwenden versteht. Eine beliebige
feldartige Extremalenschar kann ndmlich auf unendlich verschie-
dene Arten in eine vollstindige Schar eingebettet werden. Welche
Wahl aber in jedem einzelnen Falle getroffen werden mul3, hingt
von der Frage ab, die man gerade behandelt will.

Das Hauptresultat der vorhergehenden Untersuchung besteht
jedenfalls in der Erkenntnis, daB} die Schwierigkeiten bei Varia-
tionsproblemen, bei welchen der v. Escherichsche Ausnahmefall
vorkommt, mit der Lésung des Randwertproblems zusammen-
hiangen, nicht aber, wie man bisher angenommen hat, mit der
Theorie der zweiten Variation.



