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Ein Abbildungssatz.

Von M. Lagally in Dresden.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 9. Mai 1931

Wenn man eine beliebige I'liche punkiweise auf cine Ebene
abbildet, so besteht zwischen der geoditischen Kriimmung einer
Fliichenkurve und der gewihnlichen ebenen Kriimmung ihrer Bild-
kurve ein Zusammenhang, in den nur der Mafistab der Abbildung
und eine Anzahl von Differentialquotienten desselben eingehen.
Der Nachweis und die Herstellung dieses Zusammenhangs ist der
Zweck der folgenden Untersuchung?).

Die geodiitische Kriimmung einer Flichenkurve wird durch
die folgende Beltramische Formel gegeben, wobei » und » Gauli-
sche Koordinaten sind und die Striche Dilferentiationen nach ei-
nem beliehigen Parameter bedeuten:
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Bei Einfithrung der Christotfelschen Symbole nimmt die
Jeltramische Formel folgende Gestalt an:

1) Herr A. E. Young, Tunbridge Wells, hat die Kriimmung der ebe-
nen Bildkurve einer geodiitischen Linic untersucht und das Lrgebnis sowie
die Methode dem Verfasser personlich mitgeteilt. A. F. Young verwendet
fiir die Ableitung seiner Formel, die im folgenden als Spezialfall auftritt,
die Lxtremaleigenschaft der geodiitischen Linien, bedient sich also eines
Verfahrens, das fiir die allgemeinen Flichenkurven nicht erweiterbar ist.
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Fiir ebene Kurven reduziert sie sich auf die Formel fiir die
Kriimmung
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wenn « und v rechtwinklige Cartesische Koordinaten sind.
Verwendet man bei der Abbildung einer Fliche auf eine

Ebene als Gaulische Koordinaten eines Flichenpunktes die recht-

winkligen Koordinaten seines Bildpunktes in der Ebene, so sind

1 1 . . o .
— und  nach (1) und (2) die geodiitische Kriimmung einer
9y

o
-
Flichenkurve und die gewodhnliche Kriimmung ihres ebenen Bil-
des. Man kann zwischen diesen beiden Griofien cine Beziehung
herstellen, indem man die die zweiten Differentialquotienten von

und ¢ enthaltende Determinante »” 4" — #” ¢ eliminiert:
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Um diese Beziehung umzuformen, fithren wir die Richtung
des ehenen DBildes der Flichenkurve

’
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du i

ein; ferner den linearen Malistab der Abbildung:
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Dieser Malistah hiingt von w«, », p ab und ist eine Funktion
des Ortes und der Richtung. Neben dem linearen Mafistab tritt
im folgenden auch der Ilichenmafistab aul, der mit
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W =VEG—I" (6)

hezeichnet werden soll.

Bei Verwendung der Griien p, M und yn nimmb die Be-
zichung zwischen den beiden Kriimmungen folgende Form an:
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Es sollen nun eine Reihe von Differentialquotienten des Mal-
stabs M berechnet werden, ‘deren Kenntnis sich als zweckdienlich

herausstellt. Dabel werden statt der Differentiationen nach w, v, p
drei andere Differentiationen eingefithrt:

die Differentiation nach dem Richtungswinkel ¢ der Kurve,

der mit der Richtung p durch die Beziehung p == tg ¢ zusammen-
hiingt:

o

‘—(H-J N (8)

’\p
2. Die Differentiation in Richtung der ebenen Kurve:
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3. Die Differentiation in Richtung der Kurvennormale:

s ds du dsdv
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Dann folgt zuniichst aus (5) durch Difterentiation von M
nach g

2 du 2 dv 2
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o M 14 p : (10)
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sodann ergibt sich v als ein Quotient, dessen Ziihler eine ganze
2

rationale Funktion 4. Ordnung in p ist. Fiigt man A7 als Summand
hinzu, so tritt eine Vmemuchunn ein und man erhiilt:
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Diese Gleichung hat eine selbstiindige Bedeutung, wenn man
sie. nach (6) durch Einfiithrung des Flichenmafistabs umformt;
man erhiil
M :
(12)
aq®
und erkennt, in welcher Weise der Flichenmalstab durch
den linearen Malistab bestimmt ist!).
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Mehr Rechnung erfordert die Berechnung der Richtungs-

differentialquotienten. Zuniichst erhiilt man
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—— wird nicht bendtigt, wohl aber .
2s 2s 2q

tient ergibt mit einem Zihler, der eine ganze I'unktion 5. Ord-
nung in p ist. Kine Vereinfachung ist wieder dadurch zu erreichen,

, das sich als Quo-

. obL . . . .
dali man - hinzufiigh, weil dann die Fanktion 5. Ordoune

reduzibel wird und den Faktor 1-|-7° enthiilt; dann ergibt sich
unter Einfihrung der Christoffelschen Symbole folgende Zusiam-
menfassung:
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Damit ist die ganze Funktion 3. Ordnung in p wieder er-
schienen, die schon auf der rechten Seite von (7) aufgetreten ist;

1) Einen anderen Weg, den Fliichenmafistab durch den linearen Mafi-
stab zun bestimmen, liefert die Tissotsche Theorie der Verzerrungen. Diese
verwendet die Hauptwerte des linearen Mafstabs, deren Kenntnis von der
Lisung eines Hauptachsenproblems, also einer algebraischen Aufgabe ab-
hitngt. Doch finden sich in der Literatur auch Ausdriicke, die der rechten
Seite von (12) verwandt sind. Vgl. P. Bohmer, Geometrische Approximatio-
nen, Diss. Gottingen 1904, S. 47.
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man braucht sie jetzt nur zu eliminieren, um das eingangs ge-
stellte Problem vollstiindig zu erledigen:
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b 9y 1“’2 i /“‘{
ist die Kriimmung der ebenen Bildkurve, ausgedriickt
durch die geodiitische Kriimmung der Flichenkurve und
den Mafistab der Abbildung und seine Differentialquoti-
enten; nicht zu itbersehen ist dabei, dak nach (12) der Flichen-
mafistab 12 selbst durch den linearen Malistab I/ bestimmt ist?).

Der einfachste Fall, dali der lineare Mabstab 3 von der
g, also aa]:ll == 0 ist, soll noch weiter verfolgt
werden. Die Abbildung ist dann konform. Nach (5) sind die
Bedingungen dafiir ¥ = (+ und I' = 0. Der Flichenmalistab
wird nach (12) 12 = B2 Fir die Kriimmung der ebenen Bild-
kurve ergibt sich nach (15)

Richtung unabhiingi

1 M 5 alg Bl
. 9o o an
oder ausfiihrlicher
I M . dlaM plg M )
5 = Q,,_qu“E‘u + cosq- et (16)

Es werde nun ein Biischel von ebenen Bildkurven betrach-
tet, deren Kriimmungskreise im gemeinsamen Schnittpunkt ein
Kreisbiischel bilden, deren Kriimmungsmittelpunkte also eine Ge-
rade erfiillen. Die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunltes einer
Kurve sind: & = — o sing; y = p cos ¢; sollen die Kriimmungs-
mittelpunkte fiir veréinderliches g auf einer Geraden Ao 4+ By =1
liegen, so muf

= — Asing + Dcosgq (17)

1 Fiir f = 0 ergibt sich die eingangs erwiithnte Youn gsche Formel,
oy

die ibr Entdecker zu geodiitischien Zwecken, wie zur Berechnung der Kriim-
mung der Bilder der geodiitischen Linien in der Cassinischen Projektion
verwendet hat.

Sitzuogsb, d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1931, 6
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sein. Dann ergibt sich fiir die geodiitische Kriimmung der ent-
sprechenden Flichenkurven

M alg MY . alg M
o = <A~ ™ )smq + <B— o ) cosq. (18)

Die Mittelpunkte der geoditischen Kriimmung erfiillen also,
wenn man sie in der Tangentialebene auftriigt, ebenfalls eine Ge-
rade; die zugehdrigen Kriimmungskreise bilden ein Bischel.
Die konforme Abbildung lit sich in der Umgebung eines jeden
Punktes durch eine Kreisverwandtschaft ersetzen.

Insbesondere liegen die Kriimmungsmittelpunkte der
Bilder eines Biischels von geodiitischen Linien auf einer
Geraden. Fir den speziellen Fall der konformen Abbildung in
der Ebene ist das die bekannte Bonnetsche Gerade, auf der
die Kriimmungsmittelpunkte der Bilder eines Geradenbiischels
liegen?).

1) Cesaro-Kowalewski, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie,
1. Aufl. S.146. Neuerdings hat Frl. I. Ginzel in ihrer Diss. Die konforme
Abbildung durch die Gammafunktion, Acta mathematica 56, 1931, von der
Bonnetschen Geraden praktischen Gebrauch gemacht.



