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Galoissche Theorie hewerteter Korper,
Von Wolfgang Krull in Erlangen.

Vorgelegt in der Sitzung am 8, November 1930.

Ist & irgend ein Korper und bedeutet & eine endliche nor-
male Erweiterung von R, so kann man den Authau von $t iiber
§t immer dann mit Hilfe der Hilbertschen Theorie der Zerlegungs-,
Trigheits- und Verzweigungskdrper untersuchen, wenn in & ein
Unterring M ausgezeichnet ist, der an Idealen nur ein einziges
nichttriviales (d. h. vom Null- und Einheitsideal verschiedenes)
Primideal und seine Potenzen enthilt. Ein derartiger Unterring
M entspricht aber eindeutig umkehrbar einer Bewertung von $
und zwar einer nichtarchinedischen diskreten Bewertung im Sinne
von Kiirschitk und Ostrowski?) bzw. einer ganzzahligen Be-
wertung im Sinne meiner Arbeit ,[dealtheorie in unendlichen al-
gebraischen Zahlkorpern I1¢%). — Im folgenden wird nun unter-
sucht, wie weit man mit den Hilbertschen Methoden kommen
kann, wenn man nur eine ganz beliebige (im Ostrowkischen
Sinne nichtarchimedische) Bewertung von & kennt.

Es zeigt sich, dall man — in der Sprache der Bewertungs-
theorie — Zerlegungs-, Triigheits- und (ersten) Verzweigungs-

korper einer aus der gegebenen Bewertung B des Grandkdrpers &
entspringenden Bewertung 7 des Oberkdrpers 8t bei allgemeiner
Bewertung B genau so definieren kann wie im Falle der Ganz-
zahligkeit von . Zerlegungs- und Trigheitskorper haben stets

1) Die in Frage kommenden Arbeiten von Kiirschik und Ostrowski
finden sich: Kirschiak, J. f Math. 142 (1918); Ostrowski, Acta Mathe-
matica 41 (1917); J. {. Math. 147 (1917). Vgl. anch Rychlik, J. f Math.
153 (19:3),

2) Math. Zeitschrift 31 (1930). Kurz zitiert mit , A, Im folgenden
halte ich mich an die Terminologie von A, dic meines Iirachtens immer
dann bequemer ist, wenn die (im Ostrowkischen Sinn archimedischen)
Bewertungen durch den gewdhnlichen absolaten Betrag ansgeschlossen sind.

Sitzungsb. d. math -naturw. Abt. Jahrg. 1430, 16



226 W. Krull

die gleichen charakteristischen, vom ganzzahligen Spezialfall her
bekannten Bigenschaften und es ist der Endkorper & iiber dem
Triigheitskorper stets auflosbar, trotzdem man bei nichtganz-
zahligem I3 die ,h&heren® Verzweigungskérper nicht mehr ohne
weiteres invariant definieren kann. Der (erste) Verzweigungskorper,
der bei ganzzahligem B iiber dem Trigheitskorper stets zyklisch
ist, fillt im allgemeinen iiber dem Trigheitskirper Abelsch aus,
und zwar ist seine Galoisgruppe iiber dem Trigheitskorper stets
isomorph zur Quotientengruppe 4|4, falls A4 bzw. A die Ad-
ditionsgruppe aller der reellen Zahlen bedeutet, die in B Werte
von Elementen des (ersten) Verzweigungskorpers bzw. des Trig-
heitskorpers sind.

Das zuletzt angegebene Ergebnis ist wohl das wichtigste der
ganzen Note. Es kann z. B., wie im letzten Paragraphen kurz
auseinandergesetzt wird, zur Konstruktion von Képern beniitzt
werden, iiber denen zwar jede Gleichung Abelsch, aber nicht jede
Gleichung zyklisch ist.

§ 1. Hilfssiitze aus der Bewertungstheorie.

Von einer Bewertung B des beliebigen Korpers &t soll ge-
sprochen werden, wenn jedem Element @ £ 0 aus §t eindeutig eine
bestimmte reelle Zahl w(a) = d als ,Wert“ zugeordnet ist, und
wenn dabei die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. w{a-b)=w(a) -+ w(b)
2. w(a--0)> min (w (@), w (b))
3. w(a*)+0 fiir mindestens ein a*.

Nennen wir einen Unterring 9 von & Maximalring, falls
I ein echter Unterring von & ist, der & selbst als Quotienten-
korper besitzt, und falls aus MM < & < & stets & = K folgt, so gilt:

Die Gesamtheit der Elemente aus &, die in einer
festen Bewertung Bnichtnegative Werte besitzen, bildet
einen Maximalring . Umgekehrt gibt es zu einem festen
Maximalring M von & eineund bisaufeinetriviale Umnor-
mierung der Werte auch nur eine Bewertung B, in der
ge1 ade die Elemente von 9% nichtnegative Werte haben’).

1 Vgl zu diesen Definitionen und Siitzen A, § 1 und § 2. Zur Mog-
lichkeit der verschiedenen ,Normierung® vgl. msbesondere den Schluf v, § 2.
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Zu jeder Bewertung B ,gehort* also ein bestimmter Maximal-
ring M. Die Gesamtheit der Elemente von &, die in B positive
Werte besitzen, bildet in 9 ein Primideal m, und zwar das
einzige nichttriviale Primideal. Den Restklassenkérper Mt m
bezeichnen wir als ,den zu B gehorigen Restklassenkdrper. Schliel-
lich soll unter der ,zu D gehorigen Wertgruppe A“ diejenige
Additionsuntergruppe der reellen Zahlen verstanden werden, die
von der Gesamtheit der in B wirklich vorkommenden Werte A
gebildet wird. Ist insbesondere A zyklisch, also zur Gruppe der
ganzen Zahlen isomorph, so wollen wir von einer ganzzahligen
Bewertung sprechen.

Hilfssatz 1. Es seien B,, B,, ... DB, endlich viele Be-
wertungen von &, 4; sel die zu B; gehiorige Wertgruppe,
N; der zu B; gehdrige Maximalring, m; bedeute das Prim-
ideal aus ;. Dann gilt:

a) Ist (fiir 2 =1,2 .. .%) d; jeweils eine Zahl aus 4,
so gibt es in & stets ein Element a* das gleichzeitig in
B, den Wert d,, in B, den Wert d,, ..., in By den Wert
d, besitzt.

b) Ist (fiir i=1,2...%5) b; jeweils ein Element aus
M, so gibt es im Durchschnitt der M; stets ein Element
b*, das als Element von M, der Kongruenz #* =10, (m,),
als Element von ¢, der Kongruenz 0* = b, (n,), . . . als Ele-
ment von M, der Kongruenz o =0, () geniigt.

Der Beweis der Behauptung a) findet sich fiir den Fall
ganzzahliger Bewertungen B; und nichtnegativer d; bereits in §1
meiner Arbeit: Ein Satz iiber primire Integrititsbereiche. (Math.
Annalen 103 (1930).) Da die dort angegebene etwas umstindliche
Rechnung auch im allgemeinsten Fall zum Ziele fiihrt, braucht
sie hier nicht nochmals wiederholt zu werden. Der Beweis von b)
kann so gefiihrt werden, daf man von den einzelnen 3¢, zum Durch-
schnitt V= M, ~ Wiy, ~ - - - ~ M, iibergeht, weiter die Durch-
schnitte n; = m; ~V bildet, aus a) auf die Teilerfremdheit der m;
schliefit und triviale Sitze tiber simultane Kongruenzen nach teiler-
fremden Idealen anwendet.

16*



228 W. Krull

§ 2. Problemstellung, Zerlegungs~ und Triigheitskorper.

Es sei im folgenden & eine endliche normale Erweiterung
erster Art!) von &, B bedeute eine Bewertung von &, B eine
solche von §. Dann soll B als HBrweiterung von B auf {¢,
B als ,durch B induzierte Bewertung von &% bezeichnet
werden, wenn B aus B einfach dadurch entsteht, daB man je-
dem Element aus & als Wert in I diejenige reelle Zahl zuordnet,
die es als Element von & in B zum Werte besitzt. Wir be-
zeichnen ferner mit © die Galoisgruppe von & iiber &, mit ¢
ein beliebiges Element aus @, die Anwendung der Abbildung J
deuten wir durch die Schreibweise ,9 - ...“ an. Sind dann B,
und B, irgendwelche Bewertungen von R mit den zugehdrigen Maxi-
malringen M, und EJJ?‘,, so setzen wir b’ = - I, und nennen
B und B, (ubel ®) ,konjugiert*, wenn die Gleichung M, =

9 - M, gllt, und wenn aufierdem B, und B, so normiert sind,
daB fiir beliebiges a stets & -a in B, den gleichen Wert besitzt
wie @ in B,.

Hilfssatz 2. Ist B irgend eine feste Bewertung von
ft, so gibt es stets mindestens eine, immer aber nur end-
lich viel Erweiterungen I von B auf &. Simtliche Er-
weiterungen von I auf & sind untereinander konjugiert?).

1) Es entstehe also 8 aus & durch Adjunktion der Nullstellen eines
Polynoms mit lauter verschiedenen Wurzeln.

?) Nach Kiirschdk (J. f. Math. 143) gilt zuniichst: Ist & = f(a), be-
deutet p{x) das irreduzible Polynom aus £, dessen Nullstelle « ist, und
zerfillt p(x) in der zu B gehorigen perfekten Hille &* von & in die irre-
duziblen Faktoren po(x), »,(r), ... P _{(®), so entspricht jedem der Fak-
toren p,(x) genau eine Ausdehnung .Bﬁi von B auf §. Nach Ostrowski(J.f.
Math. 147) sind ferner die so gefundenen Ausdehnungen von B die einzig
moglichen. Da ferner, falls £ normal iber &£, die Faktoren p,(x} vou p(x)
durch die einzelnen & aus @ nur untereinander vertauscht werden, missen
die B; ersichtlich zueinander konjugiert sein. — Der im Text auBerdem er-
wiihnte ,elementare” Beweis von Hilfssatz 2 kgnnte etwa so gefiihrt werden:
Die Existenz mindestens einer Ausdehnung von I auf & beweist man, indem
man durch einfache Wohlordnungsschliisse die Existenz mindestens eines
I als Untermenge enthaltenden Mazimalrings M aus & zeigh. Man betrachtet
dann ferner den Ring V aller von M algebraisch ganz abhingiger Wlemente
aus & und beweist durch ganz einfache Bewertungsschlisse: V ist Durch-
schnitt aller Maximalringe, die zu Ausdehnungen von B anf & gehoren,
V ist aber auch bereits gleich dem Durchschnitt einer einzigen beliebigen
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Hilfssatz 2 folgt aus allgemeinen Bewertungssiitzen von Kiir-
schik und Ostrowski, er kann aber auch verhiltnismiBig ele-
mentar mit Hilfe der Theorie der Maximalringe abgeleitet werden.
Wir gehen darauf nicht nither ein.

Es sei von jetzt ab I eine feste Bewertung von &, B = B,,
By, ... D, seien die simtlichen mdglichen Erweiterungen von
Bauf &. Dann soll als Zerlegungsgruppe O, (von B iiber &)
die Untergruppe aller der der Gleichung @ - B = B geniigenden
Abbildungen @ aus O verstanden werden. Zerlegungskérper
(von B iiber &) heiie der ©. im Sinne der Galoisschen Theorie
zugeordnete Unterkorper von &. B, bedeute die durch B indu-
zierte Bewertung von &, 9, sei der zu D, gehorige Maximal-
ring. Dann folgt zunichst aus Hilfssatz 2:

Der Index von O, in O ist gleich der Anzahl der
mdglichen Erweiterungen von I3 auf §. — Ferner gilt:

Satz 1. a) Jede von I3 verschiedene Ausdehnung von
DB auf & induziert eine von B, verschiedene Bewertung
von 8.. b) Die Wertgruppe A, von DB, ist gleich der Wert-
gruppe .1 von B. ¢) Der Restklassenkdrper M. m, von
B, ist gleich dem Restklassenkdrper M m von I, d.h. es
kann jede Klasse aus ¢, um. durch ein Element aus IN
repriisentiert werden.

Wir zeigen zuniichst: Ist d. irgend ein Wert aus 4., so gibt
es in §, ein Element «* das in B den Wert d,, in den von B
verschiedenen konjugierten Bewertungen B; dagegen den Wert 0
besitzt. — In der Tat, nach Hilfssatz 1 a) gibt es jedenfalls in
§t zweil Elemente f und y, derart daB f in B den Wert 0, in
den B; dagegen positiven Wert besitzt, wihrend der Wert von
y in B positiv und in den B; gleich 0 ist. Dann aber miissen
nach Definition von O, auch die Relativnormen & und ¢ von f
und y hinsichtlich &, die gleichen Eigenschaften besitzen wie f
und y selbst. Bedeutet daher a irgend ein Element aus &, vom
Werte d, in B, so wird fiir hinreichend grobes r sicher a b+ ¢"
ein Element a* der gesuchten Art!).

Serie konjugierter Maximalringe der genannten Art. Daraus folgt dann so-
fort der ganze Hilfssatz 2.

1) Vgl iihnliche Betrachtungen in § 1 der beim Beweise von Hilfssatz 1
zitierten Arbeit!
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Aus der Existenz von a* ergibt sich sofort fiir d,+0
die Richtigkeit der Behauptung a). Da ferner jede nicht zu 6O,
gehorige Abbildung aus @ die Bewertung B in eine der kon-
jugierten Bewertungen B; iiberfithrt, in denen a* den Wert 0 hat,
mitssen alle Relativkonjugierten von a* her & in B den Wert 0
besitzen; der Wert der Relativnorm von a* iiber & in I3 ist da-
her gleich d., und daraus ergibt sich wegen der Zugehorigkeit
der Relativnorm zu & und der Willkiirlichkeit von d, die Be-
hauptung b). Bedeutet schlieflich 4 irgend ein Element aus ¢,
so kann man aus der bereits bewiesenen Behauptung a) und aus
Hilfssatz 1b) schlieen, dab in &, ein Element b* existiert, das
als Element von M, der Kongruenz 0*=10(m,), als Element
des zu B; gehorigen Maximalrings 9¢; dagegen der Kongruenz
*=1(m) =1,2...s—1) geniigt. Dann mub jede Relativ-
konjugierte bf von b* itber & als Element des zu B gehirigen
Maximalrings 9 die Kongruenz 0f = 1 (m) befriedigen, denn es
filhrt ja jedes nicht zu ©, gehorige § eine der Bewertungen
Bii=1,2... s—1) B iiber. Es ist daher gleichzeitig mit
b* auch die Relativnorm von »* modulo w, zu b kongruent, und
daraus folgt sofort die Richtigkeit der Behauptung c).

Bedeutet 9 irgend eine Abbildung aus 6,, so besitzt er-
sichtlich fiir beliebiges @ aus & das Element &« stets den gleichen
Wert in B wie a selbst, d. h. setzen wir 9-a =c¢-a, so ist ¢
Element des zu B gehorigen Maximalrings 3¢ und hat in B den
Wert 0. Geniigt insbesondere ¢ der Kongruenz ¢=1 (m), so
wollen wir sagen, es sel @ halbinvariant gegeniiber 9; ent-
sprechend soll @ halbinvariant heien gegeniiber der Untergruppe
H von O, wenn a gegeniiber jeder einzelnen Abbildung aus H
im eben festgelegten Sinne halbinvariant ist. Wir definieren nun:

Die Trigheitsgruppe ©, (von B iiber &) bestehe aus allen
und nur den Abbildungen von 6,, denen gegeniiber die siimt-
lichen Elemente aus &, die in BB den Wert 0 besitzen, halbin-
variant sind. Der € zhgeordnete Unterkorper & von St heife
Trigheitskorper (von B iiber &). By sei die durch I induzierte
Bewertung von &, M sei ihr zugehdriger Maximalring. — Der
su B gehorige Restklassenkorper ¢ m kann und soll im fol-
genden als algebraische Erweiterung der Restklassenkorper 2¢|m
und 9¢; wy aufgefalit werden. (Man hat zu diesem Zwecke ja nur
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diejenigen Klassen aus 9)¢|i, die Elemente aus ¢ bzw. 2, ent-
halten mit den durch diese Elemente definierten Klassen aus ¢ m
bzw. N ny zu identifizieren.) Wir wollen von jetzt ab der Ein-
fachheit halber voraussetzen, daf bei dieser Auffassung M¢|i iber
M |m = M. |m, algebraisch von erster Art sei'). Dann gilt:

Satz 2. a) @, ist invariante Untergruppe von 6,
b) Es ist M, m, =M m und es ist die Relativgruppe 0,6,
von §; iiber R, zur Relativgruppe von M m tiber M. m,
isomorph. ¢) Die Wertgruppe 4; von By ist gleich 4, (und
damit gleich A).

Der Beweis der Behauptungen a) und b) kann genau so
gefilhrt werden wie im Spezialfall ganzzahliger Bewertungen?®).
Man hat sich einfach zu iiberlegen, da die Abbildungen von O,
eindeutig umkehrbar den Abbildungen von I m iiber D¢, m;
zugeordnet werden konnen, und die Tatsache auszunutzen, daf
Wi | tiber M 'm, algebraisch von erster Art ist. Was die Be-
hauptung c¢) angeht, so sei, was unter unseren Voraussetzungen
moglich ist, das Element « aus $§; so gewiihlt, daB gleichzeitig
&, aus &, durch Adjunktion von « und 9)?11[ = W, 'm, aus MW, m,
durch Adjunktion der durch a erzeugten Restklasse entsteht, f
sel der wegen b) gemeinsame Grad von & iiber &, und M, my
tiber 9, [n,. Dann kann man jedes Element y aus &; darstellen
in der Form y = p(a, -+ a,a 4 -4 a,_, a/=1), wobei p ein ge-
eignetes Element aus . ist, wihrend die a; simtlich zu IM,, aber
nicht simtlich zu wm, gehdren. Wegen der Art der Wahl von «
ist nun a, -+ a, a-------ay_; a/! Element von M, aber nicht
Element von my d. h. es besitzt ay--a, a4+ 4~ a1/~ in
By den Wert 0 und der Wert von y in B, ist gleich dem zu A,
gehorigen Werte von p in B..

) Ist W m iber M|m nicht von erster Art, so ist M m Jjedenfalls
von Primzableharakteristik p, und es gibt zwischen W m und M|m eine
grofite Erweiterung erster Art, M [m,, aus der Wt ausschlieflich durch
Adjunktion von p’-ten Wurzeln entsteht. In diesem Falle wird, wie leicht
mit unseren Methoden zu zeigen, M,[m, = M, 'm, = Yt [m, der Ubergang
von M m, zu M|m vollzieht sich also erst tiber dem Verzweigungskorper
&,. (Definition von £, und M, in § 81

*) Natiirlich sind zuerst die iiblichen idealtheoretischen Formulierungen
in die Sprache der Bewertungstheorie zu iibersetzen!
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§ 3. Yerzweigungsgruppe und Verzweigungskorper.

Unter der Verzweigungsgruppe @, von B verstehen wir
die Gesamtheit derjenigen Abbildungen aus 6, denen gegeniiber
siimtliche Elemente aus & halbinvariant sind. Der ©, zugeordnete
Korper &, heifit Verzweigungskirper, I, bedeutet die durch
B induzierte Bewertung von $t,, 9, ihren Maximalring usw.

Satz 3. O, ist invariante Untergruppe von ©; und 6..
Die Galoisgruppe @, @, von 8, iiber & ist isomorph zur
Quotientengruppe der Wertgruppen von 3, und By, also
zud, Ay= A4, Die Zwischengruppen A’ zwischen 1 und
Ay entsprechen in folgender Weise eindeutig umkehrbar
den Zwischenkdrpern & zwischen & und &,:

Die Wertgruppe der durch I3 induzierten Bewertung
B von & ist gerade gleich .’ und die &' im Sinne der
Galoisschen Theorie zugeordnete Untergruppe von 0, 0,
besteht aus allen und nur den Abbildungen von &, iiber
¢, denen gegeniiber die simtlichen Elemente von &,,
deren Werte in 1" liegen, halbinvariant sind.

Ist die Charakteristik von 2 m gleich p£0, so ist
der Grad von &, tiber & zu p teilerfremd.

Die Invarianz von 6, ist trivial. Im idbrigen erfordert der
Beweis von Satz 5 eine Reihe von Hilfssiitzen, bei deren Ab-
leitung wir der Bequemlichkeit halber § = §t;, &t = §, annehmen
wollen, sodaly @, = 60y O, = 6, B, = DB, B =D, wird usw.
Unter dem Wert eines Elements a aus & schlechtweg verstehen
wir von jetzt ab den Wert von « in B.

Gleichzeitig mit « und f ist stets auch «-f# halbinvariant
gegeniiber der Abbildung @, ferner sind nach Vor. alle Elemente
des Wertes 0 bestimmt halbinvariunt gegeniiber . Daraus folgt
sofort:

Hilfssatz 3. Ist arhalbinvariant gegeniiber 9, so sind
auch alle Elemente, die den gleichen Wert wie « besitzen,
halbinvariant gegeniiber .

Hilfssatz 4. Es sei « ein beliebiges Element aus &t
vom Werte 4, und es sei n die kleinste positive Zahl,
fir dien-2zu A gehdrt, es sei also n gleich der Ordnung
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der durch 4in 4 A erzeugten Restklasse!). Bedeutet dann
O, die Gruppe aller derjenigen Abbildungen, denen ge-
geniiber a halbinvariant ist, so ist &, invariante Unter-
gruppe von 6, und es stellt @ O, eine zyklische Gruppe
dar, deren Ordnung gleich einem Teiler von = ist.

Dai @, in @ invariant ist, und dab ©|0, zyklisch wird,
beweist man mit eben den Methoden, mit denen man im Spezial-
fall ganzzahliger Bewertungen zeigt, dal ©, invariant in @; und
0, 0, zyklisch ist. s sei ferner 9 eine Abbildung aus @, die
eine erzengende Restklasse von© @, definiert, und es se1 ¢-a =¢-a.
Dann ist d.a" = ¢"-¢" und daraus folgt ¢* =1 (), weil ja a®
den zu / gehdrigen Wert n-2 besitzt und somit nach Hilfssatz 3
gegeniiber jeder Abbildung von @ halbinvariant sein mufi. Bilden
wir daher 9".a und beachten wir, daB ¢ als Element des Wertes 0
sicher gegeniiber ¢ halbinvariant ist, so erhalten wir 9%-a =
ataa=a-a-a (z=0m), a'=00n), es gehort also
9" zu 6,, und damit ist alles bewiesen.

Zuniichst folgt aus Hilfssatz 4, dak & tiher & aufldshar ist,
daB also mindestens eine Korperkette & = &, &,,...58%_1, & =&
existiert, bei der §; jeweils iiber &; -, Normalkorper ist, und einen
Primzahlgrad p; besitzt. Allein auf Grund dieser Tatsache be-
weisen wir weiter:

Hilfssatz 5. Die Ordnung von A A ist ein Teiler des
Grades von § iiber &.

Bezeichnen wir allgemein mit /; die Wertgruppe der durch
I3 induzierten Bewertung von & (4, = A, A, = A), so ist .1;
jeweils Obergruppe von A;_; und es ist die Ordnung von .l .1
gleich dem Produkt der Ordnungen von ;' 4, (i =1,2...5%).
Zum Beweise von Hilfssatz 5 haben wir daher nur zu zeigen:
Die Ordnung von A;|.4; | ist stets entweder gleich 1 oder gleich
pi- Ist mun Ai+4; 5, so konnen wir ein erzeugendes Element
a von §; iiber ;-1 so wiithlen, dal der Wert 2; von « nicht zu
As—y gehort. Dann mub p; die kleinste positive ganze Zahl sein,
deren Produkt mit 2; zu A;_, gehort, denn es besitzt ja die in
Ni—1 liegende Relativhorm von a iber &; den Wert Pilie Ist
ferner y ein beliebiges Klement aus &, so kénnen wir y in der

1), Restklasse® soviel wie Nebengruppe, Nebenschar von .1 in ..
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Form y =a,-{-a,a-----ap a" ' darstellen, und aus dem
eben iiber 1; Festgestellten folgt, dak fir 1+ x die Glieder
a; o und a,-a* stets verschiedene Werte haben; es mufz da-
her der Wert von y gleich dem Worte eines der Produkte
a, o’ sein, d. h. der Wert 1 eines beliebigen Elements aus §; be-
sitzt stets die Gestalt 2 = 4,y -}- g-4;;, wobel 4;_, eine Zahl aus
A;_1, g; eine der Zahlen 0, 1, ... p; —1 bedeutet. Damit ist alles
bewiesen. — Wir konnen jetzt bereits zeigen:

O ist zu A/ A isomorph. Ist die Charakteristik von
W gleich p#0, so ist der Grad von & iher & zu p
teilerfremd.

Nach Hilfssatz 5 ist A A jedenfalls eine endliche Abelsche
Gruppe. Es seien nun die Elemente Ay dgy .. 2 aus A so ge-
wiihlt, daB die durch sie erzeugten Restklassen eine Basis von
|4 bilden, pii sei die Ordnung der durch 1 erzeugten Rest-
klasse, so dal also die Gesamtordnung von .1 .1 gerade gleich
Prepge...op ist. Bedeutet dann «; ein Element aus ! vom
Werte 4;, so gehdrt nach Hilfssatz 4 zu der dort eingefiihrten
Gruppe O, ein zyklischer Oberkdrper 3, von & vom Relativgrad
P (si <7;) und es wird & gleich dem Vereinigungskdrper der 3;;
denn eine Abbildung ¢, die dem Durchschnitt der Gruppen 6,
angehort, mub siimtliche a; und damit angesichts der Auswahl dieser
Elemente nach Hilfssatz 3 iiberhaupt alle Elemente von §t halb-
invariant lassen, folglich wegen { = &, gleich der Identitiit sein.
Der Grad von § iiber & ist nach dem eben Bewiesenen ein Teiler
von p51-pR-...-pit;  andererseits muB er nach Hilfssatz 5 ein
Vielfaches von plt-p-...-pjt darstellen. Daraus folgt, dak jeder
der 3; den genauen Grad 7; besitzt und daB & das direkte Pro-
dukt der 3; darstellt.

Die Behauptung tiber das Verhiltnis des Grades von & zur
Charakteristik von 9¢|m ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache,
dafs die Gdlmsgruppen der 3; zu multiplikativen Gruppen aus
N m isomorph sind.

Um Satz 3 in vollem Umfange zu beweisen, brauchen wir
jetzt nur noch zu zeigen: Ist &' irgend ein Unterkdrper von §
mit der zugehdrigen Bewertung B’ und der zugehorigen
Wertgruppe ', und bedeutet @ die & im Sinne der
Galoisschen Theorie zugeordnete Untergruppe von 0, 6.
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dagegen die Gruppe aller derjenigen Abbildungen, denen
gegeniiber die siimtlichen Elemente aus & mit zu .1’ ge-
horigen Werten halbinvariant sind, so ist @ = 0.

Es ist sicher ©,2>6'. Wir nehmen an, es sei O echte
Obergruppe von @ und es bedente 8" den zu O im Sinne der
Galoisschen Theorie gehdrigen Korper. Dann ist §” echter Ober-
korper von S und es spielt " unter §’ die Rolle des Ver-
sweigungskorpers {,, und daraus folgt nach dem weiter unten
abzuleitenden Satz 4, daB 2t/m eine Primzahlcharakteristik p be-
sitzen, und daf der Grad von &’ tiber &” eine Potenz von p dar-
stellen muB. Das ist aber nach dem, was wir bereits iiber den
Grad von & Uber { wissen, ausgeschlossen. Es ist daler sicher
O =06,. 7

Satz 4. Ist & echter Oberkdrper von 8,, so ist Eﬁillii
jedentalls von Primzahlcharakteristik p, es ist & iiber 8,
auflésbar, und es stellt der Grad von & tiber 8, eine Po-
tenz von p und ein Vielfaches der Ordnung von A4, dar!?).

Der Kiirze halber setzen wir §{, = &, OO, = 6. Es sel «
ein beliebiges nicht zu & gehoriges Element aus M; dann kionnen
wir ein Element 7 aus i so bestimmen, daB jede Abbildung ¢
aus @ einer Gleichung ?-a = a --7-¢y mit zu M gehdrigem «,;
gentigt, und daB fiir mindestens ein 9* das Element ¢y den Wert 0
besitzt. Bezeichnen wir nun mit @, die Gruppe aller derjenigen
Abbildungen #, deren zugehdoriges ¢y durch nt teilbar ist, so stellt
O, eine echte Untergruppe von © dar, und man rechnet nach
dem Vorbild der iiblichen Theorie der hoheren Verzweigungs-
korper sofort nach, dat O, in O invariant und dal die Quotienten-
gruppe 00, zu einer Additionsuntergruppe von 3¢ nt isomorph
ist. Daraus und aus Hilfssatz 5 folgt aber die Richtigkeit von
Satz 4 in vollem Umfange.

§ 4. Eine Anwendung,

Die Ergebnisse von § 3 konnen unter Umstinden dazu be-
nutzt werden, um mit Hilfe einer einzigen Bewertung des Korpers

') Allgemeine Uberlegungen zeigen, daf der Grad von R tiber &, tat-
siichlich ein echtes Vielfaches der Ordnung von A .1 sein kann. Hier legt
im allgemeinen Fall eine Schwierigkeit, die hei gunzzahliger Bewertune B
nicht auftritt,
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N algebraische Erweiterungskorper zu konstruieren, die iiber &
Abelsch, aber nicht zyklisch sind. 7. B. ermoglichen sie den
Beweis von:

Satz 5. Es gibt Korper, iiber denen jede Gleichung
Abelsch, aber nicht jede Gleichung zyklisch ist.

Es sei namlich &, irgend ein algebraisch abgeschlossener
Korper, .1 eine beliebige Additionsuntergruppe der reellen Zahlen,
MW* bedeute das System aller formalen Reihen e, 271+ c 2"+ ¢, @3-+ -+
einer Variabeln o, bel denen die ¢; dem Korper &, entnommen
sind, withrend die 7; eine echt monotone mit ¢ ins unendliche
wachsende Folge aus .1 bedeuten. Dann ist zuniichst {* ein
Kérper, wenn man tiir seine Elemente Addition und Multiplikation
in der bei Reihen iiblichen Weise definiert; wihlt man ferner
als Wert von ¢ 2" --¢,a™ -~ .. stets die Zabl », (¢,;+0), so
erhiilt man eine Bewertung B von R mit der Wertgruppe 1.
Wir behaupten nun:

Hilfssatz 6: Bei geeigneter Wahl von .I ist &* ein
Kérper der in Satz 5 gesuchten Art.

In der Tat, zuniichst ist &* hinsichtlich der Bewertung I
perfekt?), d. h.ist a;, a,, ... eine unendliche Folge von Elementen
aus * mit der Eigenschaft, daf der Wert von «; — a, fiir hin-
reichend groBies ¢ und x groBer wird als eine beliebig vorgegebene
Zahl n, so besitzt die Folge der a; in &* stets einen ,Grenzwert®
a, fiir den die Werte von a — a; mit wachsendem i ins Unend-
liche wachsen. Aus der Perfektheit von &* hinsichtlich B folgt
aber nach bekannten Sitzen?), daB zu einer beliebigen endlichen
normalen Erweiterung §* von §t* stets nur eine einzige Aus-
dehnung B von B existiert, sodaB also $t* hinsichtlich B stets
die Rolle des Zerlegungskdrpers §t. spielt. Da ferner der zu B
gehorige Restklassenkdrper ¢ |m offenbar zu §, isomorph, und
somit algebraisch abgeschlossen ist, mufi {* sogar gleich dem
Triigheitskorper von B sein, und weil &, und somit auch I|m

1) Die im Texte gegebene Perfektheitsdefinition weicht, da wir eine
andere Bewertungsdefinition zugrunde gelegt haben, formell von der
Kiirschikschen ab. Inbaltlich ist sie tbel im Ostrowskischen Sinne
nichtarchimedischen Bewertungen) der Kiirschikschen gleichwertig.

2) Vgl. den in Aunm. 2) S. 228 angegebenen Satz von Kirschik.
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die Charakteristik O besitzt, mul {&* den Verzweigungskorper R,
von B darstellen. Daraus folgt aber nach § 3:

Jede endliche algebraische Erweiterung &* von §*
ist iber N* Abelsch und zwar ist {* eindeutig bestimmt
durch die Wertgruppe .1 der zugehorigen Ausdehnung
B von DB. — Bezeichnen wir mit M die Gruppe aller der reellen
Zahlen, von denen ein ganzzahliges Vielfaches zu A gehort, so
ist die Wertgruppe - stets eine Untergruppe von B, in der .1
endlichen Index besitzt. s gilt aber auch:

Ist .1 keine beliebige Untergruppe von M, in der .1
endlichen Index besitzt, so gibt es stets eine endliche
algebraische Erweiterung &% von &* mit der zuge-
horigen Wertgruppe .I. '

Es seien niimlich die Zahlen 1,, 4,, ... 4, so gewihlt, daB
ihre Restklassen eine Basis von /1|1 bilden, pff=¢;(i==1,2,...5)
bedeute die Ordnung der durch 1, erzeugten Restklasse. Ist dann
a; jeweils ein Element aus &* vom Werte ¢;-4; in .1, und setzen

wir a; = a¥| so wird * = §t* (a,, a,, . . . a;) gerade ein Korper

der gesuchten Art. — Da nun I miihelos so gewihlt werden kann,
dah Gruppen .1 existieren!), fiir die .4 . nicht zyklisch "wird,
so ergibt sich aus dem zuletzt gewonnenen Resultat sofort die
Richtigkeit von Hilfssatz 6 und damit die von Satz 5.

Als Nebenergebnis haben wir bei unseren letzten Unter-
suchungen den folgenden, wohl auch an und fiir sich bemerkens-
werten Satz gewonnen, der offenbar ganz allgemein gilt, obwohl
er nur am Beispiel des Kdrpers §* abgeleitet wurde:

Satz 6. Es sei der Korper & hinsichtlich der Bewer-
tung B perfekt und es sei auBerdem der zu B gehdrige
Restklassenkorper algebraisch abgeschlossen und von
der Charakteristik 0. Ferner bedeute .1 die Wertgruppe
von B, M die Gruppe aller der Zahlen, von denen ein
ganzzahliges Vielfaches in A liegt. Dann entsprechen
die simtlichen endlichen algebraischen Erweiterungen
von & eindeutig umkehrbar denjenigen Untergruppen -t
von M, in denen .l endlichen Index besitzt. — Der .1 zu-

) Man braucht z. B. fiir . nur eine Gruppe mit m > 2 unabhiingigen
Frzengenden zu withlen.
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geordnete Korper & ist normal iiber §t, seine Galois-
gruppe ist zu Al Aisomorph, und esist .l die Wertgruppe
der zu & gehdrigen Ausdehnung B von D.

Satz 6 erscheint mir besonders deshalb beachtenswert, weil
er leicht so verallgemeinert werden kann, da er eine Charak-
terisierung der siimtlichen endlichen oder unendlichen algebrai-
schen Erweiterungen von & durch Untergruppen von M bzw. M| A
liefert. Zieht man dann noch die beKannte Galoissche Theorie
der unendlichen algebraischen Erweiterungen?!) heran, so ergeben
sich interessante Bezichungen zwischen verschiedenen Typen von
unendlichen Abelschen Gruppen, auf die ich vielleicht spiter
zuriickkommen werde.

12. XII. 30. Zusatz bei der Korrektur. Wie ich hore,
wird Herr M. Deuring iber die in § 1 bis § 3 behandelten Pro-
bleme eine ausfiibrliche, wesentlich idealtheoretisch orientierte
Untersuchung in den Mathematischen Annalen verdifentlichen.
Unsere Arbeiten sind unabhiingig voneinander entstanden.

1) Vgl. Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Er-
weiterungen, Math. Annalen 100 (1929).



