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Uber diejenigen Rotationsflichen, auf denen drei Systeme
von kongruenten geoddtischen Linien
ein Dreiecksnetz bilden.

Von Otto Yolk, Kaunas (Litauen).
Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 3. Dezember 1927.

Wie schon Herr Finsterwalder') darauf hinwies, gibt es
auf Rotationsflichen Dreiecksnetze, deren eine Schar aus den
Meridiankurven besteht, wiihrend die beiden anderen Scharen von
zu den Meridiankurven symmetrisch gelegenen geoditischen Kurven
gebildet werden. Diese Dreiecksnetze bestehen aus drei Scharen
kongruenter Kurven und geben zugleich eine rhombische Kintei-
lung; aufier den Rotationsflichen und den auf sie abwickelbaren
Flichen gibt es keine weiteren Flichen mit geoditischen rhom-
bischen Dreiecksnetzen®). In Fortsetzung der Finsterwalderschen Be-
trachtungen hat Herr R.Sauer?)sich mit der Frage nach dem Charak-
ter von Drehfliichen beschiiftigt, auf denen auBier den Finsterwalder-
schen Netzen geoditische Drelecksnetze aus drei Systemen von
kongruenten, durch Drehung auseinander hervorgehenden geo-
ditischen Linien bestehen. Indem er die kongruenten Kurven nach
einem Logarithmus des Drehwinkels aufeinander folgen lief, kam
er zu einer gewissen Klasse von Rotationsflichen, von denen im

) Vgl. 8. Finsterwalder, Mechanische Bezichungen bei der Flichen-
deformation.  Juhresbericht der dentschen Mathematiker - Vereinigung,
Bd. 6 (1899). S. 511t

%) Vel.0.Volk, Uber geodiitische Dreiecksnetze auf Fliichen konstanten
Krimmungsmafies. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissen-
schuften, math.-naturw, Klasse. Jahrgang 1927. 3. Abt. 8. 19.

% R. Sauer, Flichen mit drei ausgezeichneten Systemen geodiitischer
Linien, die sich zu einem Dreiecksnetz verkniipfen lassen. Sitzungsber. d.
bayr. Akad. d. Wiss,, math.-uaturw. Abteilung, 1926. S. 365 ff.
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folgenden gezeigt werden wird, daB sie die einzig moglichen
Rotationsflichen mit Drejecksnetzen der angegebenen Art sind.
1. Ist eine Rotationsfliche durch die Gleichungen gegeben:

(1) x=yrcosqp, y=rsing, z=7F()

und sind durch u = const., v == const. geodétische Linien auf dieser
Fliiche bestimmt, so hat man bekanntlich zwischen ¢, » und «,
v die Beziehungen:

Vi--fe . :
d— - e ([l' 1.,,
“7 f ).]/}.2(]’2_] + U,

Vi--f2
p = dr -V,
7 'j )V}~ VB——l " -

@

wo ', U,, V. I, Funktionen nur von u bezw. » sind. Fiir das
Linienelement in der Form

ds? = A2 du? -2 AC cos & duwdv - 2 dr?

hat man dann:

VoYL

— Vi1 TN o2 R Vo s
A=V {1+ r +rtg, Viorte., V;'TVf—- ,1,;),,,
vy 79N . 9 4 8 9 / 1/1?”2
O e A s I_"l
s LHT DTk g 1/7“1’2—1]/'21 P11
cosv= AC ‘ AN

Die Dreiecksnetzbedingung ist?):

] A 2 o
- o= - %3 ——— —
) du (lg <J"‘ sin* 7‘))) v (ID (112 sin® ':‘))) ).

2. Handelt es sich um kongruente, nicht drehsyminetrische
Netze, so muf sein:

(5) U =a?, V,=p,

wo a, fi Konstante sind, wihrend U,, V, nicht konstant sein
diirfen. Aus den Gleichungen (2) folgt dann durch Differentiation
nach « bezw. v:

Vel 0. Volk, 1 e, =014,
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(/7/, —= — — Pra - l” — fl
Vita? —1 ) V) p— 1

)

ity

(1)

i oy f
) _— ,4;"! ~I/._,: Il e
“(/’v ‘l/,.g g2 __ 1 1/7'2 at— 1 701'
wo zur Abkiirzung gesetzt ist
Vi-o-fo

Die Gleichungen (6) verlangen:
ra Ve b, Uy=0

und daher:

(8) r=1"(", — 1.
Fiir f, findet man dann aus (6):
Vit —1VFep—1 1

) fi= Vitar —1—VIep—1 I

Es wird daher:

A poVIte—1 (Ve az;l 1/1«'2ﬂ2'_1) U,
(Zsin®d o —p2 VIzge. . Va2
¢ W VIeg | (]/1«"2}}5'—1 ViIep—1) 1
A*sin®  pF—al VIzar— s

und aus (4) erhilt man:

Uv 1 3 .
1 ' = 7) — 5 - N
wo gesetzt 1st:
2 (2 72 (2

|f ;2/3 1 “‘l/;fz;?__i'
(11)
‘T__]"'?ﬁi’ —717 I#g—1 ,
T IRat—1 I2e? 1’ ’
dabei bedeuten bei ¢, v die Akzente Differentialquotienten nach
(U,—V,). Setzt man noch:
(12) U= 1U;, V=T,

so schreibt sich (10) in der Form:

7
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: ag. 4V ot 1
(13) av, " avy, U=V =0.
Schliessen wir zuniichst den Fall des Kreiszylinders aus,
t ) . . . .
so sind p und TI voneinander nicht linear abhiingig und von Null

verschieden. Durch Differentiation nach U, und V, erhiilt man

aus (13):
a:u '\, dU T\
azifg’Jr (f) S av, (r) V=0,

vV N, (T T dV
av: T (1) U= () Vetav, ="

woraus durch Addition folgt:
auv @&V ¢du 1 dV

(1) o Tavitcav, T car, ="

In analoger Weise erhiilt man aus dieser Gleichung durch
Differentiation nach U, und V.,:
a;Uu BV AU RV
T AT d T e dir T
Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (13), (14) und

(15) 0.

(15) verlangt das Verschwinden der Determinante:

vov Uo+v |
uov U'+v" =0
A U4y l

oder:
(16) vy vm =y -ym—uvun LUy —=rrm
+ V(- UY+ U (VY =1V +V(UU - U'2) =0,
wo die Akzente jetzt Differentiationen nach [7, bezw. ¥, hedeuten.
3. Um die Funktionalgleichung (16) zu losen, differentiieren
wir sie einmal nach V,; ist nun VV" — F'2£0, so erhilt man
durch Elimination aus dieser Gleichung und (16):
U*—UU"=a, U--b U--¢ U'-l-d, (U'*=UT"),
\ U0 U U =a,U b, U e, U d, (=TT,
wo die a, b, ¢, d als konstant betrachtet werden kionnen. RKli-
miniert man U” aus den Gleichungen (17), so ergibt sich:

(17)
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" U™ — U0 = a, U* | (b, a) UU |- b, U™
( ) l_ cl UU// _‘:_ 02 l]l UN ; ) ((ll (] _1 612 U/) (L‘/Q _ '(,/'(4"”),

Differentiiert man diese Gleichung wieder nach U, und beriick-
sichtigt die Gleichungen (17), so erhilt man:

" " T o el i s _‘ae_‘b‘l
vyt U ( U+d U d,UU+ U <d2 cz)+U< ¢, q ))
=d,U3+d UU%+ U* (— ¢, +cﬂ*- —”J.-Fb +bo>
“d, d, z

N Ul/ d +(,¢ d 1 +aod1 U¢2+ Uv/ 0_2_1)‘1:.1}_2‘61
o d, *d, d,

(19)

e “z‘l
L (7

Die beiden Gleichungen (18) und (19) stimmen nun iberein,
wenn ist:
-O a,—b, =0, ¢,di—c dy—a,—b =0,
[)._,d a,d, — 2a, —b d,—a,d,=0, a,d)—a,d,=0,
by —bye, =0, a,¢q—ayc, =10,

2

Diese Gleichungen sind erfiillt, wenn entweder
a,=b =c¢, =a,=b,=¢ =0
oder
=0, =¢, =d =a,=0
ist. Das fiihrt auf den Ansatz:
U UU" =d(U%—=UU"),
woraus durch Intregration kommt:
(20) " =FkU -1U.
In analoger Weise erhiilt man unter der Annahme, daf
UU"—U"+0:
(21) Vi=IkV --1V.
Durch Einsetzen der Werte von (20) und (21) in die Funk-
tionalgleichung (16) findet man schlielich:
(22) by=1F, 1, =1.
Ist aber
Vi"—Vi=0,
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also
(23) Vi=17ry,
so erhiilt man aus (16):
Ur2— U+ pU” =00y = 20— Uy =0

(U . U\
d (H;:‘U') T (7.-(;"—7”) =

und daraus durch Integration:
24) U'=—mU" [-km—1I)U.

Ist andererseits

oder:

U'U— U =9,

also

(25) U=k,

so erhiilt man i analoger Weise:

(26) Vi=—wmV =k —L)V.

4. Betrachten wir zuniichst den allgemeinen 1Mull, wo dic
Gleichungen (20) u. (21) gelten u. im allgemeinen UV — U7V + 0
ist. Aus den Gleichungen (13) und (14) folgt dann durch Kli-
mination:

’t' V=V LUty —-uy
(27) AR L/ LS

U =gyt - Uty
=

Setzen wir nun noch zur Abkiirzune:

. T
(28) g :]/F2ﬁ2 —_1
so 1st nach (11):

1

.v- b
62 g

(vt VN T 2\ .
t T\ 641 G’r’—a—}—l o)

aus (27) folgt dann unter Beriicksichtigung der Gleichungen (20),
(21) und (22):

=o'~ 0, 1=

(29)
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)ﬂ,“_?f’ 7’
6 1l 7
- Vi - V" (_//1__*_ ) i
GV Y &
0 3o 2 1
= -
140 t T
QY- VUL -0+ V(2 EU +3/U)+V(-- U -l—/u()
- - ) cv-uyv o

Man {iberzeugt sich leicht, da in der Tat auf den rechten
Seiten in (29) Funktionen nur von {,—7V, stehen, indem man
die Differentialgleichungen (20) und (21) in der hekannten Weise
list. Aber die beiden Gleichungen (30) miissen auch widerspruchs-
frei sein. Um das zu erreichen, eliminieren wir ¢’ und erhalten:

2P(V)--QU) - VAU + V' B()
P2 -VO()+ V' DY

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

PVY =PV V"2 QU) =l — 174 A(U) = 2k 1" +3811,
B = - 8U+kl, C(U)=kI"+31U, D(U)=-3U'+2k{

Bildet man die logarithmische Ableitung von (31), so er-

(Zil) G = —

hiilt man:
o _ 2l (M U)+ VAUV (BLU)-AUY) -V B(U)
m)a“ 2P(V)+ QL)+ VA Y+ V' B(')
("")_ “P(N+2Q (I)+ 17 C' (N +V (- CU)+D'(U) -V D)
P(VM)+2QU)+VCU)+V' D(U)
Setzt man diesen Wert gleich dem aus (30) sich ergebenden,
so kommt eine Gleichung von der Form:

21)(1/)3_2@((/')3 : ..... =0,

(I
)+

wo alle folgenden Glieder niedere Potenzen von )7 und V' hezw.
U, U’ enthalten. Daraus folgt, das P (/) und ¢ (U) einen kon-
stanten Wert haben miissen. Sei etwa:

RQUU)Y=UU"-U*=u«, PN =VI" V=)
Nach (20) wird dann:
(34) — 2RV U = a.
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Durch Differentiation erhilt man hieraus;
E(—=U72 40U 410 =0,

Mit Ritcksicht auf (34) muB also entweder & = 0 oder
a==0sein. st 2 = 0 und @ + 0, so wird fiir / + 0 nach (34):

U =VIi(U2—o¥, ["=o¢sin(V—11,--9), (®l = a).
Analoges gilt fiir V. Man erhilt fir & 4 0:

Vo=VI? -0t V=, sin (V—1V,-|-¢), (eil =1).
Somit ergibt sich schlieilich:

3}7" _ (91‘0‘)]/—/

o —_—,»sm(]/———/(U —V)—{-é——e)
30" _V_l( 0* -+ 01)4-300, cos (V—/(( V)i 0—e¢
16 Qlem(V—?(?._, )—~«3——a)

und daher
292-'—0 4+ 3Bog,cos (V—1(17,—V,) d—¢)
(30)0——-~~

2024309, cos(V—1(1, )—f—é—s)

Andererseits gibt die direkte Integration:

36) o= c(tg(z" gLt i,V‘-‘) &g ”))

Die Gleichungen (35) und (36) stimmen dann und nur dann
tiberein, wenn ¢ = o, wird, d. h. wenn o konstant wird, was aber
ausgeschlossen ist. Ist { = 0, so erhiilt man:

U=V-—al, ¢, V=V—-0bV, c.

Aus (14) erkennt man dann direkt, dak o ebenfalls konstant
sein muf, und aus (13), dab o = o, wird. Dieser Fall scheidet
also ebenfalls aus.

Ban

5. Ist & 4 0, so miissen ¢ und & verschwinden und man erhilt:

(36) (',:k{': V,=76V, { = Clekl',_, V = 1 1:12

In diesem lalle wird (V" — {7} = 0. Die Gleichuugen (27)
und (30) versagen; die Gleichungen (13), (14) und (15) werden
identisch. In diesem Falle kann man aber die Gleichung (13)
direkt integrieren, Fithrt man nach (29) o ein, so erhilt man
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(Vg — ¥,
e 1 ¢,

(37) ) (Jv k(ty ="V 20, O e k(Uy—¥y 1)
. (LA A I SO e U
= S T ) =
Durch die Substitution
1 (U — 7V,
(38) . Ee’(“ 1)

ergibt sich hieraus:

s @+ 1)§+C - 2)

q AR A o Ea /
(39) do (t4+ Do(o-+1) ’
wo gesetzt ist:

C’
! 8
& kC,
Setzt man nun:
5 — 1
(40) =
[} 7]

so kann man die Verinderlichen trennen und erhilt:

diy _ odo
p((* =30y +2) o6—1
Durch Integration kommt dann:

n (U
2(5'77_1)2)— y (6" —1),

woraus durch Auflosung nach 5 und Beachfung von (40) folgt:

Lo V1= 0@ D),
o (14V1—Cy (6 —1)

W

H

Daker wird:

Uyo*—=V1— 0«/(0-—1) —~1—Cy

0 (oY1= =D)L V1= @=D) V1= O (o —1)
oder unter Beachtung von (28) und (8):
Sitzgsb. d. math.-naturw. Abt, Jahrg, 1927, 18
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d =) (Oy Va1 —1/(1+Cy)() D) -Cy(ta? -1

(a2 - 1) (2p2 1) (Vo a1+ |/ rEpE -1)
+(L+Cy) V} P - 1% - ’

Vit 1V A0 (2= 1) = Oy (2= 1) )/ (L+C ) (2 2= 1) = Uy (2 =

Aus (9) erhiilt man so schliefilich:

‘i

(@® - 7)) ]/)"/:’1—1 4 (-« Vita®
Vita2 - LV 11/1 )'—1

41

(1) + (- Vrtar - 4
P V=15 ot Vi 14 Gi=a) Vo)

wo gesebzt isb:

krfi(r) =

2 22 wr (g2 2
== Uy (@ ).
Der so erhaltene Wert stimmt mit dem von Herrn Sauer ge-

fundenen iiberein, wie man sich leicht durch Ausrechnung der
Determinanten {iberzeugt. Da nach (12) und (36)

{T=10

kI i ‘
:(,’1(; ‘3, I’ = ,:;:(

also
(42) [y = — llv lo (— kO w), V, = - Iu (— LU,

ist, so erkennt man daraus, dali die kongruenten geodiitischen
Linien in der Tat nach einem Logarithmus des Drehwinkels aul-
einander folgen.

6. Wir haben noch den Fall des Kreiszylinders zu betrach-
ten. Sei also:

(43) 2= wcosp, Y ==asng.
Die geoditischen Linien # = const. und v = const. sind dann
bestimmt durch die beiden Gleichungen:

] 2 =1 7T ,'v;u
(44) ] =V v,.

Sollen die beiden Scharen aus kongruenten Kurven hestehen,
so muB sein:

®

*) Infolge der geringen Zeilenbreite mubite der Nenner geteilt werden:
als Nenner ist das Produkt der beiden Nenner zu nchmen,
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(45) Uy=ua, V=14,
wo «, [/ Konstante bedeuten. Man erhilt dann:
/) Jo —aV, . U, —V,,
f—a = f—a

es wird ferner:

[ A=ml},
(16) O =nl;,
] cos ) = p,

wo m, n, p Konstante bedeuten, die durch®, f, @ bestimmt sind.
Es wird daher:

A om ffé
(2sin2d ~ n? (1—p?) Vo2’
(! n Vs

A?sin®d  m* (1 — %) U2
und die Drelecksnetzbedingung (4) gibt:
Vs

(47) 54 V2 =0.
Daraus folats
;j == k,;ﬁ = -k
oder durch Integration:
(48) Uy=C " 0, V,=Ce" ~ C,.
Die beiden Scharen # = const. und » = const. sind daher

gegeben durch die Beziehungen:
& l t
[2 =ap--Ce" 4+ O,,
, s
I2:P77+050 T+ G

Die Kurven u -4~ v = const. sind dann bestimmt durch die
Gleichung:

(49)

(50) i — ap— O, ) e“""}‘“

Y
U (‘ - /' g — C,
woraus man sofort erkennt, dat die Diagonalkurven unseres Drei-
ecksnetzes keine kongruenten Kurven sind.

18*
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Damit haben wir also den Satz bewiesen.

Diejenigen Rotationsflichen, auf denen neben den
geodidtischen rhombischen Dreiecksnetzen noch weitere
Dreiecksnetze existieren, die aus drei Systemen von kon-
gruenten, nach einem Logarithmus des Drehwinkels auf-
einander folgenden, geoditischen Linien bestehen, sind
die einzigen, auf denen solche ausgezeichnete geodiiti-
sche kongruente Dreiecksnetze mdglich sind. Auf dem
Kreiszylinder gibt es ausgezeichnete Dreiecksnetze nur
von der Art, dal zwel Systeme aus kongruenten geodi-
tichen Linien bestehen, die nach dem Gesetze einer Ex-
ponentialfunktion sich verschieben, wihrend die Dia-
gonalkurven kein System kongruenter geoditischer
Linien bilden.

Anmerkung bei der Korvektur.

Die Beziehungen (20) und (21) kann man einfacher unter Umgehung
der Funktionalgleichung (16) erhalten, indem man die nach U, bezw. V,

’

differentiierte Gleichung (18) mit <1> bezw. <tt) durchdividiert und noch-

T
mals nach U, bezw. V, differentiiert. Die Gleichungen (22) ergeben sich dann
aus (13) und (14).



