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Von der

Hesse’schen Determinante

der

Hesse’schen Fliche einer Fliche 3. Ordnung.

Von

Gustav Bauer.

Es ist einer der bekanntesten und schonsten Sitze aus der Theorie
der Curven 3. Ordnung, dass die Inflexionspunkte einer Curve 3. Ordnung,
welche von ihrer Hesse’schen Curve auf ihr ausgeschnitten werden, zu-
gleich auch die Inflexionspunkte dieser Hesse’schen Curve sind. Dieser
Satz driickt sich analytisch dadurch aus, dass die Hesse’ sche Determinante
dor Hesse’schen Curve einer Curve 3. Ordnung in der Form sich ergibt

HMH) =882U+2TH
wo U — o die Gleichung der Curve 3. Ordnung, H = o die Gleichung
‘hrer Hesse’schen Curve ist und S und T bekannte Invarianten von U

darstellen.
Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass ganz analoge Verhiltnisse
auch bei Flichen dritter Ordnung statthaben. Ist U =o die Gleichung

ciner Fliache 3. Ordnung, so ist die Gleichung ihrer Hesse’'schen Fliche
H — o vierter Ordnung und die parabolische Curve der Flache U, Durch-
schnitt derselben mit der Fliache H, ist mithin von der 12. Ordnung.
Die Hesse'sche Fliche von der Hesse’schen Flache H, welche auf letzterer
die parabolische Curve ausschneidet, ist eine Fliche 8. Ordnung. ks
soll nun im folgenden gezeigt werden, (1 vss die Gleichung dieser Hesse’schen
Fliche der Hesse’schen Fliche von U in der Form dargestellt werden kann
H(H) = 36PU—-34908
1%
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wo P diejenige Covariante 5. Ordnung von U ist, welche die fiinf Ebenen des
Pentaeders darstellt, wihrend Q eine andere Covariante 4. Ordnung ist.
Aus dieser Darstellung von H (H) folgt sofort, dass der Durchschnitt der
Flache H mit ihrer Hesse’schen Flache, d. h. die parabolische Curve
auf H, aus dem Durchschnitt vou U mit H, d i der para-
bolischen Curve von U und aus den Schnitten der Penta-
ederebenen mit H, also den 10 auf H liegenden Pentasder-
kanten, jede doppelt gezahlt, besteht. Da die parabolische
Curve von U von der zwoélften Ordnung ist, so ergibt sich der Durch-
schnitt von H mit seiner Hesse’schen Fliche von der Ordnung 12 4 2. 10
= 32, wie es sein muss,

Da die Pentaederkanten als Theile der parabolischen Curve der
Hesse’schen Fliiche doppelt zu zihlen sind, so andert sich die Art der
Kriimmung dieser Fliche nicht bei dem Ueberschreiten einer dieser
Geraden und man kann daher sagen: Die Durchd ringungslinie
einer Flache dritter Ordnung und ihrer H esse’schen bildet
die Gremzlinie zwisechen dem elliptisch und dem hyper-
bolisch-gekrimmten Theil so wohl auf der einen wie auf
der andern Fliche.

I

Um den obigen Satz zu erweisen, nehmen wir die Gleichung der
Fliche 3. Ordnung in der Form von fiinf Cuben an
Us=—2a,2; -} a2 -| ag23 ~- a7 |- a7} — o, (1)
wo die Gleichungen
A =5 s =), dge— 0y Z =110, Zs =0
die Gleichungen der Ebenen des Pentaeders der Fliache reprisentiren und
die in den z enthaltenen constanten Faktoren so gewahlt sind, dass sie
die identische Relation erfiillen
SR e s R (2)
Indem wir diese Annahme machen, setzen wir voraus. dass die
Fliche U ein vollkommen bestimmtes Pentaeder habe und auch nicht

zwel oder mehrere Ebenen des Pentaeders zusammenfallen.!) Dann er-

1) Rodenberg, ,Zur Classifikation der Fliichen dritter Ordnung.“ ‘Math. Ann. Bd. XIV p. 46.
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gibt sich die Hesse’sche Determinante von U, abgesehen von einem Zahlen-
faktor, bekanntlich in der Form

H = o a0 a 77,07, (3)

und hieraus erhilt man, wenn man bemerkt, dass vermoge der Relation

dee s . : o : e
(2) ] — 1, u. s. w. ist, fiir die zweiten Differential-Coefficienten von
( /
il ; dzH
H, indem wir — H;. setzen,
: dz; dz,
Hy = —2aa;(a;8,2;2, + 2,8, 2% 7, + 8 842 Z),
H,=2a a,(a;a,2,2, -+ a;a, 2,2z -+ a,a.7,7)

— 8 85 (&) 83 2) Zg - A, 8, Z) Z, — 8y 8, %3 Z,)
— 8y a; (g Ay Zy Zy — Ay &y Zp 7y — Qg Ay Zg Gy),

f.

Setzen wir zur Abkirzung

i d— 1 2 3 4 b und
XX~ XX X%, = (hik), (5)
so hat man
B
H——
Hio = ¢
o
und die Hesse’sche Determinante der Hesse’schen Fliche wird hiemit
L H=H cHe
., H. Hi it
H, H,H. H..l.
H ot oH o H
—_ 238, 3:(234) . . 8,8,(235)—a,8,(123)—a, a;(234)
35)-

Ay & 5 (] 34) — a; ay “234)

H(H) = (7)

a,8,(345) —a,a,;(134) —a,a;(234) . . aa,(l a,a8;(123)—a,a;(134)
a,a;(245)—aza,(124)—a,a,(234) . . a;a,(125 )) — a, a,(123) —aga;(124)

@ 3,(236)—a,a;(123) —a,a,(234) . . = 9 ara:(129)
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Um diese Determinante auf eine bequemere Form zu bringen,
schreiben wir sie als Determinante fiinften Grades, indem wir sie mit
einer ersten Vertikalreihe aus den Elementen Ll 11 1 bestehend
randern und die Stellen der letzten Horizontalreihe ausser dem ersten
Element 1 mit Nullen besetzen. Wir addiren hierauf die erste Vertikal-
reithe, multiplicirt resp. mit a,a;(234), aya;(134), aza;(124), a,a, (123)zu
der 2., 3., 4. und 5. Vertikalreihe. Wir schreiben die so veranderte
Determinante sodann als Determinante sechsten Grades, indem wir eine
erste Horizontalreihe bestehend aus den Elementen

Ok 1
vorsetzen und die iibrigen Elemente der letzten Vertikalreihe durch
Nullen ausfiillen. Addirt man hierauf diese erste Horizontalreihe, multi-
plicirt resp. mit a, a;(234), aya;(134), aza;(124), a,a;(123) zu der e o
4. und 5. Horizontalreihe, so ergibt sich fiir H (H) folgender Ausdruck:
0 1 1 1 1 1
ki a;8,(345) a,a,(245) a,a,(235) a,a,(234)
1 a;a,(345) 0 ayas(145) ay,a,(135) a,a,(134)
)

leeay as (240 oo (15T 0

By = "
(H) , By, (125) a8, (124)

1 ( ) @@, (159) aza, (125) 0 a,a;(123)
1 a a;(234) a,a,(134) aza,;(124) a,a;(123) ¢

oder schliesslich in passenderer Form

0 1 1 1 I I
a, a, ag a, ay

1 = % S

= U (345) (245) (235) (234)

b |

1

~(345) 0 (145) (135) (134)
H(H) = — (a,a,a,a8,8,)° |°* (8)

(245) (145) 0 (125) (124)

g

ll (235) (135) (j]'_)f)) 0 (123)
L

VI (\234’) (134) (124) (123) 0
a
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i s ticta :
i ] NS = i s
Sei X, der Coeflicient von —; 1n dieser Determinante, abgesehen vom

Faktor — (a,3,3;3,8;)°, 80 1st -
X, = — (145)%(123)? — (135)(124)" — (134)*(125

 2(145)(135)(123)(124) - 2(145)(134) (123)(125)
1 2(135)(134)(124)(125),
oder, wenn
A — (145)(123), B = (135) (124), C = (134)(125)
gesetzt wird,
X, = At OH O 2 AB-+2AC+2BC
= oAl B )= Bl A—C)—C(C—A—B) (9)
Da durch Vertauschung des Indices 3 und 4 A und B sich vertauscht,
withrend C ungeéandert bleibt, und shenso durch Vertauschung von 2 und 4
sich A und C vertauscht, wihrend B ungeandert bleibt, so gehen in
diesem Ausdruck das zweite und dritte Glied aus dem ersten durch Ver-
tauschung von 3 und 4, resp. 9 und 4 hervor. Nun ergibt die Multipli-
cation sofort (vermoge Gl. 6)
A = x3 (X, Xg) (X4 %)+ Hy
B = xt (s %) o+ 39+ 1 |
C = 2(5g-b %) ok 2 HH |
A LBIC =255 S )
A(—A4+B+O= 9 x4 (X5 —+ Xs) (X4 X;) (X2 X5 X4 X5)
9x,x;} H- H?
und wenn wir zu dem letzten Ausdruck die zwel Ausdriicke addiren, die
aus demselben durch Vertauschung der Indices 3 und 4 oder 2 und 4

(10)

= X7 {(\z —+ Xq) (X4 L) = Mg X =1

hervorgehen, so erhalten wir nach (9) X,, in der Form
7 A y 2 N FE 2
e x2x X, 4 4% .5, X% H - 3 H
wo die S, symmetrische Funktionen der x in Bezug auf die Indices 2, 3,
4 5 bezeichnen. Es ist aber
Q . -2 s
2.8, X%, X, = X, Bk, 008 ek R B K X

—x,.5,%,.(H X, XX, X)) — 4% K X KX X

.
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mithin
L= 162 x X, %% 2 L Ax? Sv v H. 4x78,X,. X, X, X, X, X; -+ 3 H?
oder schliesslich indem wir —4x%®.x x,x.X,Xx. aus dem ersten Gliede
1 U=l S

entnehmen und zum dritten hinzufiigen,
BT S T e T S SR At
Xy =—12x} XXX X, — 4% 2X, "X, X,X; X, X, el
eds e g e
wo die = symmetrische Funktionen der x im Bezug auf die sammtlichen
Indices 1 ... 5 bezeichnen.

Man tubersieht sofort, dass der Coefficient von — 1n der Determinante

= i
i

: 1 - ; :
(8) aus dem von ,; durch Vertauschung der Indices 1 und i hervorgeht.

a;
Da nun die Form, unter welche wir den Coefficienten X,, von — gebracht
11 ‘lz e}
e |

haben, ausser den Faktoren x;, X} nur symmetrische Funktionen der x
enthilt, so haben wir nur diese Faktoren durch X{, X! zu ersetzen,

1

e 5 1
um den Coefficienten X; von — zu erhalten.

> B
i

5]
.,

Wir gehen nun zur Berechnung des Coefficienten von in der
Xt a; dy

Determinante (8) iiber und bezeichnen denselben durch X5. Dann ist
(345) (245) (235) (234)
(145) < o 12 65)FE2 4 ,
R =y o ( )( ) = a3 -(345),
(135)(125) o (123) .
(134) (124) (123) o

(12)

0  (245)(235) (234)
(145) o (126)(124)
(135)(125) o (123)
(134)(124) (123) o

0 (1256)(124)
(L2258 »o% (1 83)
1 0 |

(13)

=2 (123)(124)(125). (14)




(=14

Die Determinante e lisst sich entwickelt unter die Form bringen

= Al(A—B —0) BB—A—C+C (C — A — B),
wo A, B, C dieselben Grossen sind wie in den Gleichungen (10), hin-
gegen A', B!, C' aus diesen Grossen hervorgehen durch Vertauschung
der Indices 1 und 2; es ist namlich

Al = (245) (123), B' = (235) (124), C' = (234) (125).
Nach (10) ist also
Al X x;) -+ H,
Al(A—B—C) = —2x1% (% + %) (X4 1 X)) (X X5 + X, X;)
— oL e | il (X 4+ %) (X 4 %) -1

Die Vertauschung der Indices 3 und 4 fubrt diesen Ausdruck iber

in B' (B — A — C), die Vertauschung der Indices 3 und b, wobei sich B
nicht #ndert, A und C aber sich vertauschen, fithrt ihn tber in
C'(C— A — B) und wir erhalten mithin fir « folgenden Ausdruck
o = — 2xix] {(x; + %) (X X5) (X2 X3 + X4 X5)
+ (x + ) (X %) (X2 Xy + X5 X;)

(% + %) (%5 1+ %) (x5 %5 + X3 X))
2% S, X%y H—2%5. Spx; %5 - H.-3H
wo S,, S, symmetrische Funktionen der x mit den Indices 2349, resp.
1345 bezeichnen. In der Klammer {—} ist der Coefficient von x; X,

ersichtlich = 2 (345); die Coefficienten von X, und x, sind gleich, namlich
(% + %) X4 X5 + (X5 Xg) Xg X5 —+ (X5 - Xo) Xa Xy
— (x5 -+ %+ X;) (345) — 3 - X X, Xy

Die Glieder endlich, welche weder Xx; noch x, enthalten, sind

2 (x5 + X, + X5) XXy Xp, wofiir wir setzen
R e T '~ | - O
D aRx = — 2(% Xy) X3 X, X3

und hiemit wird

o= 4%%%3(345) — 2xIx] (x4 %) [(%s + X 1 %) (345) — B X3 X, X;]
AR K Xy Ry R Xy x2. 8, X, X, - H—2%3. 5, X, Xq - H
~ 3E (15)

Was den 2. Theil von X, betrifft, so gibt die Multiplication der
Faktoren (123), (124), (125) sofort 3 in der Form
Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. TIL. Abth. 12
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A =2 x5 L 2xx](x, L x)(x, + 5, 1%
2RI X L oaxx) H (16)

Indem wir diese Grosse mit (345) multiplicirt zu « addiren, erhalten

wir fir X,, den Werth
M= Ui (345) L 10. %, %, (3, = X ). 5
SRR s o e
—2 {‘(f (%2 X5 —+ XX, - XpX,) - X5 L X = Xlx,’,){ - H
L dX X, (345). H — 31

Aber es ist
2x % (340) = 2 x3x7(x; X, Xsx, - X)Xy Xg X; | X; X, X, X;)

— 2xx5 . H— 2. x}x2(x; - x,) x, %, X

und hiemit wird
X =12 . x, %, (x, + X)) X1 XXX, X5 — 4%, X, - X3 X X3 X, X5 2 X,

- fxx i Pt s Pty x, Xkt xel o H

+Exix, . (345) H — S 1
oder schliesslich, indem man 4 x,x, {—} H addirt und subtrahirt,

Xip = 12x, %, (x; + x5) - x Ko XXy X3 — 4 X X5 - XX, 3%, X; 2K

G N Ix e L

X1 Xy + X X+ X, X, + X, %, + X, Xk Zoxd H
+4x,%,. Sx,x,. H— 31 (17)

wo die = wie bisher symmetrische Funktionen in Bezug auf die simmt-
9

lichen x bezeichnen. Hieraus ergibt sich der Coefficient X; von — fiir
e a; 2y

irgend eine Combination der zwei Indices einfach durch Vertauschung
der Indices.
4.
Um nun die ganze Determinante in (8) zu erhalten, haben wir den

Ausdruck zu bilden
15}
— a0 - 5 (18)

O = =2 — Ay k)
sriEE Sian

wo sich die erste Summe auf alle Indices i — 1,2,3,4,5 erstreckt,
zweite auf alle Combinationen von je zwei Indices. Bisher haben wir
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bei der Berechnung von X; und X keinen Gebrauch gemacht von der
identischen Relation, welche zwischen den x besteht. Vermdge dieser
Relation tritt nun aber in dem Ausdruck (18) fiir die ganze Determinante
eine wesentliche Vereinfachung ein. Diese Relation ist nach (2)

kel a ,,}l, Yoo de e B — 0 (19)
a.- A g LEaE et :
woraus durch Quadriren folgt
x,;2 92X; X
o ¢ 1 ol i gt 4 SR
—_— Tl =005 9
a;~ ! a; dy ( O)

Nun erhalten die zwei symmetrischen Funktionen
PERe v R, ~o it
— 4X X, X, XX, =%, und + 4 3x,%,. H,

welche in X, und X;, multiplicirt resp. mit x und x;x; eingehen, in dem

2

= xe o xo X . .
Ausdruck (18) den Faktor ==, | = 277k Sje verschwinden daher in
a;® ay Ay

A und mit Ricksicht auf diese Vereinfachung wurde eben X,, auf die
besondere Form (17) gebracht.

Die ersten Glieder ferner in X, und X, (11) (17) liefern in A
die Glieder

8 ¢
<X C X R
— 12 .x, xzxaxﬂ‘xn—_‘ﬁ -+ 12 Xlxgxgxg\'sl»ll‘—.tz(xl —~+ x,).
by 1L

Diese zwei Summen lassen sich zusammenziehen. Denn die mit X
multiplicirten Glieder der zweiten Summe geben vermoge der Relation (19)

2% (Xz S i ?‘,5,) ey X3
a; \ay He | gy X4
und es wird mithin
3
X X, . x5
Tole(x, L %)= 2.
a, 2, . A

Die Summe der beiden Glieder reducirt sich dadurch auf

.‘(3
aQp < X1
= Bb e w XN
aj
oder da
3
Sl Za i)
i
auf 36 . Xy5ix n, oL,




Hiernach erhalten wir fir A folgenden Ausdruck

= B x.% X% x 1

Sixsi % Cdn el ey ; i
=0 1% oL e, L x XN oo X xx)-H

a, a,

1 ety 3
i = |5
a; Q) a;
Multipliciren wir diesen Ausdruck mit — (a;,a,a5a,a:)% so ergibt sich
192908 S84 L5 3 e

endlich die Hesse’sche Determinante der Hesse’schen Fliache in der zu
erweisenden Form
(). 36 RU-—-30H (21
als Funktion vom 8. Grad in den Variabeln und, wenn wir statt der x
wieder die z einfithren, vom 16. Grade in den Coefficienten a.
Setzen wir um abzukiirzen a,a,a;a,a; — t, so ist hier
s DG o nt o SR s T ¢

Bt xoc xR g 7 (22)
die Covariante 5. Ordnung und 15. Grads in den Coefficienten, welche
das Pentaeder von U bestimmt; ferner ist

Qi AH = 2R (23)
WO :
e ,
A=t > (24)
a5 Ay 8
die einfachste Invariante von U vom 8. Grade ist!) und
o 2 X; X, \ : ¢ ST
R = —\-"""’“{XJ Xy + (X, + X)) (X + %, + \))} (25)
&y 89
— e zg{n. Ay Z) 2o |- (2,2 + ay2,) (a32Z5 + A, 2, + aj,—)zf,)}

gesetzt ist. Es ist mithin t° R, wie auch Q eine Covariante 4. Ordnung
vom 12. Grad in: den Coefficienten.

Diese in Q enthaltene Covariante t* R lisst sich leicht durch einfachere
Covarianten von U ausdriicken. Denn man hat sofort

XX

| o

R == 2 > 2% X"‘

E o (X1 + Xo) (X5 -+ X, -+ Xp).

1) Salmon ,,On quaternary Cubics”. Phil. Trans. fiir das Jahr 1860. Vol. 150 p. 229. Auch
Salmon-Fiedler ,,Geometrie des Raumes 3. Aufl. II. Theil.
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9.2
Y . ¥ o < K . Sy S 2
Die in der zweiten Summe mit — multiplicirten Glieder sind
& ;
2 x5 ):(.2( ) .\'q‘ ) X, o )
- X X, + X, e, Lox, e ok, e hn) (X, - X, X,
a; ]RQ‘ 3 4 5 a, 2 4 : “4( Digreiag o) ) a, (Xg iz .))I
o : : o g 2 :
ceog fufy g oo Xan Keoii
SRR e B PRE R : |
=1 s R S ‘2 4 i

oder mit Hiilfe der Relation (19)

= Ml @) () )t

a, 8 8, a
2% , Dtigt gl el e
s e T
a3 A LA ay A a,
3 4

+ x,) (%5 + %+ %)

o Aot age %) 2 e
S = j\;)l (%, ’jf’ . ,i,_ xi) = 2% ( X3 i \: 1‘ X ﬁ:,, X5 )
bl f : dy dy dg Hy ag
i S g £ - =
= (Kl _!“' Xy ]( Mg o Xgas XT;) = % _{“ 2= e 4= ! {
. aj & “1 %2
Nun ist!)
i (X1 i Xo e 2 ) Ee t (a, 2, S Ay Zo = Ag s = &y By =i &y 7‘-'") L (QG)

die einfachste

von U vom 11. Grad in den
Coefficienten;

r.:f7:t:nwj M (27)
Ll

die einfachste 6. Grad in den Coefficienten;

o ik R » ¢
£ > bt an N (28)
aj

die einfachste biquadratische Covariante vom

12. Grad in den Coefficienten.
Aus den beiden letzten erhalt man ferner

Ry D
1

o e - 5 - ,
e 2 = 12308, 8,7 Zy — M= =N (29)
a,a S o
(]

1) Salmon a. a. U.




Hiernach ergibt sich
s

“'1 2l2

2

(x\ =
und endlich
(\) se ]

ausgedriickt in den einfachsten

41, U 6 N

Covarianten

-2 M2

von U.




