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A Brill.

Nach dem Vorgang von Gauss kann man die Lage eines Punktes
auf einer krummen Oberfliche dadurch bestimmen, dass man dieselbe
mit zwei Systemen von Curven iiberdeckt, deren eines aus geoditischen
Linien besteht, wiahrend das andere durch deren Orthogonaltrajectorien
gebildet wird. Wenn man in Bezug auf dieses krummlinige Coordinaten-
system den Ausdruck fiir das Element einer Linie herstellt, so findet
man, dass eine gewisse — von Gauss mit dem Buchstaben m bezeichnete
— Funktion der Coordinaten?!) auftritt, die als das Mass des Bogens der
Orthogonaltrajectorie zwischen zwei benachbarten geoditischen Linien des
Systems aufgefasst werden kann. Herr Christoffel #) hat diese Funktion abge-
16st von ihrem Zusainmenhang mit jenem Coordinatensystem betrachtet und
durch Einfiihrung des Begriffs der ,reducirten Liange“ eines geoditischen
Bogens die Theorie der geoditischen Linie um einen fruchtbaren Ge-
danken bereichert.

Aus seinen grundlegenden Untersuchungen iiber die Trigonometrie
einer krummen Oberfliche geht hervor, dass namentlich in den Bezieh-

1) Disquisitiones generales circa superficies curvas, Band IV von Gauss’ Werken, § 19.
2) Allgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke von E. B. Christoffel, Abhandlungen der
k. Acad. d. Wissensch. zu Berlin 1868.
Jie%
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ungen zwischen den infinitesimalen Aenderungen der Seiten und Winkel
eines auf einer Oberfliche verschobenen Dreiecks und denen der krumm-
linigen Coordinaten seiner Eckpunkte die reducirte Lange eine hervor-
ragende Rolle spielt. So fruchtbar nun sich diese Formeln fir die allge-
meine Theorie der geoditischen Linie erwiesen haben, so wenlg waren sie es
bis jetzt fiir die Trigonometrie der krummen Oberflichen. Denn einen
Vorschlag zu einer Classification der Flichen abgerechnet, enthilt die
erwihnte Abhandlung keine Frgebnisse in dieser Richtung, und spitere
Arbeiten von Weingarten,!) Beltrami?) und Lie %) geben anderen Methoden
den Vorzug. Hat nun auch durch die schone Bemerkung von Weingarten
jene Frage nach einer Classification einen raschen Abschluss gefunden, so
liegt eben der Schwerpunkt der Untersuchangen von Christoffel auf einem
anderen Gebiet. Er beruht in der Allgemeinheit seiner Fragestellung.
Ich habe darum versucht, auf derselben Grundlace, unter Kinfithrung
jedoch eines anderen Systems von unabhingigen Differentialen, Relationen
zwischen den Verschiebungen und den Aenderungen der Stiicke eines
Dreiecks aufzustellen, die einfach und iibersichtlich genug sind, wm eine
geometrische Discussion zu ermoglichen. Dieselbe ergab mir unter An-
derem einen neuen Beitrag zur Frage von der Verschiebbarkeit. Ich
finde, dass ein geodiitisches Dreieck auf einer krummen Oberfliche ohne
Seiten- und Winkel-Aenderungen immer und nur dann in elner gewissen
Richtung verschiebbar ist, wenn sich in derselben ausser ihm noch dre;
ithm unendlich nahe benachbarte ohne Aenderung der Seiten allein ver-
schieben lassen.

Dabel zeigt es sich, dass die geometrische Seite der Untersuchune
an Anschaulichkeit gewinnt. wenn man ein gewisses ceometrisches Gebilde.
das den Character der Fliche lings einer ceoditischen Linie erkennen
lisst, in den Vordergrund riickt, den Flichenstreif namlich. der zwischen

zwel von einem Punkt ausgehenden unendlich nahe benachbarten geo-

L) Sitzungsberichte der k. Acad. der Wissensch. zu Berlin, 1882, Auf die Frage der Classifi-
cation der Flichen bezieht sich auch eine Arbeit von v, Mangoldt, Freiburg, Berichte der naturf.
(tesellschaft 1882,

2) Intorno ad un nuovo elemento introdotto dal Signor Christoffel nella teoria delle super-
2h.

ficie, Rendicont. del Istit. Lomb. Ser. II.

3) Untersuchungen iiber eeodiitische Curven. Mathematische Annalen Bd., XX.
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diatischen Linien gelegen ist, und dessen characteristische ligenschatten
ciner Theorie der geoditischen Linie zur Grundlage diemen koénnen. Der
Untersuchung dieses Gebildes und der ,reducirten Lénge® auf Rotations-

flichen ist die letzte Nummer dieser Abhandlung gewidmet.

Ii

Schneidet man auf allen von einem Punkt O einer krummen Ober-
flache ausgehenden geoditischen Linien gleiche Stiicke ab, so trifft die
Verbindungslinie der Endpunkte nach einem Satze von Gauss jene Linien
allenthalben unter rechtem Winkel. Die Lange eines solchen Abschnittes
O P einer geodiitischen Linie. welche den Punkt P mit dem Pol O ver-
bindet, sei %, v der Winkel, welchen in O diese Linie mit einer festen
durch O gehenden geoditischen Linie OF, bildet. Man kann dann w,
» als krummlinige Coordinaten des Punktes /* ansehen, und w als geo-
ditischen Radius, die Orthogonaltrajectorie, lings deren u constant ist,
als geoditischen Kreis bezeichnen. Bildet der geoditische Radius O P mit
einem benachbarten O P! einen unendlich kleinen Winkel d», und be-
trachtet man den schmalen Flachenstreif, den O P und O P! mit einander
einschliessen, so wird dessen Breite an irgend einer Stelle, z B. im Punkte
P durch das zwischen beiden Radien eingeschlossene Bogenelement des
oeoditischen Kreises gemessen, der durch P geht. Sei dessen Lénge
- gdv. wo g eine wesentlich positive Grosse ist, dann ist der Ausdruck
fiir das Linienelement ds an dieser Stelle:

ds? = du?® -+ g2dv?

Die Grosse ¢, welche im Allgemeinen sowohl von u als von v ab-
hiingt. kann hiernach in 7 als das Mass der Breite des Flachenstreifs gelten.
der von zwei in O sich schneidenden unendlich benachbarten geoditischen
Linien eingeschlossen wird. Ich will denselben kurz als elnen geodéati-

schen von O ausgehenden Flachenstreif bezeichnen.

¥

Nun besitze der Punkt P in Bezug auf ein 7
anderes kruminliniges Coordinatensystem derselben /z@\
Art. mit dem Pol in 7, die Coordinaten wu,, »;, WO u/// '\(u,,
v, = ¢, der Winkel von P, F mit der geoditischen %ﬁ \»t’-),,//
Verbindungslinie O £, der beiden Pole und vwn demi = /0 5o )f,,/"

selben Sinne, wie v gezihlt ist. Dann geschicht der
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Uebergang von dem einen Coordinatensystem zum anderen

durch die
folgenden Formeln fiir die Transformation

rechtwinkliger Coordinaten: i
(1 du, = ducos &+ gdvsin O

b 3

: G180, = — dusin @ + gdw cos 0,

wo © den Winkel der in P sich schneidenden geodétischen Linien der

beiden Systeme bedeutet. und ¢ das Mass der Breite des von i s
gehenden geoditischen Streifs P P im Punkte P ist. Die Umkehrung
dieser Formeln ergiebt:

(1 du = du, cos & — g,dv, sin O
e 5 :

gdv = du, sin O - g, dv, cos 6.
Hieraus folgt:

du S

- co8 ; — = g §in 6,

U o : -

L 1

wo hier wie im Folgenden partielle Differential

quotienten mit rundem 3
hezeichnet werden.

&

Durch \\‘t‘g‘lui('llllll;_{‘ der Ausdriicke:

o ('S‘/y") L ( 3'/()
2 29 Ay A
"”1 \/] gV \c l/’,

erhilt man:

2 loo i 26
(2] :'“'l/] sisin i

Durch Vergleichung von:

folgt ebenso:

L\I O () 2 loo | 26
5 ‘h”l'('()h G = v8 Y

Qu, oy ' g3y
Addirt man die Gleichungen (2), (3), nachdem man erstere mit
=~ cotg ¢ multiplicirt hat, so kormmt:

2 log (¢ sin @) 126G
fda)i s 2. -

. )
o) I g
S 17

1) Diese, sowie die folgenden Formeln (1a) bis (4), (6), (6a). bleiben auch noch giiltig, wenn die
Systeme von geodiitischen Linien # const. nicht mehr geodiitischen P o141 coordi-
nicht durch einen Punkt gehen, sondern etwa durch Annahme je einer
Orthogonaltrajectorie bestimmt sind

consgt., und v,
naten entsprechen, . h,
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Addirt mar m zu der Gleichung:
Addirt man nu ler Gleichung

21

~ . A 3 S 23 ™
2 lo}«_;. f log (¢ sin O)
du Qu Qut

L
die Identitit:
Lle D, 8100 o0 0l L

4, Qu

wo g, eine Constante ist, die wir dem Werthe von g fir w =u, v = 0

gleichsetzen wollen, ¢, der Werth, den der Winkel @ fiir v = o annimmt.
wo denn also @, = v, ist, so erhilt man:

(5) ) ]();_L(/] o 2) l()g g , cotg (‘)Q sin ¢ -9 iy 2 sin &

e i sy q, u R gisin )

wo sich der letzte Term auf die Endpunkte des geoditischen Radius u,,
langs dessen also », constant ist, bezieht. Man kann denselben noch
etwas umgestalten.

Beschrankt man sich nimlich auf die Fortbewegung lings des Radius
%, so folgt ave do, —» (l);

dw

(oo o cotmich— ae
Die Gleichung (4) erhiilt hierdurch die Form:
Qg = a6

e e :
(o) Qu dwv

Diese Gleichung, eine directe Consequenz der (1), vertritt bekanntlich
zusammen mit (6) die Differentialgleichung der geodatischen Linie, hier
derjenigen, langs deren v, constant ist.

Mit Hilfe von (6) wird dann die Gleichunge (4):

Mit Hilf ( ird dann die Gleichung (4

dlog (gsin @)  2logy
dw =

Integrirt man diese Gleichung zwischen den Grenzen » = o (wo denn
g =4, "0 = 0O 18t) und wr—157 50 <ommb:

i
M g sin 6 2 log ¢ ~1 22 log ¢
). legt= (804, | . = §g

S g sin 6 v g 2udv

LV .

wo dO das Element der Oberfliche ist, und die Integration sich iiber die
ganze Fliche des aus den geoditischen Linien 0P, PP, OFP gebildeten

Dreiecks erstreckt.
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Die I'ormeln (5), (7) enthalten bemerkenswerthe Beziehungen zwischen
den Stiicken des geoditischen Dreiecks O P, P (dessen Seiten w, w,, u,
dessen Winkel », @, 7 — @, sind), den Grossen g, 9o und ¢,, sowie deren
Differentialquotienten, und koénnen als die Verallgemeinerungen bekannter
Relationen der sphiirischen Triconometrie angesehen werden. Fiir die
Kugel vom Halbmesser 1 ist niamlich der Ausdruck fir das Bogenelement,
wenn man die geographische Breite und Linge eines Punktes bezw. mit
w und ¢ bezeichnet:

s~ du? |+ sin? . do?

Man hat also in diesemn Falle:
; : g
g =8SM#u g, =smu; und -2 = ¢
o
zu setzen. Aber wegen der Verschiebbarkeit der Kugeloberfliche in sich
selbst 1st auch:

g = R,

Substituirt man diese Ausdriicke in die Gleichungen (5), (7), so gehen
dieselben in den Sinus- und den Tangenten-Satz der sphari-

schen Trigonometrie iiber.

Ich wende die Formeln (5), (7) .nun auf den Fall eines unendlich
schmalen geoditischen Dreiecks einer krummen Oberfliche an. Setzt
man » = 0, ¢ =21, so ergiebt sich, vermoége (7) (weil ¢ und ¢, wesent-

lich positive Grossen sind):

& l
und :
) o o8n G 0
(S lim = =t
sin &, 7]

wo sich das Zeichen lim auf den Grenzitbergang zu dem unendlich
schmalen Dreieck bezieht. Mit Riicksicht hierauf erhilt die Gleichune (5)
die Gestalt:

e //1.—',(/,’/1(.«,‘. gl

Zugleich wird:



Fihrt man jedoch den Uebergang so
aus, dass (2. Fall):
U = Uy + U,
wird, so kommt:
=0 — =0

und an Stelle der Gleichung (9) tritt die
folgende :

9% ... gy= 00 ( 1:; a4 ”).

4y Qu

wahrend (8) bestehen bleibt. Diesen beiden

Fallen entsprechen die beifolgend gezeich-

neten penultimaten Formen des Dreiecks.

Im ersten Falle zeigt die Linie u, ein symmetrisches Verhalten gegen-
itber den beiden Stiicken » und u,. Da vermoge der Formel (9) dies
auch mit der Funktion g, gegeniiber g und g, der Fall ist, so schliesst
man auf folgende merkwiirdige Kigenschaft dieser Funktion. Nach
Fritherem ist g, das Mass der Breite des von O ausgehenden Streifs OF,
in dem Punkte P, Weil nun der Ausdruck fiur g, bei Vertauschung von
u, g mit bezw. u,, ¢,, also bei Vertauschung der Punkte O und P, sich
nicht dndert, so ist g, auch das Mass der Breite des von F, ausgehenden
Streifs P,0 in dem Punkte O. Diesemn neutralen Verhalten gegen die
Endpunkte entspricht die Bezeichung: ,reducirte Linge von OF,“,
welche Herr Christoffel der Funktion g, beigelegt hat.

Eine andere ebenfalls von Herrn Christoffel bereits bemerkte Eigen-
schaft der reducirten Linge ergiebt sich aus der dem zweiten Fall ent-
sprechenden Formel (9%). Differenzirt man dieselbe in der Weise, dass
man den Punkt O sich in der Richtung P O iber O hinaus um unendlich
wenig verschoben denkt, und bezeichnet man die Differentialquotienten
von g und g, die dieser Aenderung entsprechen, durch:

dg Jdy,
O Oy
so kommt:
052 ddy 0g dy,

- G
du, L0 du du du,

Abh. 4. IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. II. Abth. 17
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Liasst man nun die Linge u, gegen Null convergiren, so wird der
I)i”lfl'(?]lﬁél](ll.l()ti(\tﬂfi

99,
e
du,
und da noch u, = u, ¢, = g wird, so erhilt man:

0 ‘ .()'d(/ r)._r/ ‘ dy
0w du du du

Dieser partiellen Differentialgleichung, in der sich die Differential-

: d J S : : 3 : > :

quotienten S bezw. auf die Verschiebungen der Endpunkte 2 und
- (%73

O beziehen, geniigt die reducirte Lénge OF =u. Auf weitere Eigen-
schaften, die sich aus dieser Gleichung ableiten liessen, werden wir in
einem anderen Zusammenhang unten zuriickkommen.

Die oben entwickelten Relationen (2) -(7) konnen auch zum Nach-
weise der Invarianteneigenschaft des Ausdrucks fir das Kriimmungsmass
der Flache verwandt werden, indem, wie ich hier indess nicht niher aus-
fithren will, mit Hilfe der leicht zu crweisenden Relation:

0 (;w) ( (~)) e J(‘F li)u !/1)”, (s log //) |
Quy, \Cu 2o \du, ] Qe / Sy o [

Sy s : e
durch Differentiation der Gleichung (2) die Identitit entsteht:

L

e 99 g : 2%g
S Ty LN g
Ui dut g

Ich wende mich nun zur Aufstellung eines Systems von Gleichungen,
das die vorstehend entwickelten als besondere Fille enthilt.

9

Wenn man die Eckpunkte eines von geoditischen Linien gebildeten
Dreiecks einer krummen Oberfliche unendlich wenig verschiebt.!l) so
andern sich im Allgemeinen Seiten und Winkel des Dreiecks. Zwischen
den Veranderungen dieser Letzteren werden indess ebenso wenig Bezieh-

ungen zu erwarten sein. wie solche zwischen den endlichen Seiten und

1) Wenn in der Folge von Dreiecken die Rede ist, so sind immer sgeoditische,” d. h. aus

oeodittischen Linien gebildete gemeint, ebenso bestehen die betrachteten Verschiebuneen in infini-

tesimalen Lageniinderungen der Eckpunkte.
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Winkeln eines geoditischen Dreiecks im Allgemeinen bestehen. ks kann
sich vielmehr nur darum handeln, diese Aenderungen in FFunktion von
sechs anderen ebenfalls unabhingigen auszudriicken. Fir manche Fragen
eignen sich hierzu die Coordinateninderungen der Ecken m Bezug auf
ein krummliniges Coordinatensystem der Oberflache. Will man jedoch
das fremde Element, das durch die Coordinaten der Eckpunkte in die
Trigonometrie der geoditischen Dreiecke eingefithrt wird, vermeiden, so
kann man die Verschiebungen auf das Dreieck selbst beziehen, indem
man die Tangenten der in einem Eckpunkt zusammenstossenden Seiten
su Axen eines infinitesimalen schiefwinkligen Coordinatensystems macht,

gt. Die Formeln, welche

gegen das man den verschobenen Eckpunkt festle
auf diese Weise entstehen, erweisen sich jedoch als complicirt und der
Discussion weit weniger zuginglich, als wenn man zu unabhingig Ver-
dnderlichen die Orthogonal-Projectionen der infinitesimalen Verschiebungen
auf die anstossenden Dreiecksseiten macht. Ich werde im Nachfolgenden
unter dieser Annahme ein System von Gleichungen entwickeln und das-
selbe auf einige F'ragen in Betreff der Verschiebbarkeit geoditischer Drei-
ecke von endlicher Seitenlinge anwenden.

Ks seien 1, 2, 3 die Eckpunkte eines aus geoditischen Linien ge-
bildeten Dreiecks einer krummen Oberflache, «, 3, ¥ die Winkel und
23 =a, 31 =0, 12 = ¢ die Seiten. Die ,reducirten Léngen* derselben
bezeichnen wir durch (@), (b), (¢c),') so dass z B. (¢) das Mass der
Breite eines von 1 ausgehenden Streifs im Punkte 2, oder auch eines
von 2 ausgehenden Streifs in 1 bedeutet. Durch eine infinitesimale
Verschiebung o,, die wir dem Punkte 1 ertheilen, werde derselbe nach
v

gebracht, so dass:

’

w, = b

Die Richtung von w, werde durch die Winkel (Azimuthe) f3,, 7, der
in 1 zusammenstossenden Seiten b, ¢ gegen die auf o, senkrechte Richt-
ung #, bestimmt, und zwar soll sich die positive Richtung w, aus der
Verschiebungsrichtung o, ergeben, indem man I 1” um den Punkt 1 nach
links um einen rechten Winkel dreht. Ebenso werden in den Punkten

1) Spiter, wenn eine Verwechslung nicht mehr méelich ist, werden wir kurz a, b, ¢ schreiben.

17*




l
|
|

120
2,3 die Richtungen Uy, 4y senkrecht zu den Fortsc hl(]‘fll]l“\lJ(hT(ULO(‘
292 = Wy, 33 = w,; angenommen; ferner seien Oy Y25 g, [35 beziiglich die

Winkel der Seiten a, ¢: a, b gegen die Richtungen w, und w, Zwischen

den Azimuthen /3, 71 und dem Winkel e des Dreiecks besteht eine Be- i
ziehung. die wir mit den analogen folgen lassen:

s Y =« g/ ‘
Yo w0 =5 1 ()
s s = i ! I

Von den Eckpunkten 2/, 3’ fille man nun die infinitesimalen Lothe
auf die Seite 23, d. h. man projicire die neue Seite 23’ orthogonal auf
die alte 23

Die Lange der Projection wird dann von der Liénge der Seite 2’3’
selbst nur um eine unendlich kleine Grisse 9. Ordnung abweichen, wenn

Wy, @W; wy solche von der 1. Ordnung sind. Der Zuwachs 4 der Seite

93 gegeniiber o = 2 3 ist also darstellbar durch :
da = w,sin a, — w, sin o,
Analog erhilt man:
db = wysin By, — w, sin 3,
dc¢ = w, sin y, )y 81N 7,

Hieraus folgt durch Umkehrung:

(S e, sin /3, sin , — sin o, sin /3, sin v,) @,
= dasin 3, 8in y, + 4b - sin Y28l &y + Ac - 8in ¢, sin 3,

und dhnliche Formeln im‘ w, nnrl W,

3 Der Zuwachs der Winkel wird
auf folgende Art ermittelt. Man
v denke sich die Ueberfithrung des
o Dreiecks 12 3 in die neue Lagel' 2’3’
b, successiv vorgenommen, und von
Pt 123 zuerst auf 123" iiberge-

S B gangen. Dann geht der Winkel « !

( e itber 1in 0, = a | d o deo. wenn ‘

% : us mit: b

*a-‘,‘"/ do= < 318 do= 219
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bezeichnet wird. Aber es ist, immer bis auf unendlich kleine Grossen
2. Ordnung genau. die Breite des von 1 ausgehenden geodiatischen Streifens

12 in 2 darstellbar durch:
(¢) - da = — w,co8y, = — w, sin y; ctg v, + 4 ¢ - colg y,

Q

ebenso ist die Breite des Streifens 13 in 3:
g \ = . - i 0 R
(b) - da = wycos [3, w, sin /3, cotg B3 + 4 b - cotg [,

Der Zuwachs des Winkels ¢ wird also:

s 2 s = ot g 2 1
weitere Zwischenlage 1 2° 3 vermittelt, wo 1

W, COS Yy o 0, COS 5.
o, —oe=0a—dag =224 8 3
(c) (b)
), Sin J"“; cotg By | w, sin ¥, cotg v, o cotg [, cotg 7,
Sl ZE e e o > /2
(b) (c) (h) (c)

- - . e T .
Der Uebergang von dem Dreieck 12°3" zu 1°2°3" werde durch eine

der Schnittpunkt von

% . A’ . N
13 mit 1'2 ist. Setzt man:
Vi \ 5 Vo 2 s Faiey
AR g oo LD e SE el
so ist die Breite der Streifen 21, 3°'1 in dem Punkte 1 beziiglich:

(¢)dp = w, cos y

Andererseits ergeben sich aus

() dy = w, Co8 ;.

der Gleichung der geoditischen Linie

(§ 1. Gl 6*) die Beziehungen:

2(¢e) 795
af - —= 4+ (o o) =t
o€
1
-
\ < (()) P 17
dy- = + (¢ —a) =0,
§
wo & 2'1'3" = o gesetat ist, und durch den Index 1 bei ¢ und b
angedeutet wird, dass bei der Differentiation sich der K Bibpunikt 1
Sty - = . o7 .
der Linie 2'1, beziiglich 3° 1 verschiebt.
Man erhilt durch Subtraction:
; e
o — o, =df =t Oy
: ey /s tol
_ @, 0087, o(c) wco8f, e(b)
ce) d¢, (b) 2b,




Der Gesammtzuwachs 4 ¢ des Winkels o beim li‘bel'g:nlg von demn
. > S Ry
Dyeieclk 123 zu-1 9 3
fo = (¢ Ve

15t also darstellbar in der Form:

s i \ SOy A A 0 /A

b W, GOS8 ¥ W, COS
Ao = w L cos ¥ - COo8 7’-) e Lt i)
1 ( ¢ Fa! b 75| I " i ; (2)
wo die Klammern bei Bezeichnung der reducirten Lidngen nunmehr weg-
gelassen werden, und hier wie in der Folge :

d(a) i

, 2(h) ’ 2(¢c)
W= = /i, = % e
g da, o //( ¢,
/ 2(a ) 2(b) , d(c)
A= /. b o B
dd, 26, de,

die Differentialquotienten der reducirten Léngen der Seiten sind, die den
Verschiebungen ihrer Endpunkte in der Richtung der Seiten entsprechen.
Vermoge der oben angegebenen Umformungen kann man auch schreiben:

16 coto B 1¢ - coto »
/ o 8l o (2 ( (¢
o — . - 2w, - oA, s )
/] G
WO ;

s 5 5 y ; 7

Sl 2, COtg o, 1) sin v, coto ¥ o
. i o S0 5§ | Sy X 1 oD 1 g Sl da
A 7 7 CO8 (7, it ‘ = -+ - CO8 ¥, e L e

i8f. Ichk pebe dem Ausdrick 4 noch eine andere Gestalt. Wegen der
Formeln (1), (1*) des vor. § hat

N mal .
Siaz 3D
A T e 7oy 2 .
(C) = = T (O = = S1n /9,
\‘/f1 il

Wo du, als Element einer ceoditischen I

dnie aufgefasst ist, oder auch:

2 log sin v, Sin ¥ 2 log sin . sin (4 :
= fe — L cote Vo s = — = Ol e oee (4)
du, (c) e, (h) :

Weil ferner die Linien ¢, b

oeoditische sind, so folgt aus der Differen-
tialgleichung fiir dieselben :

. _1/;" : " a,
‘ r/;’;, : a7
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und mit Ricksicht auf die eben aufgestellten Formeln:

D Az " YA )
Sy B Cyfinshiny
S agn e — SN 24,
Qu, dyy: o, ¢ .
oder endlich:
: = :
¢ 2log sin ¥
1 - 4 D ¢ 1 A an
COS ¥ = — : : 4
o /1 3”] {
Analog wird:
N 2 % o :
26 s 1/ 2 log sin :
L Lsingg ! COE 7= — = e o))
C [’l ) J < {[1

Mit Hiilfe der Formeln (4), (4%), (5) gestaltet sich nun der Ausdruck
A wie folgt:

: : e
< s Y, S B
o /2
A = — log —*2-—>.
Qu, sim oy, sin o,

Weil aber eine Verschiebung des Punktes 1 in der Richtung «, die

te]

Winkel «, o, (der Seite 23 gegen die Richtungen u, u;) nicht dndert. so

kann man dem Ausdruck A die elegante, in Bezug auf die drei Eck-
D ben

punkte des Dreiecks symmetrische Form geben :

2l

g
4 = -—loo ¢,
c U 5
1
) 1 2 m A
Sin (CH S1n Py S11 79 (“j

wo: () = = ; :
3 sin ¢, SIN By SN ¥,

ist. Mit Hiilfe dieser Bezeichnung gewinnen die Formeln fiir die Winkel-

anderungen, welche das Dreieck 123 durch Verschiebung der Eckpunkte

am die infinitesimalen Strecken w, w, w, in den durch die Azimuthe

B 13 ¢ ¥s; 33 ¢y bestimmtben Richtungen erfihrt, die folgende Gestalt :

11 ¢ 2 log ()
A= — gotef, : cotg v = W » —2—
(b) e (¢) el b,
Ae {a 2 loo )
13 = — - cotg ¥, cotg oy + Wy ——>— ()
(c) () S Uy
A Al ‘ 2 log @)
e . cote o, — — cote B, 4 ws s —==,
/ (”) o ) 2 (/l) oo | 3 C\N3 )

withrend die Seiteninderungen 4 a, 4 b, A¢ durch die Formeln bestimmt sind:

S
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da = w, sin a, —"w, sin a, ‘
Ab = w; sin 3, — w, sin e : (8)
Ac¢ = w, 8in ¥, — w, sin ¥, '

und zwischen den Azimuthen und den Dreieckswinkeln die Beziehungen
(1) bestehen.

Die hervorragende Bedeutung, welche die Grosse ) fiir dieses Formel-
system besitzt, wird noch durch den Umstand erhoht, dass die Differenz:
sin e, sin /3, sin 4, sin «, sin /3, sin s
im Nenner der Ausdriicke fiir Wy, Wy, wy erscheint, die durch Umkehrung
der Formeln (8) sich ergeben. Verschwinden also die Grossen Aa, Ab, 1ec.
ohne dass die @ verschwinden, d. h. wird das Dreieck ohne Aenderung
der Seitenlingen verschoben, so werden die Winkelanderungen den Ver-
schiebungsgrossen der betreffenden Hckpunkte und den Differentialquo-
tienten der Grosse ¢ nach den Richtungen w proportional, welche auf
den Richtungen o senkrecht stehen: ¢ selbst aber wird 1. Nennt
man nun die drei Richtungen wu,, wu, w, welche von den Ecken des Drei-
ecks 123 ausgehen, dann conjugirt, wenn die zu ihnen senkrechten
Verschiebungsrichtungen w,, w,, wy die Kigenschaft haben, dass léngs der-
selben eine Verschiebung des Dreiecks ohne Seitenianderung moglich ist,
80 hat man den Satz, dass zwischen den Azimuthen der Drei-
ecksseiten in Bezug auf drei puodpicirtos Hielii ngen die

Gdeichung:
¢ I

besteht, und umgekehrt tolgt aus dieser Gleichung, dass die Richt-
ungen « conjugirte sind. Iin Falle der Flichen constanter Kriummung,
wo eine Verschiebung ohne Seitenéinderung zugleich ohne Winkelinderune
erfolgt, gehen conjugirte Richtungen, durch geoditische Iinien verlingert,
offtenbar immer durch einen Punkt der Fliche.

Wenn die 3 Richtungen u conjugirte sind nicht nur fiir das Dreieck
1 23, sondern auch fiir ein Dreieck 12 3. fiir welches der Punkt 1" gegen
I unendlich wenig in der Richtung wu, verschoben ist. so ist ¢) auch fir

dieses Dreieck gleich 1, und man hat:




oder A4e = 0. Bei einer Verschiebung der Eckpunkte des Dreiecks 123
in den Richtungen @ bleibt alsdann nicht nur jede Seite. sondern auch
ein Winkel « des Dreiecks (im Punkte 1) ungeiindert. Diese Behauptung
kann auch umgekehrt werden: wenn bei eciner Verschiebung die Seiten
und ein Winkel « ungedndert bleiben, so bestehen fiir die zu den Ver-

schiebungsrichtungen senkrechten Richtungen w,, w,, w; die Gleichungen:

Q

U,

@ =1;

w| w

Damit also beider infinitesimalen Verschiebung eines
gegebenen geodatischen Dreiecks alle Seiten und Winkel
ungeiindert bleiben, ist es nothwendig und hinreichend,
dass die zu den Verschiebungsrichtungen der Eckpunkte
senkrechten Richtungen ,conjugirte® seien nicht nur fir
das gegebene sondern auch fir irgend drei von diesem
verschiedene Dreiecke, deren EKckpunkte von den ge-
gebenen in den Richtungen jener Senkrec hten unendlich
wenig abstehen.

Von den conjugirten Richtungen wu,, wy, u, sind im Allgemeinen zwet
willkiithrlich annehmbar, die dritte ist dadurch bestimmt. Durch passende
Wahl Jener kann man irgend zwei von den partiellen Differential-
quotienten der Grosse ¢ zum Verschwinden bringen, und also die Unver-
anderlichkeit zweier von den Winkeln bei der Verschiebung erreichen.
Die von dreien hingegen ist fiir ein gegebenes Dreieck mnicht erreichbar
wenn die Lage des Dreiecks nicht besondere Bedingungen erfullt.

Fithrt man an Stelle der Verschiebungsgrossen w und ihrer Winkel
mit den anstossenden Seiten die Orthogonalprojectionen der w auf diese

Letateren ein, welche durch die sechs Gleichungen definirt sind:

o Bt 3 = Ab;; - Wy 81N ¥y = Ay e = dd. l .
_w, siny, = d¢; — W, Sl o, — A0 We BN 7, = de, | 9
so gewinnen die Gleichungen fiir die Zuwichse der Seiten (§ 2) (8) die
Form:
Abh. der 1L CL d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. II. Abth. 18
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o — l
db =46, A, a0y
dr =l e l

Wegen der Relationen zwischen den Azimuthen und

den Winkeln
des Dreiecks:

b=
Vs a5 1
o e i
bestehen ferner die Gleichungen :
cos (3, = sin (3, cotg & 4 ‘\?.“ 71 : cos (35 = sin [3; cotg y \m “ :
S111 ¢ S ¥
o v S sin 3, o S o sin ¢,
ol :\“‘] 71 H)t‘l_)‘ L sin o 7 C05 0 — sl 72 (‘()f}_: e - sin A °

Transformirt man mit ihrer Hiilfe die Gleichung (2), so erhalt man
mit Riucksicht auf (9) die erste Formel des folgenden Systems:

)
1d,; da, cotg » bt Gy
Ho ot == L A —2 L Ab, (L ocotoa - A )
csimnf - bsiny 2 b b < ¢ sin e
re.’ by cotg 8
~+ /(u( L cotg o 4 R ) Ay 22,
=i\e 5 b sin e/ : C
; G i cote v il 10
A48 = 4a, ( LootgB 4 ) fg, 0B €0 . 40
SR 3 ¢ sin a asm y ¢ s« :
[ ) , (11)
COtg ¢ | Cs : ay
= ¢ =— =L A, ( 2 cotg 5 - A
: C NG : a S p
’ ; / 7
cotg 3 Q. : b. ks b Ay
Iy = da, —>* 4 Aq, ( 2 cotg y i —2— |+ Aby (2 cotg 7 2 )
g g : b sin 3/ b < @ sin ¥
cotg « I'r'l sl
A /1| = 3 1 I
b b sin « @ sin f

Die Coefficienten der Aa, Aa, etc. in diesen Formeln
tionen nur noch

sind Funk-
der Winkel, der reducirten Langen der Dreiecksseiten
und ithrer l)if)f"(‘l‘(‘llfielvll[ll()(i(*ﬂft‘]l nach den beiden Endelementen.




]
e

[ch wende mich nun zur Betrachtung besonderer Falle.
I. Geht die Verschiebung des Dreiecks ohne Seiteninderungen vor

sich, so 1st:

Co = //(fl.

da, = da;; A= db ;
Andererseits hat man wegen (5) in § 1:
o 8

: :
Cy ¢ Sipet | cotg [ 1 %) 1 b sin «
cote a + — - — : e o 0w B

@ = bl s ¢ sina 9b, S asng

Diese Formel bleibt richtig, wenn man in derselben (3 mit », & mit ¢,

) ; o > 3 ; .
,177 mit - = \v()l’t‘dll.\‘(‘,hf. (]GHH S1e (‘]th‘})l'lk‘»lltz dann einem [)I'(“,l(",(',l\'. i
g0 ¢ C '

1 it |

welches die Seiten und Winkel nur in der umgekehrten Anordnung auf-
einander folgen. Dies von der Riickseite betrachtet, fallt aber mit dem
orsten zusammen. Es besteht also auch fir dieses die Gleichung:

b o 1. colgy | I ¢ sin «

) 5
1 | 18
cotg o + . s
b =) Eig sde b

= — . o
08

sine 2¢, @ Sy

Fithrt man diese Beziehungen in das Formelsystem (11), 5 2, 4o
so erhalt man:

) ¢ SN«

; : 1 e 3
sina-Ade=sino-Jda,- ( = : ,,) 4 Aby——log—r
= \bRiny - o Sinip ) a sy
d b sin «a
e sin @
e ——log ———
i =, aning
G ) ) csin 3 Seia 1 |
gin B A= day- =olegs—— A lile Abs \ — — )
s o) (32 = /) S }‘ ¢ Sl b S11 }/ (1)
3 2 ) ¢
2 a sin 3 ‘
{ / 5 A i "
e log ———;
: L9y, S Usno
. ) b sin y 2 @ sin y
sin y - /;/ = Aa, - — log s /) i ) ();,7 = l()f_g —
== 9b, oD dag = CSInC
i / ( L I
giny -~ d¢; - ==
i / ; asin 3 bsin (z)

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass ein geoditisches Dreieck

ohne Winkel- und Seitenanderung nach allen Richtungen unendlich wenig

18%




128

verschiebbar ist, wenn sich die Sinus der Winkel wie die reducirten
Langen der gegeniiberstehenden Seiten verhalten, so zwar, dass diese
Proportion nicht nur fir das Dreieck selbst, sondern fir jedes demselben
unendlich benachbarte erfillt ist. Fs geniigt indess, den Nachweis zu
fithren, dass eine infinitesimale Drehung des Dreiecks um jeden der drei
Eckpunkte ohne Winkel- und Seiteninderung erfolgt. Derselbe beruht
darauf, dass man, umm z B. die Drehbarkeit um die Ecke 1 nachzuweisen.
priift. ob die Gleichung:
(6) sin ¥ = (¢) sin V83

ausser fiir das Dreieck selbst fiir noch zwei andere erfillt ist, von denen je
zwel Eckpunkte mit jenen zusammentallen, wihrend der dritte durch eine
infinitesimale Verschiebung von 2 langs ¢ bez. 3 langs 4 entsteht.

Wenn bei der infinitesimalen Drehung eines geoditischen Dreiecks
uin die Ecke 1 sich die Seiten nicht #ndern. so ist die nothwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dass auch der Winkel im Drehpunkt sich
nicht andert, die, dass die Gleichung (b) sin 7 = (¢) sin 3 fiir das gegebene
Dreleck erfiilllt ist. Ist diese Bedingung fiir alle Dreiecke erfiillt. deren
Spitzen in 1 und deren Grundlinien Abschnitte der geoditischen Linie «
sind, so folgt aus Gleichung (7) § 1, dass die Grésse (b), die man in
diesem Fall als Funktion der Lange » und des Winkels v gegen die fest-
gedachte geodiitische Linie ¢ ansehen kann. von 7 unabhingig wird, dass
unsere Fliche also eine Rotationsfliche (oder eine auf eine solche
abwickelbare Fliche) ist, deren Meridiane die Linien ¥ = const., deren

Parallelkreise 4 = const. sind.

II. Wenn ein Eckpunkt des geoditischen Dreiecks sich auf einer der
anstossenden Seiten verschiebt, z. B. der Fckpunkt 2 auf der Seite «. so
186 (8 2) (1)

7 o) 7T
Simder e e

daher (9):
dey, = — da,- cos f3.

I

>

Verschieben sich zugleich die Sckpunkte 3 auf b; 1 auf ¢ so tolgt
ebenso :

i o 1by-cosy; Ab, = /¢, - cos a.
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Fithrt man dies in die Gleichungen (§ 2) (11) ein, so kommt:

’

b : sin 2
Ao = d¢, -~ sing — Aas - ——
b = (6]
; :
e 3 S 4
AB = Aay,- 2 8infp — Adbg - —- (2)
C
. : SI o
Ay — Ab, -2 - siny — Ade -
v 5 14 4 : 0

Sollen diese Verschiebungen zugleich ohne Winkelinderung erfolgen.
so ergiebt sich aus dem Verschwinden der rechten Seiten die (noth-
wendige und hinreichende) elegante Bedingungsgleichung :

boe ae ol

Fiir die Verschiebbarkeit der Kckpunkte je auf der anderen anstos-

senden Seite erhilt man ebenso:
eilg b=

Diese zwei Gleichungen sind u. A. fiir die entwickelbaren Flichen

ertiillt, wo denn:

il =d,—a, -0 b {c)—c, - ¢
ist. Aber es lasst sich zeigen, dass immer dann. wenn eine Verschiebung
der Eckpunkte eines Dreiecks lings der links (oder auch der rechts) an-
stossenden Seiten oline Winkelinderung moglich sein soll. die Flache eine
abwickelbare sein muss. Denn lisst man etwa die Seite ¢ unendlich klein
werden. so reducirt sich a, auf 1, a, auf 1. ferner wird dann b/
= —¢/'; by = —¢,, und die obigen Gleichungen ergeben :

e 6 41 =0

Gilt diese Gleichung lings des ganzen geoditischen Streifs, in welchen
das Dreieck iibergegangen ist, so folgt aus der fiir diesen sonst noch be-
stehenden Gleichung (10) (§ 1), dass

2%(c)
() 2 =0,
© ('1 < (’.2

cine Differentialgleichung, deren Integral mit Riicksicht auf:
/ /
¢y s +1 =0
in: (c) = ¢ — ¢
iibergeht. Der Streif muss also in die Ebene abwickelbar sein.
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[TI. Wenn eine Seite des Dreiecks bei der infinitesimalen Lagen-
anderung sich in sich selbst verschiebt (wobei ihre Lénge sich iibrigens
andern kann), so wird, wenn dies z. B. die Seite a ist, nach der wvor-
stehenden Nummer:

Ao i— fa, co83; Adb, =~ Aa;co8y.

Fithrt man diese Relationen in die Gleichungen (§ 2) (11) ein, so

kommt:

/ ’

o ; :
s /2 s ¥/ b ¢
do =1 g : Aay - L oAb L cotg o + —*
3 i 1 o) i
¢ b b = € S «
le b
Lo, ( L coto o = )
; SENEp B bsin e
o
] | ¢ (2)
O i : cote a
di3 —=Ados - ai - Ab, - — + A - —2
5 (& 8 ¢ S1n « ()
b . coto « I
45 — dag gy Ab, - —= -Ade; - ——.
b b b sin a

Multiplicirt man die erste Gleichung dieses Systems mit 1, die zweite
mit ¢y, die dritte mit 6, und addirt die drei, so erhilt man auf der

rechten Seite die Summe:

sin /3 sin

{a, - e ¢ 9 Ja. LT

(b : L ! b

Wenn nun noch die Verschiebung ohne Winkelinderung erfolgt,
dieser Ausdruck also verschwindet, so ist im Allgemeinen durch die Ver-
schiebungsgrosse Aa, des einen Kndpunktes der Seite a Alles bestimmt.

Nur wenn:

O g TR
ist, wird 4a; = o, welchen Werth auch 44, haben mag. Der Eckpunkt
3 bleibt dann fest. Aus der letsten der drei obigen Gleichungen folgt
dann aber:
e — Al e o,

woraus sich ergiebt, dass der Eckpunkt 1 sich auf Seite & bewegt.
Das neue Dreieck ist aus dem alten dann durch Lageninderung bloss der

Seite ¢ entstanden, wihrend die Winkel ungeindert bleiben, und die




Schenkel des der Seite ¢ cegeniiberliegenden Winkels » nicht ihre Lage
andern. Umgekehrt folgt aus der Annahme:

da; = o,
wenn die Winkelinderungen Null sind, und nicht zugleich #a, verschwindet,
dass die Gleichung:

besteht. Dieselbe stellt also die nothwendige und hinreichende Bedingung
fir eine Lageninderung der Seite ¢ ohne Winkelanderungen dar. Soll
dieselbe allenthalben auf der Fliche erfiillt sein, so muss diese eine ent-

wickelbare sein. was ebenso wie in Nr. II bewiesen wird.

[V. Kehren wir noch einmal zu den Gleichungen (3) der vorigen
Nummer zuriick, welche die Verschiebung der Seite « in sich selbst aus-
driicken, und fiigen die weiteren Forderungen zu. dass der Eckpunkt 1
auf der Seite ¢ sich bewege, und dass die Winkel ungeiindert bleiben.
Dann verschwinden die linken Seiten der Gleichungen (3), wihrend ausser-
dem noch die Beziehung besteht:

Ab, = — dc, cos o.
Hieraus ergiebt sich zunichst, wenn nicht ¢,” = o ist, die Gleichung:
i — 0
so dass im Allgemeinen eine Verschiebung des Endpunktes 2 oder Seite «
ohne Winkelinderung nicht moglich ist.
Dagegen wird dieselbe ausfithrbar immer und nur dann, wenn:

7

C, =0
ist, d. h. wenn der Eckpunkt 2 des Dreiecks sich an derjenigen Stelle
des von 1 ausgehenden geoditischen Streifs 12 befindet, wo ein Breite-
suwachs desselben nicht vorhanden ist, indem entweder ein Maximum
oder Minimum der Breite oder sonst ein stationdrer, Zustand derselben
eintritt.

Hieraus folgt — was iibrigens auch geometrisch evident ist —
dass, wenn man einen geoditischen Streif im Maximum oder Minimum

seiner Breite durch eine geoditische Linie schneidet, die Begrenzungs-

linien des Streifs mit dieser gleiche Winkel bilden, d. h. solche Winkel,
die sich um unendlich kleine Grossen von hoherer Ordnung, als die Breite
des Streifs, unterscheiden. Ist insbesondere dieser Winkel ein rechter, so erhélt

{
o

BN
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die geoditische Linie in zwei consecutiven Elementen die Eigenschaft des geo-
détischen Kreises, osculirt also den Letzteren. Wenn dies in allen Punkten
eines geodatischen Kreises geschieht, derselbe also selbst eine geodiitische Linie
ist, so besitzen alle vom Pol! ausgehenden Streifen auf diesem Kreis keinen
Breitezuwachs; wird dort z B. allenthalben die Breite ein Maximum, so
1st der Umfang dieses geoditischen Kreises grosser als der der nachfol-
genden und vorhergehenden. Man kann diese Bemerkung auch um-
kehren: Ein geodidtischer Kreis, in welchem alle geodi-
tischen Streifen, die von einem Pole ausgehen, ein Maxi-
mum oder Minimum ihrer Breite besitzen, ist zugleich

geodatische Linie.

4

Das Nachfolgende handelt von der reducirten Linge auf Rotations-
flichen (und den auf dieselben abwickelbaren Flichen), deren Eigenschaften
unabhingig von dem Vorstehenden entwickelt werden mégen. Nur die
Gleichung der geodiitischen Linie in Bezug auf das aus Meridianen und
Parallelkreisen (v = const., # = const.) gebildete krummlinige Coordinaten-
system nehmen wir als bekannt an. Da in dem Ausdrucke fiir das Linien-
element dw, auf einer Rotationsfliche :

At — dus - glido?

g eine IFunktion von « allein ist, so ergiebt sich aus § 1. (7) sogleich:

g8 Oi== g, sin @, = 2.
wo x eine lings der betrachteten geoditischen Linie P P, constante Grosse
1st, @ das Azimuth derselben im Punkte P (u, v), ©, dasjenige im Punkte

Py (uy vy), fiir welchen die Funktion ¢ den Werth go annimmt. Wegen:

/ 4
tg @) ="
. du
wird alsdann: e kel
- gVg?— =*
g du
Wy — g (1)

]/ ‘,/’2 w2
L=
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Ich definire nun ein anderes ,geoditisches Coordinatensystem® w, v,
durch Annahme einer beliebigen krummen Linie O £, auf der Fliche, lings
deren, von einem bestimmten Anfangspunkt O aus, die Grosse v, als Lénge
aufgetragen wird. Senkrecht zu den Ilementen der Linie O F, werden
geodiitische Linien errichtet, auf diesen die Linge u, aufgetragen. Dann
liegen, nach einem Satze von Gauss, die Endpunkte gleich langer Strecken
wiederum auf Orthogonaltrajectorien der geodétischen Linien, langs deren
v, constant ist. Soweit diese Letzteren verlaufen, ohne dass benachbarte
sich schneiden, sind die Punkte der Fliche durch die Coordinaten u, v,
eindeutig bestimmt. Damit auch das umgekehrte stattfinde, denke man
sich die Rotationsfliche aus unendlich vielen iibereinander gerollten Blittern
bestehend, die sich gegenseitig so fortsetzen, dass sie, abgerollt, einen
unendlich langen Streif bilden. Entsteht durch den Schnitt benachbarter
geoditischer Linien eine Enveloppe,!) so beziehen sich die folgenden
Untersuchungen nur auf das bis zu dieser Knveloppe sich erstreckende
Ilichengebiet.

Dies festgesetzt, wird die Orthogonalitit der Linien PUF ninels O 7,
unter Beibehaltung der oben eingefithrten Beziehungen ausgedriickt durch

die Gleichungen:

O
—~—

: % , / % /

sin G = — e gp OB = ‘/ i L= e

g (O ( g 2 J0 03 \
J0 0

/ " . e o . .
wo u,, v, die Differentialquotienten von w,, v, nach v, genommen bedeuten.

Es verdient gleich hier bemerkt zu werden, dass diese Bedingungs-
gleichungen illusorisch werden, wenn die geodatischen Linien des Systems
u, v, alle durch einen Punkt £, hindurchgehen, wenn also eine jener
Orthogonaltrajectorien P P, sich in einen unendlich kleinen Kreis um
diesen Punkt zusammenzieht. Dann sind namlich «, », als Constante,

’ / . 3 . Ag 5 5
u,, v, einzeln also als verschwindend anzusehen, wihrend indess der Quotient

’

‘u - :
0 als veranderlich, und zwar:
9o Yo
Uy e
D, = — g v, a2
Tl ( :
anzunehmen ist, so dass in diesem Falle @) = v, also
1) Vgl. z. B. A. v. Braunmiihl, iiber Enveloppen geodittischer Linien. Math. Annalen Bd. 14
und Bd. 20.
Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. II. Abth. 1)




2= guNin o
ist, wo g, gleichfalls eine Constante ist.
Differenzirt man die Gleichung (1), indem 1

als w, und », als verinderlich ansieht, so kommt:

: /
gadu g, u, A, du

(Z’MI = St
Vg2— 2

Ebenso erhalt man:

nan sowohl # und v,

/ % du S
dv — vy dv, = ———— — -2 -duv,
(/l/"/l/"_“‘/: S
WO ax o
dv,
gesetzt wurde, und:
5 g :
2u, zgdu Qv
S [/r”}/:’_v s o

ist. Lost man die erhaltenen

Gleichungen nach du und gd v auf, so kommt:

Lot n? 5 &
au = Ve —du, — - g, dv,
/]
()
% Vg
e — ,/ du, 4 l,,,_;/ - g Aoy,
wo zur Abkiirzung:
gt &
Yo Uy gl vt i 5 =
BNt e Y | o
: l o~ £ z l 5
) s
(4)
: "o =
. G0 Yo o du,
e { e ¥ ,,}
z[. el : g

gesetzt wurde.
gedriickt, erhilt man:
ds? =du?+ ¢,2-do2
Daher ist (§ 1) g, die ,reducirte Li nge-
die ,reducirte Abscisse fir das Coordinatensystem

Fir das Bogenelement, in den Zuwichsen duw,, dv, aus-

der Linie u, oder

Wy Vs
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In den Ausdruck (4) fir g, geht ausser den Funktionen u,, ¢y, #
von v, noch die Funktion g der Variabeln » ein, welche mit », und v, durch
die Gleichung (1) verbunden 1st. Die Annahme von g entscheidet bekannt-
lich itber den Charakter der Rotationstlache, auf welcher das Coordinaten-
system gelegen 1st, withrend iber das letztere durch Annahme einer der
Funktionen v, g5 % vOn entschieden wird, und die drei anderen sich
durch diese vermoge der Gleichungen (2) and der Bedingung ausdriicken,
dass g, dieselbe Funktion von %, wie g von u ist. In dem Ausdruck (4)
fir g, sind also zwei wesentlich willkithrliche Funktionen enthalten: Die
Funktion ¢ von « und etwa die Funktion » von o,.

Je nachdem man (4) mittelst der Gleichungen (2) oder (2%) verein-
facht, d. h. je nachdem man die Anfangstrajectorie als endliche Gurve

oder unendlich kleinen Kreis annimmt, erhilt ¢, eine der beiden Formen:

,,
i g K
]/ 9 —x® it g du :
g1 — i e e B Sl T Te=—h (D
D Vo £
v
il
g du

Uy

gt wl

1) Vermoge dieses Ansdrucks lassen sich die fundamentalen Bigenschaften des geodittischen
Streifs in noch bequemerer Weise wie oben § 1 a. E. ableiten. Da nimlich liings eines solchen
Streifs die Grosse g nur mit’einer Variabeln sich iindert, so lisst sich immer eine Rotationsober-
fliiche finden, deren Meridianstreif hingichtlich der durch Biegung nicht rerstirbaren Kigenschaften
mit dem gegebenen ihereinstimmt, und es geniigt, einen solchen zu untersuchen.

Qetzt man in (53) z = o, so riickt der Pol P, (Fig.in § 1) des (oordinatensystems wy vy in den
Streifen, der sich lings der Linie u erstreckt. und man erhiilt zwischen den reducirten Liingen der Linien :
PP OP—=n; OPy—uy

fiir welche alsdann die Gleichung:
w = 1y Yo

besteht. die einfache Relation:
U
(* @ (1) — @ (W)
g1 g 9o ‘ ) : f« '; — :
& g Vo' () @ (uy)

Ay
Yo

92

WO @ ()= ‘
v/

(unbestimmt integrivt) gesetzt ist.

Die von den Herren Christoftel und Beltrami (Rendiconti del Istituto Lombardo 1869) an-
cegebenen eleganten Eigenschaften der reducirten Linge einer geodiitischen Linie folgen simmtlich
aus dieser Darstellung mit Leichtigkeit.

19 *
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Ist beispielsweise die Orthogonaltrajectorie, von d

er man ausgeht,
selbst eine geodiatische Linie,

so hat man die Beziehuntj:

. 7t
g0 Sin ('), o (-)“) — @onst.
oder:
= = i
gy — 2% — const.

Im Fall, dass diese Constante verschwindet, ist d

lie Trajectorie ein
Meridian, lings dessen sowohl u, als v, gezihlt wird. Die unbestimmte

Form, die alsdann ¢, enthilt. umgeht man leicht, indem
partielle Integration das in ¢, auftretende Integral in die
bringt.

man durch

geelgnete Form

Man kann den vorstehend aufgestellten Ausdruck fiir die reducirte
Linge des geoditischen Bogens auf Rotationsflicl

1en dazu verwenden. um
eine partielle

Differentialgleichung fiir dieselbe (oder vielmehr fir eine
mit thr genau zusammenhingende Funktion) herzustellen, welche im Wesent-
lichen mit derjenigen tibereinstimmt, die auf anderem Weg Herr M. Levy

(Comptes Rendus 1878) fiir die reducirte Lange auf Rotationsflichen gefunden

hat. Definirt man nimlich eine Funktion ¢ von %, und v, durch die Gleichung:

e
78] ([ = pd ]l,‘”z ®Z ((‘W
— wobel indess der spater besonders zu behandelnde Fall » — o aus-
geschlossen sein soll, — so wird wegen (4)
o g il 2
o ‘,/." |: 9 y 2° el b ors)
oy ‘[/ 17, x?f 9 —u=
Daher ist:
o %' 2
SMI = g (7)

Durch logarithmisches

Differenziren beziiglich nach u und », erciebt
i 1 1

=

sich aus dieser Gleichung :

2 log g, ke 2¢)
e i 1()31' = )
du, 200 P \E W,/

£ W

4T SRR o Sl o

ov, 299\ Gy %
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Mit Riicksicht auf die Formeln (6) (7) und (3) erhalt man nun
durch logarithmische Differentiation der Gleichung (6) nach v:

oofeln g, 2 log ¢ @ J2logg, Blocg o %% 9 log ¢
gz ["3‘; Sa s s B lebe S e 571
ul.rll thl - e 2 Ci’l oV, “ 1[ U
Mit Hilfe der vorstehenden Beziehungen zieht sich diese Gleichung
folgendermassen zusammen:

i 92([7

= 0. Sl (B)

3 )
c g
zz [,\'F

,I.I

.‘
S
W

Man kann hieraus auch noch die Funktion x von ¢, entfernen, in-

dem man:

’ Tr /
dvg- 2% =0V, Y
setzt. Man erhilt so:
2% % 2 3¢
e et (e -+ 2 . === ==z 0, (
du, / du, 3V, 2 o, oV -

wo in dem Ausdruck. den das Linienelement anunimmt:
ds? = du -+ G2-dV,2

die Grosse ¢, definirt ist durch die Gleichung:

¢ o
7 G2 L =1
Qu
1
T : : g / :
Die Funktion ¢, welche — mit Ausnahme des Falles » =0 — die

partielle Differentialgleichung 2. Ordnung (10) in allgemeinster Weise

befriedigt. ist der mit zwei willkithrlichen Funktionen behaftete Ausdruck:
7/1

gl 1 u
([ —_— :’/Ej "r) o4 / SO T —— B -Z o ]A V_, Rt e P (—11)
Vgt '

wo mit Hiilfe von (9) statt », die Variable ¥, einzufithren, und die in
g auftretende Grosse u mittelst (1) durch «, und », (bez. V,) zu ersetzen ist.
Eine explicite Darstellung indess der Funktion ¢ in u, und v, lésst
sich nur in besonderen Fillen ausfithren.
Die oben ausgeschlossene Annahme % =0, wo denn also x von v,
unabhiingig ist. entspricht dem Fall, dass alle geoditischen Radien mit
cinem Parallelkreis der Rotationsfliche denselben Winkel bilden, dass also

TR R B B SR B A

TR e TR T R

%

=4
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alle denselben (reellen oder imaginiren oder unendlich ternen) Parallel-
kreis berithren. Dann wird der Ausdruck fiir ¢,:

2

Yo~ A

e l == . 9)

Diese Grosse stellt sich folgendermassen in w, und », dar. Aus der
Gleichung (1) berechnet sich:
Usiv— (=10} o (u,),

wo ¢ (#) von v, unabhingig ist; daher durch Umkehrung:
w = P v“ﬂ -+ 72 (%)) — P (e, + 'V‘}’
wenn man:

¢ (uy) = V,,
das heisst:
doitl Tadily
Vo' —a . on,
setzt.  Alsdann ist auch:
Vi == —x- i+ V)
eine Funktion von w, + V., und endlich:

o /.(”’1 _}4 VI) ¢

V9o —

g — ;= Flu, - V) adl.

Das Linienelement nimmt somit die Form an:
ds*=du’ L f3m V) -dV2 co il 1o
welche fiir das betrachtete Coordinatensystem zuerst Herr Dini (Giornale
di mat., Napoli, T. IIl. p. 68) aufgestellt hat.

Eine letzte Anwendung der fir die reducirte Linge auf Rotations-
flichen gegebenen Formel mag sich auf Flichen von constantem Kriim-
mungsmass beziehen, fiir welche ebenfalls die explicite Darstellung von g,
in %; und o, ausfithrbar ist. Ich beschrianke mich auf Flichen von constantem
negativem Kriimmungsmass, als deren Typus die Rotationsfliche der
Tractrix gelten kann. Fir diese nimmt bekanntlich das Linienelement
die Formn an:

9
2w

g8 —dulL ot dp? cvv el 14)

?




wo « eine Constante ist,

2

des natirlichen Logarithmens;

Alsdann erhilt man aus

M'[ =
ghyo

oder, mit Beniitzung hyperbo

sinh @

setzt:

g

: "
1//‘1/"‘ —_»? = %+ sinh -

das Krivnmungsmass der Fliche, e die Basis
ystems.

E ()

w2
_.7?
v

5

— g loonat - =
itV

lischer Funktionen, indem man:

L & e ®
- cosh z = —Z
W, -
— . cosh 22—
@

+ ¢

] C
g, = » Cosh
9o =

WO
gesetzt worden ist. Ferner wird :
u . 2
! sinh - %
du, a 7]
) e (e 3
() S . W= € s %
] g sinh 2277 ° . ginh
g @ o
Daher. vermoge (4):
§ U . t ¢
, sinh - : sinh s
a7 (4 “{) !] (4] S
9 = : : - e n
o 3 ( 5 )
sinh sinh —
o a
- 7 : . .
Wenn nun #, = o ist, so hat man x = g, 811 v, WO 9o eine Constante

ist, und also im Falle eines

Coordinatensystems mit reellem Pol:

1

S o
g, = o sinh - 1D

In jedem anderen Falle ist:

i
Up v er o
A
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daher, wegen:

“
,(/“ S e
- 5 (& G c
X=— g, = @z cosh — — ¢ sinh
a o
oder:
! SRS (
! 1 4 ¢ sinh
(90 @
iR ¢
cosh

a
wo % und ¢ die Differentialquotienten von x und ¢ nach v, sind. ¢, kann

also in die Form gebracht werden:

. Th " -
g1 = 4 sinh - 4 cosh !, G GG
a «
WO : : c ’
sinh — — ¢
@
A==
=
('().\‘h
a
1st.

Der Ausdruck 15* fir g, der einem geoditischen Polarcoordinaten-
system mit reellem Pol entspricht, ist unabhingig sowohl von der Lage
des Pols als auch von der Anfangslage der geodiitischen Radien des Sy-
stems.  Dies wird alsdann auch mit den zugehorigen Ausdruck fiir das
Linienelement der Fall sein. Die Rotationsfliche der Tractrix ist demnach
in jeder Art in sich selbst verbiegbar,

Andererseits kann die allgemeine Losung der partiellen Differential-
gleichung:

9 9y

) 2
? p

i, s
die eine Fliche von negativem Kriimmungsmaass allgemein definirt, durch
Transformation der Variabeln v, wobel sich g, mit einer Funktion von
v, multiplicirt, auf die Form (16) fir g, immer gebracht werden.

Durch die vorstechende kurze Rechnung ist also zugleich ein neuer
Beweis fiir die Verbiegbarkeit einer Fliche von constantem negativem
Kriimmungsmaass in sich selbst geliefert.




