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Bewels,

dass die Coefficienten der trigonometrischen Reibe

p= 00
f(x) —2 (ap cos. px + bp sin. px)
p=0
die Werthe
oo +T -1
a0 = »ap= ~bjdai(a@) cos* p« » br = Jd af(a) sin. pa

haben, jedesmal, wenn diese Integrale endlich und bestimmt sind.

VOD

Paul du Bois-Reymond.

. Einleitung.

. Der Begriff der gleichméassigen Convergenz.

Bekanntlich kann eine Reihe, deren Glied Function einer Verander-
lichen x ist, fir jeden besonderen Werth dieser Veranderlichen conver-
gent sein, aber mit der Eigenthimlichkeit, dass die Convergenz bei
Annaherung an einzelne Punkte des Intervalls sich ins Unbegrenzte
verschlechtert, ohne dass, wie gesagt, fur jene Punkte selbst berechnet,
die Reilhe sich divergent zeigte.

Wenn dieses von Herrn Seidel entdeckte Verhaltenl auf den
ersten Blick den Eindruck einer etwas fernliegenden Ausnahme machen

1) Abhandlung der math. phys. Kl. d. Munchener Akademie, 1848. Herr Seidel weist dies
Verhalten zundchst nach in Punkten, wo die durch die Reihe dargestellte Function eine
sprungweise Werthdnderung erleidet, und wo die Convergenz, wie er zeigt, stets unendlich

1*
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mag, so hat es sich in Wahrheit doch als ein ungemein wichtiges und
folgenreiches erwiesen: denn es entspringt daraus sogleich der Begriff
von der gleichmassigen oder nicht gleichmassigen Convergenz der
Reithen. Unter der gleichmassigen Convergenz einer Reihe In einem
Intervall a5'x < b ist verstanden, dass es eine endliche Gliederzahl N
der Reihe gibt, die fir jeden dem Intervall angehorigen Werth X einen
Rest lasst, der kleiner ist als ein beliebig klein vorgeschriebener Werth.

Man kann wohl sagen, dass namentlich durch Betonung der Folgen
dieses Begriffs Herr Weierstrass?2 in den Theil der Lehre von den
Reihen, der sich mit der Abhangigkeit threr Summe von den Argu-
menten threr Glieder beschaftigt, nicht minder tief und nachhaltig ein-
gegriffen hat, als seinerzeit Lejeune-1)irich let in die Theorie der
numerischen Reihen, indem er die Analysten auf den Unterschied zwischen
der bedingten und unbedingten Convergenz aufmerksam machte.

2. Die Hauptsatze der Theorie der trigonometrischen Reihen durch
EinfUhrung jenes Begriffs In Frage gestellt.

Die Uberraschendste Folgerung, welche mit dem Begriff der gleich-
massigen Convergenz zusammenhangt, ist die, dass eine Reihe, glied-
weise Integrirt, zuverldssig nur dann das Integral threr Summe liefert,
wenn sie nicht in jedem Kkleinsten Intervall des Arguments einen Sel-
dersehen Punkt enthalt, mit anderen Worten, wenn sie mit Ausnahme
durch endliche Intervalle getrennter Punkte gleichméassig convergent ist.

langsam werden muss. Ich will ein Beispiel daflir angeben, dass dasselbe Verhalten bei
einer durchweg stetigen Function eintreten kann. Die Reihe, deren ptes Glied, Summe
bis zum nten Gliede, Rest resp sind:

Xp X (p— 1) L X n X 1

1+ xp | -f-x (p — 1) Xzpi+ xp@2—x)-f-1—x 1f nx 71-f-nx
iIst von mir schon friher angefthrt worden (Antrittsprogr. pag. 25), um an ihr die unendliche
Verschlechterung der Convergenz zu zeigen. |lhre Summe ist 1, ausgenommen fir x = o,
wo sie Null ist. Schreiben wir darin x* statt x und ziehen die urspringliche Reihe ab,
so ist die Differenz fur jJeden Werth von x Null, und der Rest | - giebt

1 | + nx* 1-fnx
= £ gesetzt:
nx@1-x)=7Ff (I*fdx) (1 +nxg)

wird hierin x = of so muss n unendlich werden.

2) Eine gedruckte Mittheilung aus der Feder des Herrn Weierstrasa existirt dartuber wohl
nicht, siehe aber: H. Heine, Borchardt’s Journ. Bd. 71, pag. 353.
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Ob dies der Fall sei, pflegt an der Reihe selbst nur sehr schwer
sich feststellen zu lassen. So wurde denn zuerst die Theorie der tri-
gonometrischen Reihen, bei welchen die gliedweise Integration eine grosse
Rolle spielte und die fuar die directe Untersuchung der Art threr Con-
vergenz fast unzuganglich zu sein scheinen, durch den neuen Begriff
Ins Herz getroffen, und zwar dergestalt, dass wir mit einem Schlage
hinsichtlich der wichtigsten Satze dieser Theorie wieder nicht allein
hinter Dirichlet, sondern geradezu auf den Standpunkt vor Fourier
zurlckversetzt uns sahen.

3. Anfuhrung der in Rede stehenden Hauptsatze.

Es handelt sich wesentlich um die Satze:
. Wenn eine trigonometrische Entwickelung von der

Form P—E€C
f(x) = ~ (arcos. px + bpsin. px)
P=o0

gegeben ist, so giebt es keine zweite der selben Form, aber
mit anderen Coefficienten ap,bp, welche iIn dem Intervall
(—n ...+ 7) die namliche Function f(x) dar steilte.
II. Die Coefficienten der Entwickelung lassen sich
durch die Summe der Reihe ausdricken wie folgt:
+ 7 /! t
a° = J <K >°p fd«f(a) cos. p« , b, = — ] daf(tt) sin. pa ,

jedesmal, wenn diese Ausdricke einen Sinn haben.
Beide Satze wurden durch gliedweise Integration der Reihe f(x)
bewiesen und beiden war nun plotzlich der Boden entzogen.

4. Geschichtliches uber die weitere Entwickelung der Lehre von den
trigonometrischen Reilhen. Der erste Hauptsatz wieder hergestelit.

Herr Heine suchte In einer Abhandlungd, in welcher er zuerst
weitere mathematische Kreise Uber diese Lage der Dinge unterrichtete,
den ersten Satz zu retten, was indessen kurz nachher in umfassenderem

3) Borchardt’s Journ. Bd. 71, pag. 353.
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Masse Herrn Cantor in Halle a. d. S. gelang, der jenen Satz von der
,Elndeutigkeit der trigonometrischen Entwickelung® nicht allein In sel-
nem friheren Umfange wieder herstellte, sondern ithm eine Allgemein-
heit gab, an die man vor den angefuhrten Ereignissen nicht gedacht
hatted). |,

S5. Fortsetzung.

Herr Cantor fuhrt seinen Beweis mit Hilfe zweier Rieman n’scher
Satze, die sich auf die Beziehung der Reihe

a0x 2 p= 0apcos. px + bpsin. px

(X)) = =, e |

die durch zweimalige Integration jedes Gliedes der Reithe f(x)=a0+

(a, cos. X + Db, sin. X) + . . . entsteht, zu dieser Reihe f(Xx) beziehen)).
Der erste Satz besagt, dass so oft f(x) endlich und bestimmt

181’ dbr LI F(x + f) —aF(x) + F(x —T)

gleich f(x) i1st, und der zweite, dass falls nur ap und bp far
p = c verschwinden, der Limes des Verhaltnisses
F(x+ f) —2F(x) + F(x —1)
e
Null ist.
Den ersten Satz benutzt Herr Cantor um zu zeigen, dass die Dif-
ferenz </>(x) zweler Functionen F(x), die denselben

Lim F(x -re)- 2F(X) + F(X —0©)

ergeben, nur eine lineare Function von X sein kann, woraus sich leicht
die ldentitat der Coefficienten ap und bp in beiden Entwickelungen F (X)
ergiebt.

Den Beweis daflr, dass die Differenz, der Functionen F(x) linear
von X abhangt, oder dass aus

Li°m <{>(x + f}l—2</>(x) + 0(x —f) - 4

4) Borchardt’s Journ. Bd. 72, pag. 130, 139 und Bd. 73, pag. 294; ferner Ann. v. Clebscli u.
Neumann Bd. 4, pag. 139, Bd. 5, pag. 123.
5) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Art. 8.



folgt «/»X) = ¢+ c, x, verdanken wir, wie er mittheilt, Herrn Schwarz,
und es iIst zu bemerken, dass dieser Beweis, wenn gleich er eineu Ge-
danken eines friheren Beweises benttzt, doch Neues enthalt, und nament-
lich Ungenauigkeiten des friheren Beweises vermeidet.6)

Der zweite Riem ann’sche Satz dient nach einem von Herrn Heine
ersonnenen Verfahren?7) dazu, um zu zeigen, dass wenn die Differenz
der Functionen F(x) iIn zweil durch einen Divergenzpunkt der Reihe
f(x) getrennten Intervallen von x zwel linedren Functionen gleich ist,
diese linedaren Functionen dieselben sind.

6. lieber den zweiten Hauptsatz. Der Verfasser kiundigt an, dass er auch
diesen wiederherzustellen vermag.

In Bezug auf den ersten Hauptsatz der Theorie der trigonometri-
schen Reihen koOonnen wir also die Untersuchung flr geschlossen an-
eehen. Ueber den zweiten Satz, dass unter gewissen nothwendigen Be-
dingungen fur f(x) die Coefficienten die von Fourier entdeckte Form
naben, scheint seit der Hein e’schen Abhandlung, die Ubrigens auf diese
~rage nicht eingeht, keine Veroffentlichung erfolgt zu sein, so dass
nier noch nichts geklart ist.

Es ist mir schon seit langerer Zeit bekannt, dass auch der zweite
Satz sich wiederberstellen lasst, wenn man f(x) der Bedingung unter-
wirft, stetig zu sein, ausgenommen in gesonderten Punkten.

Diese Bedingung fur f(x) 1ist aber viel einschrankender, als die
der Integrirbarkeit schlechthin, welche genigt, damit die Fourier’schen
Coefficienten nicht sinnlos seien. Und die Aufgabe, welche hier unsere
mathematische Wissbegierde am meisten reizt, ist doch die, festzustellen
ob die Coefficienten der Reihe f(x) die Fourier'sche Form haben jedes-
mal, wenn f(x) eine Integration zulasst, oder zu ermitteln, wo hier die
Grenze liegt.

6) Cours de calcul différentiel et integral par J. A. Serret, pag. 17. Eine Function, die auf-
hort Null zu sein, braucht deshalb nicht sogleich ins Wachsen oder Abnehmen zu gerathen,

sondern sie kann, wie x sin. — bei x = o0 mit unendlich kleinen Schwankungen anfangen.

7) Borchardt’s Journ. Bd. 71, pag. 359.
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Nun, 1ich glaube jetzt auch diese Aufgabe erledigen zu konnen,
und zwar auf die allgemeinste Weise. Etwas tieferes Eingehen in die
Natur der durch Reilhen dargestellten integrirbaren Functionen und
eine den veranderten Bedingungen angemessene Erweiterung des Appa-
rats von Lehrsatzen, dessen Herr Cantor sich bedient hat, fihren schliess-
lich verhaltnissmassig leicht zum Ziele.

Ich muss meiner Analyse einige Bemerkungen Uuber allgemeine
Eigenschaften der hier auftretenden Functionen voranschicken.

II. Vorbereitende Betrachtungen allgemeiner Natur.

7. i\/Verthevorrath und mittlerer Werth.

Alle Werthe, welche man aus einer Operation f(x) ziehen kann,
sel es indem inan entweder flr x eine Zahl x, einsetzt und dann f(x,)

berechnet, oder indem man fur x eine Folge xt+ f' , x, -f-(*, . . dem
X, sich unbegrenzt ndahernder Zahlen einfihrt, dazu die Werthe f(x, + f'),
f(x, + f"),... berechnet und nachsiebt, welcher Grenze sie sich nahern:

den Inbegriff aller solcher Werthe werde ich Werthevorrath von
f(x) fur den Punkt x = X, nennen. Unter Werthevorrath von
f(x) fur ein Intervall wvon x soll dann der Inbegriff der Werthe-

vorrathe von f(x) fur die einzelnen Punkte des Intervalls verstanden
werden.

Mittlerer Werth eines Werthevorraths wird ein Werth
genannt, von dem nichts weiter bekannt oder doch zu wissen ndOthig
Ist, als dass er nicht grosser als der grosste und nicht kleiner als der
kleinste Werth des Werthevorraths ist.

Die Functionen, mit denen wir es liier zu thun haben, sind Summen
unendlicher Reithen, die zwar nicht durchweg convergent, aber — vor
der Hand wenigstens — durchweg endlich sein mussen, woran sich
einige fur das Folgende nutzliche Bemerkungen knupfen.



8. Ueber divergente Relhen mit unbestimmter aber nicht unendlicher
Summe.

Wenn eine Reihe
Un= u, + u2+ ...+ un

fur n = oo nicht unendlich wird, aber auch keiner bestimmten Grenze sich
nahert, so schwankt U, von unendlich grossen Werthen von n an bei
fernerem Wachsthum von n zwischen zwel der Reihe eigenthimlichen
festen Grossen hin und her, die ich schon friher8 unter dem Namen
Unbestimmtheitsgrenzen besprochen habe. Nennen wir sie A
und B, wo B> A, so kann Un entweder erst im Unendlichen B er-
reichen, oder Un kann im Endlichen unbegrenzt oft B erreichen und
auch Uubersteigen. In Bezug auf A gilt Entsprechendes. Diese Grossen
A und B sind einer voOllig pracisen mathematischen Definition fahig,
wobel es ausreicht B zu betrachten.

Zunachst muss es fur jedes n eine kleinste Grosse Bn geben, die
Un+ m>wenn m von o bis oo wachst, nicht mehr Ubersteigt, da sonst
Un entweder nur wachsend, oder bald zunehmend bald abnehmend Uber
jede Grenze hinaus wachsen misste, gegen die Voraussetzung, dass Un
nicht unendlich werden kdnne. Diese Grosse Bn nimmt bel wachsendem n
nicht zu, welil sie die kl einste Grosse ist die Un nicht mehr Ubersteigt.
Wenn sie also nicht constant ist, so kann sie nur abnehmen, wahrend
n zunimmt. Dann muss sie sich aber, da sie auch nicht — oo werden
darf, einer endlichen bestimmten Grenze nahern. Diese Grenze Lirn™M.A,
Bn nennen wir B.

O. Fortsetzung.

Nachdem hierdurch die Existenz der festen Grossen A und B ausser
Zweifel gesetzt ist, hebe ich folgende i1hrer Eigenschaften hervor.

1. Entweder nimmt bei wachsendem n die Summe Un
unbegrenzt oft den Werth B an, oder dies findet fdr irgend

8) Antritt9programii, pag 3.
Aus d. Abh d. II. CI, d. k. Ak. d.Wiss. XII Bd. I. Abth. (17) 2
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ein n Im Endlichen zum letztenmal statt, so dass von da
ab stets Un< B und erst fur n= oo Un= B wird.

Im erstereu Falle wird Uu entweder unbegrenzt oft B gerade er-
reichen und nie uUbersteigen, wenigstens von hinreichend grossem n an,
oder Un wird B unbegrenzt oft lGbersteigen. Dann muss aber, wie aus
der Definition von B folgt, der bel solchem Uebersteigen eintretende posi-
tive Werth von U,—B mit  verschwinden. .

Im zweiten Falle, wo erst im Unendlichen Un gleich B wird, nimmt
aber Un unbegrenzt oft Werthe an, die sich von B um Grossen unter-
scheiden, die mit — Null werden. Dies lasst sich noch etwas scharfer
ausdricken: Wenn, unter N irgend eine hinreichend grosse Zahl ver-
standen, fur n” N der kleinste Werth von B —U,, mit g bezeichnet wird,
so wird fuir n>N unbegrenzt oft B—<< Un< B, da man sonst an-
nehmen musste, dass bel wachsendem n fortdauernd Uu B — () bleibt,
und fur n = oo plotzlich um < springt, was ungereimt ware.

Kurzum es wird, wie oben bemerkt, von sehr grossen Werthen

von n an Un= u, + u2-f-...u, zwischen den Grossen A und B hin und
her schwanken, und, falls len_ﬁgun— o ist, fur unendliche Werthe

von n nur um unendllch kleine Werthe zunehmen, also gleichsam stetig
zwischen A und B sich hin- und herbewegen.

Weiter folgern wir noch:

2. Man nenntdieKeitheU = ul4-ua+ ... =Limn_ oUu con-

vergent, wenn A= B Falls nicht A= B, so kann man dem
Limes von Un die Form:

ertheilen, wo = e — - ———-- und 1 elne zwischen
2 ’ 2 J

den Grenzen — 1 und + 1 (beide incl.) vollig willkurliche
Grosse vorstellt.

3. Denken wir uns die jSummen Un und U, gebildet, und
n sowohl wie N> n so gross, dass diese Summen bis auf
einen unendlich kleinen Fehler sich auf die Form +
bringen lassen. Alsdann hat man:

u* - 0.=Un-J,)J —) (B—A)

wo | zwischen —1 und + 1 Bezeichnen wir also mit r, den
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Rest un+ un+,+ ...UuN, wo Nunermesslich viel grosser alsn
gedacht ist, so i1st J (13— A) sein Inathematischer Ausdruck.
4. Es giebt bel jeder Reihe mit unbestimmter aber un-

endlicher Summe und Im Unendlichen verschwindendem
Gliede” stets erstens zwel Klassen von ganzen Zahlen NA und
Nb von der Eigenschaft dass:

Lim » up= A, Lim —up= B
| |
zweltens, unter C irgend einen Werth zwischen A und B

verstanden, auch stets eine Zahlenklasse Nc der Art, dass:

NcC
LimJ u,= C
|
Wir werden namentlich von den Satzen 2 und 3 Gebrauch machen.

10 Form der durch Reihen dargestellten Functionen.

Da nun nach Satz 2 des vorigen Artikels die Summe der Reihe
aus den Unbestimmtheitsgrenzen A und B zusammengesetzt ist, so sind
diese, wenn das Glied der Reihe von x abhangt, ebenfalls Functionen
von X, die wir mit U(x),0(x) bezeichnen wollen. Bezeichnen wir noch
die Summe der Reihe mit f(x), so Ist dann:

cr v U + 0(x) .0 (X) —U(X) . .

f(x) = —— ] = <PX) + JV(X)’
wo | irgend eine zwischen — 1 und + 1 enthaltene Zahl vorstellt, und
dies ist die Im Folgenden zu Grunde zu legende Form einer Func-
tion. Auf (p(x) und 1/'(x) dann die Begriffe Werthevorrath, und
mittlerer Werth eines solchen, wie sie Im Art. 7 aufgestellt wurden,
ohne Weiteres zu ubertragen.

Dies vorangeschickt, mussen wir uns zunachst dartber klar werden,
was aus der vorausgesetzten Integrirbarkeit fur Functionen der Form

f(x) = (f(x) + j V'(x) folgt.
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Il. lieber die Bedingung der Integrirbarkeit der durch Reihen dargestellten
Functionen.

Eine Function ist im Intervall a< x” b integrirbar, d. h. die Summe
(x, —a) f(a) + (x2—x,) f(x]) + ..(b—x,,_,) f(xn_,), woa<x,<x2<..<b,
nadhert sich fir n = oo einer einzigen endlichen Grenze, wenn fir n = oo
zugleich mit den sammtlichen Differenzen = Xp—Xp ] (deren Summe

+ Jo+ .. K—Db—a sel) die Summe:
(Tld, + (2(@2+ .. Jndn
verschwindet, unter ap die grosste (positiv genommene) Werthdifferenz
Innerhalb des Werthevorraths von f(x) fur das Intervall a + -f-. ..
MJj<x a+ @+ ...J, verstanden.9 Nun sel die iIntegrirbare Func-
tion f(x) von der Form <)X + J jJ//(X), wo if(x) positiv und J eine
zwischen — 1 und + 1 willkdrliche Grosse vorstellt, so behaupte ich,
dass, durch 1//(xp den grossten Werth von */'(x) *n- Intervall
a + M xNMa+ (1 + .. bezeichnet, die Summe
(A yl(x,) + L2t//(x2d + .. <2,y/(xn

bei Abnahme der J die Null zur Grenze hat.

In der That, es muss jedenfalls verschwinden:

Lim MpjyCXp) + J, y>(Xp) - [<>0Q + J2Y'W]} = Lim JTIp (), _ 19 J/.(xp

w0 ji ,Js beliebige dem Intervall — 1 ..+ 1 angehdrige Grissen vor-
stellen. Denn die Differenz in der Klammer {} ist eine Differenz von
Werthen der Function f(x) im Intervall (a + J1+ ..<?,)..(@+ J|+ Jp.

Setzt man daher j, = - ]2 = ————'b—, so folgt die Richtigkeit des Be-
haupteten.

9) Es bedarf dies de9 Beweises, den ich in einem Aufsatz: Versuch einer Classifica-
tion der willkidrlichen Functionen etc. Borchardt’s Journal, Bd. 79, p. 23

liefere.
In der Bedingung des Textes konnen, ohne dass sie an Allgemeinheit einblsst, die In-
tervalle 6 f . . einander gleich angenommen werden. Diese und andere Veranderungen

des Wortlauts der Bedingung der Integrirbarkeit umfasst ein Satz, den ich al9 Nachtrag
zum eben erwédhnten Aufsatz in demselben Bande des Borchardt’schen Journals p. 259
unter dem Titel: ,Ueber eine verdanderte Form der Bedingung fir die In-
tegrirbar keit der Funktionen4 verodffentliche.
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Es mag spaterer Anwendung wegen noch folgende Bemerkung hier
Platz finden. Bilden wir die Summe:

p= m

- K + JP),

p: *
WO + ..Jma=a, und o(x + 4-..t") die grosste Werthdifferenz
von f(x) 1m InterAall (x + + ..Jp.,) .. (Xt + ..Jp bedeutet,
und nehmen f(x) 1m Intervall A ... B Iintegrirbar an, wo B —A > a,
SO glebt es stets eine solche Grosse <I' des grossten unter den dass

die vorstehende Summe fir jeden Werth von x des Intervalls A .. B—a
kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene Grosse ist. Der Be-
wels daflr ergiebt sich aus der Ueberlegung, dass vorstehende Summe
stets als ein Theil der Summe fl, &, + a2-f-.. angesehen werden
kann, wo = R —A.

12. lieber partielle Integration.

Es sei (f(x) stetig und der Differenzialquotient. (ff (x) sel Integrirbar,

ferner sei f(x) integrirbar, so soll gezeigt werden, dass:
b b b «

J'd a (p(a) f(a) = M(b)J'd «f(a) —J da <p*a) jd B f(/?).

Diese Formel gilt zunachst falls (f(x) stetig ist, und auch <p'{x)
und f(x) bis auf eine endliche Anzahl sprungweiser Werthanderungen
stetig sind. (Jede sprungweise Werthanderung von y>(x), z. B. fur
X = ¢, fugt an der rechten Seite ein Glied:

C

— \p(C+ 0) —<pc — 0} |"d a f(a)

d

hinzu).

Nehmen wir nun von (/'(x) und f(x) lediglich die Integrirbarkeit an.
Ein einfaches Verfahren Satze der Integralrechnung, die fur Functionen
mit einer endlichen Anzahl von Springen gelten, auszudehnen auf Func-
tionen, von denen nur ,die Integrirbarkeit vorausgesetzt ist, lautet, auf
vorliegenden Fall angewandt, so: Wir zerlegen das Interwall b—a in
die Theile J.2,..Jn, bezeichnen mit f,(x) eine Function, die Inner-
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halb eines jeden Intervalls (/p constant und gleich dem kleinsten Werthe
von f(x) In diesem Intervall ist, und setzen f(x) = f,(x) + J f(x). Als-
dann ist /! f(x) positiv und ausserdem ist

Unm=a ™ 1) dx=*

Denn zerlegt man das Integral in die Theile von a bis a + ,
a+ ¢/, bis a+ ... SO0 kann man es schreiben :
<k ] f(x,)+ 12 A0f00 + ...
wo z. I). ¢/f(X,) nicht grosser als die grosste Werthdifferenz der Func-
tion f im Intervall ist.
Nun ist, weil f, (x) nur eine endliche Anzahl Springe erfahrt:

h b b c
N o« <)@ fl(«) ~ Mh) [d«f(@+ | dug() | dB T,(?) = 0
ausserdem verschwindet die Grosse:
b b )] a
J'dap@) ] f(@ —y()jdal f(«) +J da @@ jdr J i{Rr)

wenn n unendlich wird, was vom letzten Glied am schnellsten mit dem
K«

zweiten Mittelwerthsatz nachgewiesen wird, da Jd R J f(R), weil J f(R)

d
positiv ist, mit a wachst. Addirt man nun die vorstehenden Aggregate,

SO etc.
Um zu zeigen, dass auch <>(x) nur integrirbar zu sein braucht,

setze man (x) = o(a) + 9] I (a) d «,,0) worauf man (p*(x) —p\ (X) + J <>(X
d
macht, und wie vorher verfahrt.

Weiter werde f(x) fur x = c(@a c¢< b) unendlich, doch so, dass
c—t
Lim#_ o |*dRf(or) und Limf_ o Jd af(«)

e C+ e

10) Auch wenn, wie hier cp(x) stetig vorausgesetzt wird, so bedarf diese Formel des Beweises,
der im Anhang zw dieser Abhandlung nachgeliefert wird.
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endliche und bestimmte Grossen seien. Alsdann fihren wir Iin der zu
beweisenden Formel statt f(x) eine Function f,(x) ein, die, Uubrigens
gleich f(x), nur 1m Intervall ¢ —t...c+ «, gleich Null sel. Fur

diese 1st dann wieder:
U
Jd«(p@a)fj(a) —pb) N af(a + jda@(a jdB f, (k) = o.

d d d d

Lasst man hierin e und « gleich Null werden, so wird aus den
beiden ersten Integralen, das was man mit

b b
j da(f{fa) f(a), j d a f(«) (
d d
ZzU bezeichnen pflegt.
b K«
Das dritte Integral: Lim*=o0, =ofda (@) J dB f, (/?) bedarf
d d

aber einer naheren Betrachtung, weil man feststellen muss, ob man die
Integration nach R UGber den Unendlichkeitspunkt ¢ hinweg vollziehen
darf, bevor man nach a integrirt, d. h. ob es mit

b K«

Jd a<p'(ct) LimE= 0)tI==0 Jd/if,(/?)

d d
Identisch ist.  Wir maussen uns zunachst dartber klar werden, was dieser
letztere Ausdruck bedeutet. Wir schreiben:

Limf=o0, =o0j dB fi(B) =j dB i(R) = k(a)
(dBf{f) = (.

Was die Grdsse /. (u) betrifft, so ist ithre Bedeutung klar flr a< c

FUr u = ¢ ist
cC— f

X(c) = Limf=0J d B f(R)

a
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und far a > c hat man vor dem Grenzlbergang e= 0o, = 0 Immer
c + ¢, < a anzunehmen, flir a>c Ist dann:
C— =
k(«) = Limf=0JddR f(R) + Limil=0JddR f(R).
a c 4 6l
Eo soll also festgestellt werden, dass
b b
Limf=0f =0J*da (p'(a) A(a) = j*d a (a) /. (a) ,
ft a
b

oder dass: Limf= O)I'ZOJ da I>(«). (M («) —A@) | = 0. Man hat:

fur a c—t: («) —A@) = o
fir c —e<a<c+ f] :/Ma) —/(«) = —)JdB i(B)
C—t
C+ fi
fir c+ ¢, a b: (a) —/(«) = —I*dB {2
c—1t
Die Integrale rechts sind entsprechend wie vorher das Integral
C+ *i

[(«) zu definiren, so dass z. B. mit dB f(R) gemeint ist:

Lim*=0J'd R f(/?) + Lim* =0JdR f(R). Somit ist also:

C — € C+ t*1

b c+ *i c b C+ i
—J da(f@@ | (a)—lI @)J=1J da (@) J dR f(BRY+ J da g (a)d dB i(R).
a | cC—e cC—e C -J- ft cC—e

Lasst man hierin e und t, Null werden, so verschwindet zunachst
das zweite Glied rechts. Damit das erste Glied (dem man, da nichts
Uber die Vorzeichen der Functionen unter dem Integralzeichen voraus-
gesetzt ist, behufs der Bestimmung seines Limes nur die Form:

G+ «) (p‘(a,)JdB f(B)tc—t™ a,gc+
C_*
ertheitlen kann) verschwinde, ist erforderlich, dass*'(a) nichtgerade flira = ¢
unendlich wird — denn sonst darf unter VVoraussetzung der Stetigkeit von
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< (a) ebenfalls unendlich werden, und zwar so, dass das Integral, Indem
diese Function auftritt, convergent ist. Es folgt also: Falls f(x) und
P (x) nicht in denselben Punkten und nur so unendlich wer-
den, dass die Integrale convergent sind, und dbrigens
diese Functionen die Bedingung der Integrirbarkeit er-

fallen, wahrend <p(x) stetig sein muss, so hat man:
b b b a

J'd aip(ci) f(a) = <p(b)J*d af(a) —J' datp‘(a) ] dB 1(R)

a d d d
«

die Grosse dR f(R)

A(«) im obigen Sinne genommen.

a

13. Ausdehnung eines Riemann’schen Satzes.

Dies sind die Bemerkungen allgemeiner Natur, welche ich der
eigentlichen Untersuchung voranschicken wollte, um den Resultaten ihre
umfassendste Gultigkeit zu sichern.

Als- Erganzung zu den vorstehenden Betrachtungen wollen wir

untersuchen, was aus dem ersten im Art. 5 angefihrten Riemann’schen

00
Satze wird, wenn wir die Rethe f(x) = 2 (ap cos. pXx bp sin. pX) un-
O

bestimmt mit den Grenzen U(x) und 0(x) annehmen. Wir setzen also

w v 30X2 ® ap cos. px + bp sin. px
F(X) = ~ - = - — P - e 1)
schreiben der Kirze halber:
Z[2F = F(x + 2f) — 2F(x) + P'(x — 2f)
Ap= ap cos. px + bp sin. px
Z/2F 00 [ssm. p« X 2

2- = —A | _
2 o P\ [

J 2F
und wollen den Limf—Q-4-C-leestimmen.

Zu diesem Zweck verstehen wir unter N eine ausserst grosse Zahl,

setzen noch
Ausd.Abh. d. Il CI. d. k. Ak. d.Wiss XII. Bd. I.Abth. (18) 3
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q
rP

N
A N o [P 2)
P

und bilden: a

N /sin. pA2_ N 1 /8n. (p-1)A2 [sin. pA 2
( P\ Pt [/ " T P 12~ t( (P~De ) vV PfF [ 1
Die zweite Summe rechts zerlegen wir In die Theile:

N m n N
2 =72+ 2.+ 2:1tM < N < N o 4)
1 1 m+Iln+1
wo m beliebig gross, n die grosste unter l£l liegende ganze Zahl, und
N viel grosser als n sel.
Zunachst konnen wir schreiben:
m
da die Differenz A8, p positiv ist, indem - * U

n

von u= o0 bis u=n abnimmt. Der Factor von [rp| ifst kleiner als 1,
m-f 1
T

und [rpl selbst ist ein mittlerer Werth aus den Grossen rm-f i1, rm-j-2»
m-fl

Weilter haben wir:

_N , ¢ n Vv, 1 . ]
V—v rp (»in. Ep- 1)0- g‘(p_ 1)2{2 - p———(pJ2
n+1 ni-1

N vy , . Y, N

=[rp(sin. (p- 1)021(7"™5 - pp )-[rp8in(2p- Df J -

n+1 X 7 n+1
n
worin die eckigen Klammern mittlere Werthe wie oben [rp] bedeuten.
m+-1
Nun gehen wir zur Grenze Uber, indem wir f unendlich Kklein,
m, n und N unendlich gross werden lassen, aber so, dass m e Null wird,

und N unendlich viel grosser als n wird. Der numerisch grosste Werth,
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den rp von unendlich grossen Werthen von p und N an annehmen
n

kann, ist 0(x) — U(x), (Art. 9, Satz 3). Die mittleren Werthe £rpl ,

m 1
N N
Erp(sin. (p—1) *)2]> ~rp«in. (2p—1) e . werden also numerisch
n-f- 1 n-f-1
nicht grosser als O(x) — U(x) sein konnen.
Hieraus geht hervor, dass erstens
n
Lim 2 = j {000- 000}
m-+
Ist, wo |J zwischen — 1 und + 1 liegt.
N
Untersuchen wir zweitens Lim 2 . Falls n und N so unendlich
n+ 1
n . . 1 1 1
werden, dass verschwindet, so convergirt * SeSen
1 N 1 1 [ 1 1)\ . .
— 2 —0@ gegen —, und + — ) (O(X) - U(x)) ist der numerisch

n-f-1 2

grosste Werth, den man sich unter Lim '~ denken kann. Endlich die
n -+ 1

erste Summe In 4 hat zur Grenze Null, wahrend die erste Summe rechts
In 3 nach Art. 10 geschrieben werden kann:

000 + UOO , . O(X) — u(x)
—— D Sl [ — 2————
] zwischen — 1 und + 1- Es folgt also im Ganzen:
N /sin. pty  0(x)+U(x) O(x) — U(x)
hm f © o p R—— + 2

wo J' = JHTr+~T+~ % ist, und j wieder zwischen —1 und + 1, oder

wir haben den Satz:

Wenn die lleihe:
a
f(x) = JB?apcos. px + bp sin. px
O

zwar nicht convergirt aber auch nicht Uber alle Grenzen

wachst, und man bezeichnet mit O(x) und U(x) dieGrenzen
3*
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Zzwischen denen thre Summe schwankt, so 1st der Limes f= o0

der Grosse.
F(x+ 0 —2F(X) + F(x —1)

f2
WO a.x2 , 00 a. cos. px + bDsin. px
F(x) = T —— N Y — —
1
stets enthalten In der Form:
o N +j(T + X)Y[OW - n W }
falls | eine zwischen — 1 und + 1 gelegene Zahl vorstellt.

Nun endlich konnen wir den eigentlichen Gegenstand dieser Mit-
thetlung In Angriff nohmen.

l11. Der eigentliche Beweis dafur, dass die Coefficienten
der trigonometrischen Entwickelung die Fourier sehe
Form haben.

14. Besonderer Fall, wo die Entwickelung eine stetige Function darstellt.
Darstellung der Riemann’schen Function F(X).

Unsere Analyse besteht darin, dass wir iIn
~alx2 ® apcos. px + bpsin. px
2 T P2
F(x) durch

0°
f(x) = a0+ 2 (ap cos. px + bp sin. px)

|
auszudrucken suchen, und alsdann durch Integration vorstehender

Gleichung far F (x), In der die Reihe gleichmassig convergirt, die Coef-
ficienten a und b und etwaige andere unbekannte Grossen bestimmen.

Wir wollen diese Untersuchung zuerst durchfihren unter der An-
nahme, dass f(x) eine zwischen den Grenzen — w,+ n stetige Func-
tion von Xx Ist.

<r.
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Alsdann ist, wie man den zweiten Differentialquotienten auch auf-
fassen mogell):

fuar alle Werthe von x des Intervalls —n < x < + n. Setzt man jetzt

m
so folgt O(x + f) — 20(x) - <>(X —«) A

Durch den 1m Art. 5 erwdhnten Bewels des Herrn Schwarz,
dessen Gang wir in einem der folgenden Art. zu reproduciren haben
werden, ergiebt sich aus vorstehender Gleichung:

</>(X) = cO0-f- c, X,
und zwar wegen der Stetigkeit von #»(x) fur —4 X + n, so dass
wir statt F(x) setzen durfen:

(

J (BJdBf(B) + c0+ c, X

— 1 71

11) Seine allgemeinste an die Form (Ann. v. Clebsch u. Neumann, Bd. VII, pag. 245):

T.i F(x-)-i) — F fl
Imf: 0,«1=0 o) I)r—f-7,(X )

des ersten Differentialqguotienten sich anschliessende Auffassung ist der Limes fir f = o,
fl=0 —O,rn=o0Mh
F(x-ff-ffi) —F(x+ e—1m) —F(x + 11— -f Fx+ 1t~ nl)
(«-F 1) ul 4- 1)

dR t(R) statt F, so wird dieser Quotient:

+v0+"0
X — i *—
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15. Besonderer Fall etc. Darstellung der Coefficienten der trigonometrischen

Reihe durch Integrale.

Wenn wir die Gleichung ftr F(x) Eingangs des vor. Art. mit cos. n X ,
sin.nx, 1 multipliciren und zwischen den Grenzen —n und + n integriren,

so folgt:

+ 1T
n2n aji
)ccs. n«d = (- 1) N » ne 7
L
F(a)sin.nada = n 1
1
— TT
+ T
n
3 a°
—1
u
Hierin nun F,(x) + c0O+ ¢, x, wo | dR f(R) gesetzt
Ist, statt F (x) eingefuhrt, findet man:
" 24 a0 a,
F,(a) cos. nadll = (— 1) — oo N
-1
_ n+1 271 U
F,(a) sin. nada+ (—1) — G i . ... 2.

71
F,(a) da+ 2ttco = — a0.

71
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Nun Ist wegen

F1(x) :qu’ dPf@R) = 1 (x—R)f(ajdR

-------- 7 - 171

und dann wegen der allgemeinen Umformung:

U

M dv <p(\,v) =/* m dv(p(v,u)

a a a u

zunachst Uberhaupt:

J 1'1(«) H{«) d « =J"d « f(«)J dB (B — a) »(?).

- 7t S U

Hierin hat man statt ip(x) nach einander cos. nx, sin. nx, 1 zu
setzen, um die Integrale In den Gleichungen 2 dieses Art. zu reduciren.
So erhalt man, wenn man die Nenner n und n2 wegmultiplicirt:

+(-771 ++ - 771

(—PDId a f(a) —Ndd a f(«) cos. n«=(—1) . 2.ta,- « au

_ 7t - 7

+n +71
n+ 1 n A

dttf(a) sin. na+ n.c, (—1). 2n+ n(—1) | da f(a) (a —n) = —tth, 1

J

£ _
2 3
fjd<<fm)(ﬂ——m4-2ﬁcozi%aﬂ

- 171

Lassen wir jetzt in der ersten und zweiten Gleichung 3. n unend-
lich werden, so folgen aus diesen Gleichungen die Werthe von a0 und
cn well an und bn verschwindenl? und auch die Integrale

12) Da die Reihe f(x) convergirt, so verschwindet flir p = co ihr dlied ap cos. px + bp sin. px,
woraus man mit Herrn Canto r scbliesst, dass a> und bp fir sich verschwinden, was man
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+ 1

f(a) sin. n a ,\] de f(B8) cos. na

-7t 71

fir n = oo Null werden, sobald nur f(a) integrirbar i1st.13) Somit sind
alle Grossen cO, ¢} a0 au, bn vollig bestimmt und man findet:

j-?
= Lfdrsf(rsj7I2
471 )1
f(B) (& —0RB)
] f<«) 4,
m; .

a = 4" ] d«f(«)COS. nRi
—m

— [t

auch so beweisen kann. Man setzt x-jL-h statt x, und da also auch cos. ph (apcos. px +
bP sin. px) -j- sin. ph (aPsin. px — bp cos. px) verschwinden muss, so muss aP co0s. pX
+ DbFsin. x und aPsin. px — bp cos. px einzeln verschwinden, oder auch die Summe dieser
Grossen, die erste mit cos. px, die zweite mit sin. px multiplicirt. Diese Summe ist aber
aP. Es giebt noch einen anderen unstrengen Beweis fir den nadmlichen Satz, der aber
lehrt von welchem allgemeineren Satze er ein besonderer Fall ist. Erhebt man An= an

cos. nx -f- bnsin. nx aufs Quadrat und iutegrirt nach x zwischen den Grenzen xOund xi ,
so folgt:

Xl

| A*dx = --—--- g—*“ (ao+ k¥ + R »wo = -—-—" (sin. 2n xi — sin. 2n X0)
. — a.d bn (cos. 2nx — cos. 2n x0).

FUr n = 00 nahert sich daher agy b’ﬂ der Grenze:
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Es ware ein Leichtes die Bedingungen fur f(x) dadurch zu er-
weiltern, dass inan dieser Function beliebig viele, ja sich nach Puncten
zu unendlich verdichtende Stetigkeitsunterbrechungen gestattete. Allein
wir wollen uns damit nicht aufhalten, sondern gleich die viel allge-

meinere Annahme eintreten lassen, dass f(x) nur integrirbar zu sein
braucht.

16 Der allgemeine Fall. Vorbemerkung.

Es sel also nunmehr erstens
f(x) = a0-)- (aj cos. x + b} sin. x) + (a2cos. 2x -f- b2sin. 2x) +
eine integrirbare Function und zweitens mogen flir n = < an und bn
verschwinden.

Vielleicht folgt dies Ubrigens schon aus der ersten Voraussetzung
der Integrirbarkeit von f(x). Diese verlangt jedenfalls (wie leicht zu
zeilgen), dass iIn jedem Kkleinsten Intervall die Reithe einmal convergire.

Es handelt sich wieder um die Differenz

O0(x) = F(x)-F1Xx
der Functionen:

, a0x?2 ® ap cos. px + bp sin. px
h (X) = _9_'__"SI """""""""" A2 ----------------

X a

FIX) =) aajdRi(R).

XI

Lim —"— {JI a, dx —J- B,] = o
Xo
Auf die ndmliche Weise wiirde man beweisen, dass, wenn das Aggregat:
(r1 («1) COS. 1 X -f- pu («2) COS. «3 X *f o o o
+ tyi (B\) sin. + (Ri) sin. R* X +
verschwindet, wahrend die Grdssen «, B und die sémmtlichen Differenzen «p— aq)iip — Bq

unendlich werden, die Functionen <p und Yo es sind, durch deren Verschwinden das Aggre-
gat Null wird.

13) Riemann Uuber die Darstellbarkeit etc. Art. 10. Auch l&sst sich das Verschwinden dieser

Integrale als besonderer Fall eines sehr allgemeinen Satzes auffassen. (Ueber den Gilltigkeits-
bereich etc., Borch. Journ. Bd. 79, pag. 41.)

Ausd. Abh d. Il. Cl. d. k. Ak d.Wiss. XII Bd. I. Abth. (19) 4
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t

Wirde die Grenze des Verhaltnisses:
_th(x + f) —2¢*%(X) + <Ih(x — 1)

wie Im Art. 14, Null sein, so ware die Aufgabe damit geldst, indem
man ganz wie dort weiter schlosse Allein man sieht ohne Weiteres,
dass die Grenze nicht allgemein Null sein kann, wenigstens dass dies
nicht allgemein sich nachweisen lasst. Wir missen demnach Uber diese
Grenze Einiges feststellen, um weiter Vordringen zu kdnnen, und werden
dann von der Fundamentaleigenschaft der integrirbaren Functionen eine
Anwendung machen, die als Sitz der Kraft des hier vorzutragenden Be-
weises angesehen werden kann. Das Resultat wird schliesslich aller-
dings wie im obigen speciellen Falle sein, dass die Differenz F(Xx) —
F,(x) eine linedre Function von X Ist.

17 Der Lim —24" gxg _ 5 00)

Bezeichnet man mit 0(x) und U(x) die Unbestimmtheitsgrenzen

von f(x) = a0+ (aJ cos. X + b, sin. x) + ... soist f(x) = y(x) + ] L(XP
N 0(Xx) + UK 0 fx) — Uix) _ _

(&) = i ] D) = mmmmmmiem e . (Art. 10). Es seien mit den
Functionszeichen f, (p, ¥j die diesen Functionen entsprechenden Werthe-
vorrathe im Sinne des Art. 7 fir den jedesmaligen Werth von x ge-
meint; und wenn diese Functionen fur irgend einen numerischen Werth
von X direct berechnet gedacht sind, so will ich sie mit fj(x), r/>(x),
y>1(X) bezeichnen. Alsdann hat man (Art. 13):

. N F(X) .13 , Y
Lim — ~ = + N+

Weiter hat man
) 2E(x) =j' dadd & dad’ds {®)=J d«Jd B {®)

—f a — e

X X - ) X -t
Das Integral rechter Hand konnen wir zunachst schreiben:
X+ f

j da .t f(«,),
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wo f(a,) ein mittlerer Werth des Werthevorraths von ff/?) im Intervall
« — BN a. Ferner ist

«J da f(a,) = 12f(«3,

X
wo f(ad ein mittlerer Werth sammtlicher Werthe f(a,) wenn In der
Begrenzung des Intervalls ¢ —e”R<”a das a alle Werthe von x —e
bis X annehmen Kkann.

Also ist f(ad schliesslich ein mittlerer Werth des Werthe-
vorraths i{B) im Intervall
X — £~ X + i,
und reducirt sich fur c= o auf einen mittleren Werth des
Werthevorraths f(R) fur B —x.

Wir kdnnen also schreiben:
Lim ------ -2-——- = <p*(x) + ] ip* (X)

unter (p*(x) und ip* (x) mittlere Werthe der Werthevorrathe (p(x) und
Ip(x) far den betrachteten Punkt x verstanden. Demnach wird zuerst:

Lim J = cp,{X) + | + Ifj"x) - cp*(X) - ] y*(x).

Da wir nicht alle Bestandteile dieses Limes einzeln brauchen, so
wollen wir thn iIn eine flr unsere Zwecke gentgende klrzere Form
zusammenfassen. .

Es seil J (p(x) die grosste (positiv genommene) Werth-
differenz, welche i1nnerhalb desWerthevorraths f/i(x) far den
betrachteten Punkt x moglich ist, und es sel ~(x) dergrosste

. O(x) —U(X)
Werth, welcher imWerthevorrath w(x) = ---------———-- vorkommt;

alsdann 1st:

Lim =J* <P+ J(-y + ¢-+ ) "(X)
wo J* (p{xX) numerisch nicht grosser als z/y>(x) iIst, und |
zwischen — 1 und -f 1 liegt. Der numerisch grdosste Werth,
den somit Lim - erreichen konnte, ist:

4*
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A»(x)+ (1 +N + 1)K X ) =7 N

und es kann e tmmer so verkleinert werden, dass N

numerisch nicht grosser als v+ v ist, unter v*‘ eine Grosse
von vorgeschriebener Kleinheit verstanden.

18. Kurze Skizze des weiteren Weges.

Der am Schluss des vorigen Artikels fiir den_limes won — ,

gefundene Ausdruck zeichnet uns den Weg deutlich vor, den wir nun-

mehr zu verfolgen haben. Es verschwindet namlich allerdings nicht

dieser Limes, aber (wie ich sogleich ausfuhrlicher entwickeln werde)

es verschwindet wegen der Bedingung der Integrirbarkeit der Limes von:
P = s M2 >fxp)

(X P - X p -i)

P= |
falls die Differenzen xp—xp! unendlich klein sind, wahrend x0 und

xn— x0 endlich bleiben. Es liegt nahe, hieraus zu schliessen, dass
d

23 (X + «)da
0
«2

die Null zur Grenze hat, und ist dies richtig, so findet man schliesslich
d

A»(x + a) d« = cO0+ c,x, eIn Resultat, durch welches ersichtlich das

0
Problem so gut wie geldst ist. Diesen Gedankengang wollen wir jetzt

genauer ausfuhren.

19. Einfuhrung der Function deren zweiter Differentialquotient verschwindet.

Wir betrachten also die Summe:

G(x,cty = G(x) =P* . <>Xx+ pd)
p=0
wo n ff'= a sel, und constant bleibe, wenn < und -l gegen Null con-
vergiren
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Bilden wir

2/2G(X) P—nJ2<>x+ pJ)
e & I R
—0
und lassen darin t abnehmen, so nahert sich die rechte Seite (Art. 17)
einer Grosse:

Px+ D))+ ) (v + Hx + P*) } -

deren numerisch grosstdenkbaren Werth wir mit:

r(x) = JIl 0 ¢ (X + p<A)+ (v + IF(x + po)) J

Im Sinne des cit. Art. bezeichnen.
Man wird e immer so klein annehmen kdnnen, dass die Summe:
[12G(x) P=n <E(x+ pfl)

6 b= o £

vorstehende Summe r(x) numerisch um nicht mehr, wie um einen
beliebig klein vorgeschriebenen Werth r1 Gberschreitet.

Weiter wird man wegen der Integrirbarkeit von f(x) die Grosse
J so klein machen konnen, dass auch r(x) von vorgeschriebener Klein-
heit wird. Um dies einzusehen, erinnere man sich an die Ausfihrungen
des Art. 11, auf Grund deren a fortiori r(x) mit ¢ verschwindet, da
die 1 c. unserem M/(x -f- pJ) entsprechende Grosse Y'(Xp) den grossten
Werth von t/;(x) im Intervall x + (p — 1) ...x + pd&vorstellt, wahrend
A(x + pJ') nur den grossten Werth des Werthevorrath ip(x) fur das
Argument X + pJ* zu bedeuten braucht.

Endlich wird man gemass dem Im letzten Alinea des Art. 11 Ge-
sagten stets eine Kleinheit von angeben konnen, bel welcher die
Function r(x) fur jeden Werth x innerhalb eines beliebigen Intervalls
kleiner wird als eine beliebig vorgeschriebene Grosse r: da namlich
das 1 c. angenommene Integrirbarkeits-Intervall A ... B hier sich ins
Unbegrenzte erstreckt, indem @(x) in jedem endlichen Integral wvon
X Integrirbar Iist.

Somit folgt Uberhaupt:

Man kann < stets so klein annehmen, dass
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3171 d G(x ~r p ()

9

bei Verkleinerung von t fiur jeden Werth von x eines be-
liebigen Intervalls wunter eine vorgeschriebene Grenze

¢« + x| sinkt.

20. Bewels, dass G(x) von der Form CO+ Cjx ist
/
Dies festgestellt, fuhren wir, indem wir uns an die Analyse des
Herrn Schwarz anlehnen, die Functionen ein:

HO) = G(x) - G(a) - (G(b) - G(a))
0
K(x) = "H(X) —y (x—a) (b —X),

wo a und b zwel beliebig gewahlte ein Intervall a”™ x < b einschliessende
Grossen vorstellen, y und r willklrliche spater zu verwendende Grossen
bedeuten.

Man findet leicht:

12 G (X
J- K(X) = 12r21 1 + uyo ¢ 9( )

—_~

Die Functionen H und K erfallen, wie man ohne Weiteres einsieht,
die Bedingungen:

1. H(a)= H(b) = K(a) = K(b) = o.

2. K(x) ist stetig im Intervall a x % b.

3. J2K(x) wird fur jeden Werth von x des Intervalls a”*x”"b
bel gentgender Kleinheit von () und hinreichender Verkleinerung von
« positiv. Denn wie klein wir r und wie gross wir y auch annehmen
Al1G(x)

0

mogen, wir konnen die vorgeschriebene Grenze r + r', die >

gedacht ist (Schluss d. vor. Art.), stets so bestimmen, dass

wird.
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Mit Hilfe dieser Daten kann man nun nachweisen, dass K(x) Im
Intervall a< x” b nicht positiv sein kann, wie das willktrliche y auch
beschaffen sein mag. Denn ware K(x) In diesem Intervall Irgendwo
positiv, so musste es, wegen der Stetigkeit von K(x,), fur irgend einen
Werth x = x,, wo a < X, < b, seinen grossten Werth annehmen, so dass
bei hinreichend kleinem e

lv(x, + @ —K(X,)g 0

KI() —#—K(x) o
mithin K(x,) = KX, + 35§ —2K(x,) + KX, —f)* o
wurde und bel weiterer Verkleinerung von e bliebe. Aber J2K(x) wird
bei hinreichender Verkleinerung von e ja positiv. Alab ist

r?
KX)= YHX)—y (X _ (b—x) =

wie man innerhalb beliebig vorgeschriebener Grenzen des numerischen-
Werthes von y Uber diese Grosse auch verfligen moge. Daher ist auch,
wenn man, jenachdem H(x) positiv oder negativ ist, y gleich 4 1 oder
— 1 setzt:

0
r

mod. H(X) — (x —a) (b —x) o,
d. h. der Ueberschuss von mod. H(x) uber die Null kann durch Ver-
kleinerung von r beliebig verringert werden. Aber je kleiner man r
annimmt, desto kleiner muss auch die In H(x) eingehende Grosse d
angenommen werden, und beide sinken gleichzeitig unter jede Grenze.
Soll also r unendlich klein sein, so werden die in H(X) = o eingehen-
den Summen, aus denen G(x) besteht, In Integrale uUbergehen.

AUS H(x) = o
folgt: G(x) = cO+ ~x
und daher * a
JF(x | a)da- JF (x+ a)da= cO+ cxx
0 0
oder: F(a, -f-x) —F, (at+ X) = — H----- X,0" a, N a

Lasst man hierin a verschwinden, so folgt:

F(X) - F,(X) = Lima—o |y + Yy
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Hierin ist x willktdrlich, cO und c, sind von x unabhangig, F (X),

C C

F,(x) sind vollig bestimmte Grossen, also ist auch Lima= 0 |° Lima==0 —
C Cl

etwas Bestimmtesl4), und man hat

F(xX) —F)(x) = cO+ ¢, X,
welches das abzuleitende Resultat ist.
Da wir nun, falls von
f(x) = a0+ (a, cos. x + bl sin. x) +
nur die Integrirbarkeit vorausgesetzt ist, wieder:
a,x2 P= 00 ancos. px + Db, sin. px [ n
F(x) = +. Z e — = U« dBt(R)+ cOt clIX

n P=i P J y
gefunden haben, so ist die weitere Analyse genau dieselbe, wie Im
Art. 14, und auch iIn diesem Falle lassen sich also die Coefficienten

*a0, ap, bp auf die Fourier’sche Weise ausdrucken.

2. Die Annahme der durchgangigen Endlichkeit von f(x) wird fallen
gelassen.

Es bleibt noch ubrig, den Fall zu untersuchen, wo f(x) nur des-
halb die Bedingung der Integrirbarkeit nicht erfallt, weil diese Function
far einzelne Werthe des Arguments berechnet, unendlich ist, oder bel
Annaherung an einzelne solche unendlich wird.

Es sel X ein solcher Werth des Arguments, so Ist zunachst unter

dem Integral
f(«) da

wie gewohnlich zu verstehen:
Xl — *

Limf—o J*f() d g + LI

Xl + fl

14) Denn bildet man die vorstehende Gleichung fur zwei Werthe x' und x" von X, so findet man:
F(x') _ Fi(x') - [F(x") - Fi(x")I = (*—x”) Lima= Q -J- »

Die linke Seite ist bestimmt, also muss es auch die rechte sein.
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falls x, Innerhalb der Grenzen des Integrals liegt. Geben wir F,(X) =

J’dl¥Y i f(B) untere Grenzen, und setzen wie oben:

a

F,(X) = PdaJdB i{R) =J da((x —a) f(a)

SO genugt es, damit F, (x) einen Sinn habe, dass

X

J da f(a)

— 71

endlich und bestimmt ist, wie Im Art. 12 ,,uber partielle Integration®
des Ausfuhrlicheren gezeigt ist.

Nun werde fur x = A und x = B die Function f(x) unendlich,
sel aber sonst endlich und integrirbar. Wir bestimmen ein X so, dass

alle Elemente der Summe

G (X) LlBX + p (D
p= 0
In das Intervall A ... B fallen, d. h. man muss haben:
A<x + pi<B;p =012, ..n; nlJ' = a
oder
A< x< B —a.
In diesem Intervall wird alsdann auch
F(X) —F,(X) = cO+ c, X
sein. Da wir aber a beliebig klein annehmen durfen, so ist auch Im
ganzen Intervall
A< X< B
F(X) —F,(X) = cO+ ¢, X
Aehnlich wirde man zeigen, dass fur
X< A:F(X) —F,(x) = c¢'0+ c', X
x> B:F(Xx) —F,(x) = ¢c"0+ c", x.

Nun liefert
F.(x) =Jd aj'"iBi(R)
diesen Ausdruck: X+ f «
J2F, (X) = fd «Jd B i{B) (Art. 17)
X ac— f

Aua 0. Abh. d 11 Q. d k Ak dwiss x11. Bd 1. Abth. (20) 5
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Setzt man daher:

X+ e a «i

Fd Bjd R f(R) = (j dB f(B), x"a,<x + f

so folgt, da nach dem zweiten Riemann’schen Satze (Art. 5) -----——---

mit * verschwindet, dass Gleiches von
J* | F(x) - F,(X)1

gilt, und zwar auch fiur x = A und x = B.

Jetzt ist aber leicht zu zeigen, dass die an beiden Seiten von A
und B fuar P'(x) — F, (x) gefundenen linearen Functionen

c'0+ ¢, x,c0+ c, x,c"0O+ c'\ x
Identisch sind. Denn wegen der Stetigkeit von F(x) —F, (x) ist z. B.
co—c0+ A(c') —c,) = o.

Ausserdem ist:

J2 {F(A) —F,(A)} = cO+ ¢c, A+ f) - 2(cO0+ ¢c, A) + c0+ c‘, (A- ¥
. ci*

Wenn also f(x) in einzelnen Punkten des Intervalls —n ...+ n un-

endlich wird, so hat man gleichwohl wieder langs des ganzen Intervalls:

X ((

F(X) =Jd« |dR fiB) 4- cO+ ¢, x,

vorausgesetzt, dass das Integral einen Sinn hat. Diese Formel Il&asst
sich dann noch leicht dahin verallgemeinern, dass man Unendlichwerden
In unzahligen, ahnlich wie die Wurzeln des Kettensinus:

gruppirten Punkten gestattet, nur muss das Integral entsprechend defi-
nirt werden, in Betreif welcher Fragen ich auf die Abhandlung: , Ver-

such einer Classif. etc.”, Borchardt’s Journ. Bd. 79, pag. 35 sqg. zu
verweisen mir erlaube.
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22. Andere Bestimmung der Coefflcienten der Fourier’schen Reihe.

Wenn wir jetzt vermoge der Analyse des Art. 15 die gleichen
Werthe 4 wie dort fur die Grossen c( c, a0, a, bn finden wollen, so
ware wieder die Bedingung zu erfullen, dass der Limes n = oo der

Integrale
+ 71 +7t

J*d a f(a) cos. na,)J daf(«) sin. na

— 7t — 7t

verschwindet, wie dies In den bis jetzt betrachteten Fallen aus allge-
meinen Satzen (Borch. Journ. Bd: 79, pag. 41) folgt. Fur den Fall
des Unendlichwerdens von f(x) konnte man weiter den 1 c. Art. 2
bewiesenen allgemeinen Satz benutzen. Wir konnen aber ganzlich ohne
von diesen Satzen Gebrauch zu machen, die Werthe der Coefficienten
an, bn aus den Gleichungen 3 des Art. 15 ziehen. Da man namlich hat:

r A A alXx2 p= @ a. cos. pXx + b. sin. px
d«fd/9f(/9)+ cO+cIx = -V -- 2 p------ P H

Tr in - p=1 P
so folgt, wenn man statt x setzt —n und + n:

a0 sz v (— iy a,

cO0—c, n =
P=1 P2
2.

a, Ti“ P—rx(—1)pa
J wi—a)f(a)da + cO+ c i = — Vv ( )2p N
....... 71 =1 P

und flir o und 2+« Statt Xx:
O

4 ’7]'2 — ©0 a

J(Zti—a) f(a)da + c0+ 2+ttc, = % v 7
71 0=1 P2

Eliminirt man aus 2 die Reihe, so findet man zunéachst:

2ti cx = M(a — 7i) f(a) d a.

— 7T

5*
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Ebenso ergiebt sieb aus 3:
271 0

*@2n—a)f(a)da+ *RFR)dR + 27rc, = 2a0n

und hieraus wegen des Werthes von 27TC, und wegen:
271 0

*2n —R) f(B) d B = — PRF(R) dR

o 71

erhalt man:

2ti a0 = J*d [ f(R).
Dies reicht aber aus, um aus die Gleichungen 3 des Art. 15 die
Grossen an, bn zu bestimmen.

Im eben Gesagten ist, wie ich bemerken will, der Satz enthalten,
+ 71

dass aus der Gonvergenz des Integrals |*dBf(k), wenn f(x)

eine trigonometrische Reithe mit schliesslich verschwindenden
Coefficienten vorstellt, die fur einzelne Werthe des Argu-
ments unendlich wird, auch das Verschwinden der Coeffi-
cienten der Fourier’sehen Reihe folgt.

23. Bemerkungen UuUber die Beschaffenheit der Unendlichkeitswerthe
von f(X).

Als von eigentimlichem Interesse hebe ich den Fall hervor, wo
die Function f(x), fur einen Punkt x = Xt berechnet, einen unendlich
grossen Werth annimmt, wahrend die Grossen

Limf=0f(x, + t), LimE= 0 f(x, — )
endlich sind. Ein solches Verhalten zeigt z. B. die Function

N °

(f(x) = Limh= 0 K" %2
diesen Limes so verstehend, dass er gebildet wird, nachdem fur x
dessen numerische Werthe eingesetzt worden. Die Function (p{x) ist
Uberall Eins, ausser flir x = o, wo sie unendlich ist.



Wenn die Function:
f(x) = a0+ (a, cos. X + Dbj sin. Xx)

einen solchen Punkt x = X, besitzt, so werden die Integrale a0 =

7t

- | ['f (@) d a, etc. in der Weise gebildet, dass man den Unendlichkeitswerth

2T,

ganzlich fortlasst, und die Function f(x) far x = x, mit irgend einem
endlichen Werthe, der ja doch auf den Werth des Integrals ohne
Einfluss ist, behaftet sich denkt.

Besonders merkwiurdig ist dieser Fall, well sich gezeigt hatlh),
dass die Fourier’sche Reithe, wenn man sie mit gewissen stetigen,
endlichen Functionen bildet, dennoch In einzelnen Punkten unendliche
Werthe annimmt. Es entspricht dies also auf das vollkommenste den
Ergebnissen der vorstehenden Abhandlung, insofern namlich die Unend-
lichkeitswerthe dieser Fourier’schen Reihe nicht bertcksichtigt zu
werden brauchen, wenn sie, behufs nachtraglicher Bestimmung ihrer
Coefficienten , als trigonometrische Rethe mit noch nicht In die
Fourier’sche Form gebrachten, sondern lediglich numerischen Coef
ficienten aufgefasst wird.

24. Fall, wo die trigonometrische Reihe f(x) so rasch unendlich wird, dass

die Coefficienten der Fourier’schen Reihe divergente Integrale sind.

Schliesslich i1st noch ein Fall des Unendlichwerdens der darzu-
stellenden Function f(x) zu untersuchen, In welchem ihre Darstellung
durch eine trigonometrische Reihe madglich ist, die indessen nicht ohne
Weiteres als Fou rier’sehe Reihe sich schreiben lasst, weil deren Coef-
ficienten divergente Integrale sein wuirden. So dass man es hier end-
lich doch mit einer Ausnahme zu thun hatte, wenn nicht eine kleine
Modification In der Definition der In der Fourier’schen Reihe auf-
tretenden Integrale dennoch wieder gestattete, die Coefficienten der
trigonometrischen Reihe auf die Fourier’sche Weise auszudricken.

16) Gottinger gelehrte Anzeigen, 1873, Nr. 21. Die ausfuhrliche Publication wir«!
nachstens erfolgen.
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Betrachten wir die gemeine Sinusreihe:

— fn(x) = sin. xj'd af(a) yin.a + sin. 2x ~d a f(«) sin. 2a +
0 0
3 1 f o lsing N2R* 0 sing N A2
J dai(a) sinnnol=— | da f(a) <o s
0 § P 5 sin, L 43 2 SIn., 94 X i

wo N = 2n + 1 Dies Integral zerlegen wir in die Theile:

a b C n

d
WO WIF o <a<b<x<c<?1 annehmen, und a, X —Db, ¢ —Xx beliebig
klein uns denken. Falls f(x) im Intervall o” x < n endlich bleibt
und nur eine endliche Anzahl Maxima hat, wird fir N = oo das erste,
zwelite und vierte Integral verschwinden. Wird f(o) unendlich, so ist,
um die Wirkung davon zu beurtheilen, nur die Untersuchung des Inte-
grals von o bis a erforderlich, auf die wir uns beschranken. Dieser

Theil des fiur — f,.(x) vorstehend angegebenen Ausdrucks geht, wie

leicht zu bestatigen Uber in:

0% i N
1 X ., X [ SIN. -0- «
—c0S. N— sin. — Il da.af(a).(pfa)-------------
1 : - J a
O
d
1 . X X f , _ \
-— sin. N— cos. — |l da .at(a).ipf{a) cos. — a
WO
« ] «
COS. -y- Sin.
</?(d) — . a j\2 /I . x «\2>a,/'(a) 7. « x\2 | . X «\2
| siu.g-cos.™ \ -1 sin.~co0s.g ) | sin.—c0s.-g-) — 1sin.ycos.y |

Die Grossen <p(o) und >f'(0) sind weder Null noch unendlich. Falls
also Lima= 0af(«) nicht unendlich ist, hat man
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a : N
SIn. -y a N

Jd« «f (a)y(a)-———— = — Lim«—0u f(a) (f{a)

a

Limjf—e 1d ft a f(a) i/'(afcos. N u = o

O
Die Sinusreihe convergirt also, wenn f(«) in der Nahe
von « =0 nicht unendlich viele Maxima hat und wenn
Lim « f(a) = o, sie divergirt, wenn dann der Limuf(a nicht
= 0 Ist. 16
Nun werde die Function f(x) fir x =a (-n<a< + n) so un-
endlich, ohne unendlich viele Maxima, dass ihr Integral, Uber die Stelle

X = a genommen, divergirt, dass aber Limx—a (x — a) f(xX) = 0 sel.
Wir werden dann also setzen durfen:

7t 7t

— f(a4-9 = sin. daf(a+ «)sin.a+ sin. 2£ d«f(a+ «sin.2« + ..

16) Das n&mliche Resultat ldasst 9ich noch einfacher bei der Fourier’sehen Formel ableiten.

Setzt man f(x) = — f(—x)in 7t f(x) = J*le B {(B) cos. n(R—X), so ergiebt sich
o) —Q@ -

bekanntlich:

W O
— f(x)=JMd «J d B i(B) sin. « fl sin. « X.
o) o)

Um zu finden wie stark f([3) fir fl =0 unendlich werden darf, lassen wir das Inte-
gral nach R nur von o bis a gehen, nehmen x >a an und finden:

&> a h a
un N 8 RsSr<ax= =3 () EATANF- TEA | cos* —dB
(@) (@)
a a
= Li'm,h: ~ | X cos. h X Ir 4 r'g*«fi -§-i—n-i-:|-b--ﬂ — sin. hx Fd@SZVX—XQ e cos. hR
(@) (@)

woraus leicht das Weitere folgt
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oder man hat fur a | = X:
p = 00
fix) = aG+ 2 (apcos. px -f bpsin. px)
p=1
WO:
io—= 0,ap= -——sin. pa daf(a+ a)sin. pa,
0
bp= — cos. pa | daf(a+ a)sin. p#.
0

Die Function f(x) ist also durch eine convergente trigonometrische

Reithe darstellt.  Will man sie aber durch eine Fourier’sehe Reihe:
p = 00
f(x) = AO+ 2 (Apcos. px + Bpsin. p X)
p=1
darstellen, in welcher AQ Ap Bp die Bedeutungen

A -1 Jd «f(«), AppBp=1-Jd . f(.) co8 p«, sin. p «

-— 71 -— 7t

haben, so sind diese Integrale divergent, wenn man sie namlich auf
die gewodhnliche Weise auffasst, nach welcher z. B.

-f- 7t a— f -f- 7t

d«f(a) = Lim,=0 daf(a - Limtl=0~d a f(a),
— 7t — 7t a £1
wo f und f, von einander wunabhangig Null werdend gedacht sind.

Es soll aber gezeigt werden, dass doch wieder die Rela-
tionen:

a0 »*P "p
stattfinden, wenn man die In den A und B auftretenden
Integrale so definirt:

+ TT | a - f + 7t
J = Li,n,=0 J+ J
| — 1 a -f- *

— 1
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Berlcksichtigt man die Relationen:
fa+ «) = —f(a—a),f(a—n+ «) = —f(a—n — a)
so wird sich also vermoge derselben und nach der eben festgesetzten

Definition z. B. ergeben mussen:
~n q

dRf(a) cos. pa = —2sin. paj daf(a-f«) sin. pa

In der That, wenn man weiter zerlegt:

a —e 171 —(l—a ) 2a —n a—=£ ti
+) (J +tI~+U +
— 7 ;R e— Ny ( — (rr — a) 2a - T a+ f

so geht der erste Theil Uber iIn:

71

J

ti — a
und der zweite In:

ti — d
/>

daf(a-fRB) (cos. p(a+ a) — cos. p (a—a)),

so dass fur e = o allerdings nach der obigen Definition

ap = AT
herauskommt.

Falls fiir einen Werth x = a das Integral |1 da(f(a+a) + f(a—a))

convergent ist, wahrend f(x) fur x = a ohne Maxima so unendlich wird, dass
Lim ff(a + eJ = o, Limff(a —f) = o0 1/):soistalso das Verhalten der Func-
tion In der Umgebung des Punktes x = a kein Hinderniss fur ithre Entwicke-
lung In eine Four ier’sche Reihe, vorausgesetzt, dass im Fall der Divergenz

17) Riemann, Ueber die Darst. d. e. trigon. R Art. 12.
Aus d. Abh. d. Il. Cl. d. k Ak. d.Wiss. XII. Bd. I. Abth. (21)
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a

der Integrale J*d(a)da die In diesem Artikel angegebene Definition der

adi*

Fourier’schen Coefficienten zu Grunde gelegt wird.

25. Gegenwartige Beziehungen der beiden Hauptsatze des Art. 3 zu
einander.

Die beiden Hauptsatze des Art. 3. dass erstens zwischen den
Grenzen —n, + n eine Function nur auf eine Weise In eine
trigonometrische Reithe mit dem Gliede apcos. px -f- bpsin. px
entwickelt werden konne, und dass zweitens die Coefficienten
dieser Reihe die Fourier’sche Form haben, diese beiden Haupt-
satze der Theorie der trigonometrischen Reithen sind 1hr durch die In
der Einleitung erwahnte wund durch die vorliegende Untersuchung
nunmehr sicher eingefigt. Die Beziehung jener Satze zu einander giebt
zu folgenden Bemerkungen Anlass.

Es versteht sich von selbst, dass der erste Satz In demselben
Umfang iIn Bezug auf die Beschaffenheit der Function f(x) = a0-~h
(a, cos. X + Db, sin. x) + . ... gilt, wie der zweite, und dass dies nicht
umgekehrt werden kann. Deshalb ist der erste Satz ein selbstandiger
und keine blosse Folge des zweiten: ein ahnliches Verhaltniss, wie ich
es als zwischen den beiden Hauptsatzen der Theorie der darstellenden
Integrale bestehend angegeben habe (Allgemeine Lehrsatze etc., Borch.
Journ. Bd. 79, pag. 38, Einleitung). In unserem Falle verhalt sich die
Sache so.

Lassen wir uns die Annahme gentgen, dass die Reihensumme f(x)
nicht unendlich wird, so darf sie doch noch, vermdge der durch den
zwelten Satz 1hr auferlegten Bedingung der Integrirbarkeit In jedem
kleinsten Intervall einmal divergiren, wahrend HerrCantor den ersten
Satz nur unter der Voraussetzung beweist, dass die Divergenzpunkte
der Reihe eine gewisse Vertheilung zeigen, die aus jedem Intervall an-
dere Intervalle herauszuheben gestattet, in denen kein Divergenzpunkt
liegt. Insofern wird also durch den Gultigkeitsumfang, in welchem wir
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hier den zweiten Satz wiederhergestellt haben, der des ersten noch
erwelitert. Dagegen setzt der erste Satz in der Fassung ries Herrn
Cantor gar Kkeine Einschrankung fest hinsichtlich der Grdsse der
Sprunge der Function f(x) in den Strecken, In denen diese Reihe con-
vergirt, wahrend flr den zweiten Satz durch die bekannte Be-
dingung der Integrirbarkeit die relative HGOhe dieser Springe wesent-
lich eingeschrankt und damit zugleich die Selbstandigkeit des ersten
Satzes gewahrt wird: es sel denn, dass es Beziehungen zwischen Be-
stimmtsein und Integrirbarkeit der durch trigonometrische Reihen dar-
gestellten Functionen gebe, wortber Vermuthungen zu auliern, ich
mich indessen nicht veranlasst flhle.

26. Kurze Zusammenfassung der Resultate dieser Abhandlung.

Die Function
f(x) = a0+ (a, cos. x + Db, sin. Xx) + (a2cos. 2x + bs sin. 2x) +
erfille In den Strecken, in denen alle thre Werthe endlich sind, die
Bedingung der Integrirbarkeit. Wenn f(x) In Punkten unendlich ist
oder wird, von denen einer a sel, so finde dies so statt, dass entweder
die Integrale:

d S C
Lim4= OJd af(a) ,LimdA=0"d af(a)
b a -f- i«
endlich und bestimmt sind, oder, wenn dies nicht der Fall ist, so, dass die
Function ohne Maxima unendlich wird, dass Limi=0 ff(ai«) = o,
und dass das Integral

e

da(f(a + «) + f(a —a))

O
endlich sel. Wenn endlich die Unendlichkeitspunkte 1m Intervall

— 7 ... + n In unbegrenzter Zahl Vorkommen, so gelte von ihrer
{-TT

Verthetlung und vom Sinne eines Integrals | daf(«), was Im Art. IX

der Abhandlung: Borch. Journ. Bd. 79, pag. 21 gesagt Ist.
6*
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iSobald alle vorstehende Bedingungen erfullt sind, ist es erlaubt,
die Coefficienten durch die Fourier’sche Form auszudricken, und
wenn dabei die Integrale nach der gewdhnlichen Auffassung thren Sinn
verlieren, so sind sie, falls f(x) fur x = a unendlich wird oder ist, als

d — «
Limf—o A +

a -f“f
zu definiren.

Schluss.

Wenn die semitische Ursage dem muhelosen Genuss Im Paradise
die harte Arbeit des Gerechten nach dem Sindenfall gegentberstellt,
so zeigt unsere Wissenschaft ahnliche Gegensdatze. Nachdem die etwa
mit Pourier und Poisson abschliessende analytische Epoche am
Immer erneuten Entdecken von Formeln und Satzen, meist wenig be-
kimmert um deren genauere Begrundung, deren Gultigkeitsbereich, u. s. w.
sich ergOtzt hatte, mussen wir, ein bedachtigeres Geschlecht, die wir die
feineren Unterscheidungen der neueren Mathematik, die Begriffe von
der unbedingten, der gleichmassigen Convergenz u. a. m. vom Baume
der Erkenntniss gepfllickt haben, was die Analytiker jener Epoche am
Wege fanden, mit friher nicht geahnten Schwierigkeiten ringend, der
Wissenschaft von Neuem erwerben. Freilich lohnt uns daftr das befrie-
digende Bewusstsein, wenn auch nicht selten hart erkdmpften doch In
«einem genau erforschtem Umfange fortan gesicherten Besitzes.
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Anhang
tlber den Fundamentalsatz der Integralrechnung.

#

Der wichtigste und nuatzlichste Satz der Integralrechnung, der
seinem Entdecker als etwas ganz Erstaunliches hatte erscheinen mdussen,,
wenn dieser nur das Vermogen In Zahlen zu denken und gar Kkein
geometrisches Organ gehabt hatte: das iIst der Satz vom Zusammenhang
zwischen dem unbestimmten Integral und dem bestimmten. Er lautet:
st F(X) eine Function, die differenzirt die Function
f(x) liefert, und i1st F(x) im Intervall A5~x<”B stetig, so Ist:

Limn—* | (x, —a) f(a) + (x2—x,) f(x,) + ...+ X —xn_x)f(xn_ 1) P

Wo A< a< X< X,...xnH<x< B im namlichen Intervall von
X genau gleich F (x) —F (a).

Wenn man auch noch f(x) stetig oder wenigstens nur mit einer
endlichen Anzahl Springe behaftet voraussetzt, ist es leicht durch
geometrische Betrachtungen den Satz Uuber allen Zweifel zu erheben.
Der Beweis ist dann so zu fuhren, dass man zeigt, wie der Limes der
Summe (x, —a) f(a) + (x2—Xx,) f(x,) mit dem bekannten Flachen-

A A

raum j f(a) d a identisch ist. Weiter findet man *J”~d a f(a) = f(x),

a

und nach der Voraussetzung Ist —dx~" = f(x)- ”“~un hat dann nur

noch zu zeigen, dass zwel Functionen die denselben Differentialguotienten
haben, sich nur durch eine Constante unterscheiden konnen.

Indessen benttzt erstens dieser Beweis geometrische Vorstellungen,
und der Analytiker darf sich erst zufrieden geben, wenn seine Theorien
so durchgefihrt sind, als ob es gar keine Geometrie gabe. Zweitens
wird der Beweis ganz ungenugend, wenn von f(x) nur die Integrir-
barkeit vorausgesetzt wird, weil alsdann allerdings In jedem kleinsten
Intervall von Xx ein Punkt Vorkommen wird, flr den
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X

dijd«f(«) = f(x)

Ist (s. Versuch etc. Borch. Journ. Bd. 79, pag. 21, Art. Il letztes
Alinea), aber auch iIn jedem kleinsten Intervall Punkte existiren kdnnen,
fur welche diese Gleichung nicht erfullt ist (s. ebendort, Art. V).
Der in Rede stehende Fundamentalsatz der Integralrechnung bedarf

also des Beweises.

Die Voraussetzungen unter denen der Fundamentalsatz hier bewiesen
werden soll.

Was zunachst ohne Beweis einleuchtet, weil In der Definition ent-
halten, iIst, dass man setzen darf:

X

daf(a) = yl(x) —A (a),
d
falls wieder A<a<x<B, f(x) im Intervall A und B integrirbar Iist,
und unter A (x) z. B. verstanden wird:

X

Nd a f(a).
A
Fs kommt also nur auf den Nachweis von F(x) — F (a) = A(x) — A (a)
an. Dem Beweis, wie ich 1hn unten fihren werde, liegen Uber den
Differentialguotienten f(x) von F(x) folgende Voraussetzungen zu Grunde:

K8 sollen 1m Intervall A...B iIntegrirbar sein die
Functionen:
F(x + f) — F(x f(x —f) — f(x
Limf= o---( --------- )6 (): f,(x) , Lim,=0 (98() = f2(x)

X X

und wenn man setzt At(x) = [d«ft(@ , A2(x) =J'd a f2(a), so
A A

soll sein:

yIN (X)) = yl2(x).
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Diese Bedingung ist erfullt, wenn, unter np den grossten absoluten
Werth der Differenz f,(x) — f2(x) im Intervall flp verstanden und B —A
= M+ ~ + ...<hgesetzt, der Limes n = @

G, 3] + (1 (o + . . . O,
gleich Null 1ist. Es ist hinzuzufligen, dass, wenn die obigen Voraus-

setzungen erfullt sind, auch

F(x + «)-F(x-0  f(x)+ f2(x)
lef: 0 - 2 Q- = - y —

Integrirbar ist, und dass Aa(x) =1 d a f3(d) = A x{x) = A 2(x) Ist.
A
Wie ich (Anmerk. 11) schon angefihrt, ist die allgemeinste Auf-

fassung des Differentialquotienten:

To F(x + ¢) —(x - fl)

Liimf= otf, = o c _i_ ’
von der die obigen specielle Falle sind, und ich habe Sorge getragen,
Im Vorigen die Bedingungen far f(x) und F(x) so weit zu lassen, als
unser Beweisverfahren gestattet. Liegt jedoch daran nichts, so kann
man sie durch die klrzere ersetzen, dass das Integral des wie Immer
entstanden gedachten Differentialquotienten stets dieselbe endliche und

bestimmte Function seiner Grenzen sel.

Bewels des Fundamentalsatzes.

Es soll gezeigt werden, dass unter den Voraussetzungen des Vvori-
gen Art. die Grosse:

A

F(X) —F(a) —J d« fr(a)
a

_ _ _ _ _ _ F(xi«)-F(x)
Null ist, wenn fr (x) einen der beiden Differentialquotienten ------- --=---m-m----

vorstellt. '
Wir setzen x + statt x und bilden die Summe nach p, d. I

die Grosse:
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N _n14-pn

S(x.d)= L TF(x+p® —n F@ — 2 jd «fr(a) .

p= o0 p= 04
wo nd —J und x -4 < B sei. Wir finden sodann:
S(xx ¢, (? — S, <) P=n F(xzxeée + p<i)— F(x + pJ)

-------------- =S (RSN 7, S SR R S —
p=n X+ i + pa
= 0l BEJd« f/+
X+ pd

Lasst man hierin e verschwinden, so ist leicht einzusehen, dass
die beiden Summen rechts fir d = o sich derselben Grenze néhern.
Denn ein Element der ersten Summe wird:

(’§I-II_-imf~ 0 (X+ PhE |«) - Tt pd

+ f
d. 1. gfi(x -f- pc™) oder ()'f2(x + p*?). Und ein solches der zweiten Summe
Ist zundachst J“fr(x + p~1 €e» o e e worauf é= 0 zu setzen Ist.
Die Differenz beider Elemente ist entweder nicht grosser wie der grosste
Werthunterschied einer der Werthevorrathe f,(x), f2(x) 1m Intervall
X+ (p— 1) dl...x + pJ oder x+ pc?...x+ (p+ 1) (I, oder nicht
grosser als der grosste Unterschied f, (x)—f2(x) Iin den namlichen In-
tervallen.

Da nun die Summe dieser mit multiplicirten Unterschiede ver-
schwindet, wenn verschwindet, so kann Jl offenbar stets so klein
angenommen werden, dass durch genlugende Verkleinerung von « die
Grosse

S(x1 ¢c,M—S(x,fl)
| «
fuar jeden vorgelegten Werth x unter eine vorgeschriebene Grenze sinkt.
Ausserdem ist S(x,(y) eine stetige Function von Xx.

Nun fdhren wir ein Intervall x0...x, ein, welches dem Intervall

angehdre, Iin dem Xx sich bewegen darf, und setzen:

2x) = | S(X, D—S(X0, D! (X, —x0+ | SX, , B - S(X0, Dl (x- X0.
Die Function p(xj ist im Intervall x0* x” x, stetig und man hat:
(*(x0) = o, p(x,) = o.
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Also giebt es Im Intervall x0< x < X, mindestens einen solchen
Punkt x', dass die Differenzen <>(X)—p(x' + e), >(xX) — H)(x*—e),
wenn sie von Null verschieden sind, gleiche Vorzeichen haben, und dass
unter denselben Umstanden die Quotienten:

p(x’) — (X —1)  >X) — (X +

— e f
verschiedene Vorzeichen haben.
Es i1st aber:
(>(*")-v(x'x£6) S(x":bE,c?)-S(x',<?) r \
— jr €-----——-- = X>- X0 — e mmmmmmmmmmmmmmmmeee 1S(x,,J) - S(xO0, djJ.

Wir nehmen nun J so klein an, dass durch genigende Verkleinerung
von e das erste Glied rechts kleiner als eine sehr kleine Grosse r ge-
macht wird. Da die linke Seite entweder Null i1st oder mit £ ihr
Zeichen wechselt, so kann das zweite Glied rechts: S(x,,J)— S(x0, J)
nicht grosser als r sein. Dasselbe Rasonnement gilt aber flr jeden
Werth x,. Daraus folgt, dass SCx,”), wenn $ unendlich klein ist,
unendlich wenig um einen constanten Werth schwankt, oder

Lim<$—0 S(x , J) = constans.

Nun war:
_ _ X-(-pd
Sx,)= ~ (iF(x+ pd —n<LF@) — 2 (0 fdaf(a)
p=0 p=°a
Also findet man fur nJl=J , 0 — o:
J I X+
S(x) =] daF(x + «) —J F(a) - J daj*d R i[R) = constans,
0] 0) a
oder
X+ J X+ J (e

JF@) d«—Jdd « JdRr f(/?) = constans.
a
Setzt man x = a, um die Constante zu bestimmen, so findet man

zuerst :
X-]-J \ J a a-\-J ad-a a
JF(«)d«-J d« YR i{R) = JF(a) d«- J da jd R f(/5),
X X d d d d

oder, wenn mittlere Werthe genommen werden:
Ausd.Abh. d.Il1.CI. d.k Ak. d.Wiss. XI11.Bd.l. Abth. (22) 7
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d R((R) J =7 iF(«) - d R C(R) 3},

a

XN EBANX Ard ,a™ a< a+ ¢l

Lasst man den Factor 4 fort, und lasst dann 4 unendlich klein
werden, so wird | = x, & = a und es verschwindet das zweite Glied In
der Klammer rechts. Somit findet man endlich:

F (X)) —F(a) = daf(R)

Q. E. D.

Wenn man bedenkt, dass, im Falle F(x) eine der Weierstrass-
schen Functionen vorstellt, wie die von mir veroffentlichte (Borch.
Journ. Bd. 79, pag. 29), das Integral ithres Differentialquotienten, der
keine integrirbare Function ist, eine zwischen — co und + 00 ganzlich
unbestimmte Grdsse sein wirde, wiewohl die W eilerstrass’sche Func-
tion selbst stetig ist: so steht a priori der Muthmassung nichts Im
Wege, dass hier keine Moglichkeit ausgeschlossen ist, dass es Functionen
geben kodnne, deren irgend wie definirter Differentialguotient ein Inte-
gral liefert, dass von ithnen verschieden aber bestimmt ist, und dergl. mehr.
Um so nothiger schien es mir durch einen pracis formulirbaren Satz
—wenn er auch vorerst nur eine ausreichende Bedingung enthalt,—
der Integralrechnung den locker werdenden Boden wieder zu festigen.



