Ueber die Grenzwerthe

unenalichen Potenzausdruckes

X

der Form X

Von

L. Seidel.

Aus den Abhandlungen d. k. bayer. Akademie d. W. Il. Cl. XI. Bd. I|. Abth.

ITIAnrhen 1890.

Verlag der k Akademie,
id Commission bel Q. Franz.

Akademische Buchdruckerei von F. Straub.



Ueber die

Grenzwerthe emnes unendlichen Potenz-Ausdruckes.

Von

L. Seidel.

Eisenstein hat in einem Aufsatze des 28. Bandes von Crelle’'s
Journal die Aufgabe behandelt, eine Function y von X, welche definirt
Ist durch die Gleichung

. Xy =Yy ,
zu entwickeln nach den Potenzen von log x .*) Er setzt zugleich, ohne
eine néhere Untersuchung deshalb anzustellen, voraus, dass der unend-
liche Potenz-Ausdruck

X
X

X
(in  welchem wunter Xx eine positive Grosse verstanden wird) nach der
also bestimmten Grenze y convergire so lange, und nur so lange, als
X < 1 ist; und da die Schranken fur die Convergenz seiner Reihe
andere sind, so statuirt er die Gleichheit der letzteren mit dem unend-
lichen Ausdruck Innerhalb des engeren Werthgebietes von X, welches
den zweierlei Umgrenzungen zugleich angehdrt. Das wirkliche Verhalten
des unendlichen Potenzausdruckes iIn Bezug auf Convergenz ist indess

*) In der von ihm gewahlten Bezeichnung ist die Bedeu'.ung der Buchstaben x und y umge-

tauscht gegen die hier angenommene.
i*
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anders, als Eisenstein voraussetzt; und da die Untersuchung auf einige
eigenthumliohe und, wie mir scheint, nicht uninteressante Momente fuhrt,
so werde ich hier dieselbe etwas naher darlegen.

1

Als stehende Bezeichnung sel gesetzt
1. XX = X, ; XA = X2 ,  X*3 = X3
. Xr — Xrji | e m o

Betrachtet man nun zunachst den Fall x > 1 , als den einfachsten,

so iIst klar, dass man hat
X < X, < Xa< . . . .,

dass also die aufeinander folgenden xr entweder zuletzt Uber alle Gren-
zen wachsen, oder sich einer festen Grenze y , die selbst grosser als 1
Ist, und der Gleichung I. genugt, von unten her bestandig annahern
mussen. Diese Gleichung, nach welcher

wird, gibt fur x den Maximalwerth ye , zu y = e gehorig; zu jedem
X zwischen 1 und dem Maximalwerth gibt sie zwel Werthe y, den einen

Q
zwischen 1 und e, den andern zwischen e und a>. Fur Werthe x > j/e
(welchen keine reellen y entsprechen) muss demnach der unendliche
Potenzausdruck divergiren; dagegen lasst sich leicht zeigen, dass er fur

1 < x < |/e

wirklich nicht uUber alle Grenzen wachst, und also noch nach einem zu-
gehorigen y convergirt. Denn wenn X < e6 < e , so ist zunachst

x* < (e°)° , d 1. X, < e
hiermit dann wieder ebenso

X1 < (e*)° , d.I. x2< e

und so fur alle folgenden x , so dass der Werth e von denselben nie

erreicht, noch wenigerO Uberschritten werden kann. —  Demnach ist

nicht 1 sondern erst \/e der griosste Werth von x , fuar welchen der



unendliche Potenzausdruck convergirt; und fur Werthe x zwischen 1
und diesem Maximalwerth iIst unter den beiden reellen y, die der
Gleichung | genlugen, dasjenige der Grenzwerth, welches < e ist.

2.

Wenn man jetzt voraussetzt
0 < X< 1

so wird der Gang der Grossen X, , X2, ... eln anderer. Man hat

hier zunachst
X1l< x*< x°, dl. X < X < 1;

hiermit dann ebenso
X1< XA< x*, d.I. X < XxX2< X,

ferner
X*1< X< x1, d.I. x2< X3 < X,

u. S. w., so dass jedes neue x der Grdsse nach zwischen die beiden ihm
zunachst vorausgehenden fallt, und sich Im Ganzen folgendes Ver-

halten ergibt:

1. O~ X  Xj Xj™ ... \X2n 2N X),,N ... <XjM] Xoj ...
< X3< X, < 1

Diese Art des Eortschreitens vertragt sich offenbar mit der gleich-
zeitigen Annaherung der xzh von unten her und der x2n+, von oben her
an dieselbe zwischenliegende Grenze y, die der Gleichung | genugt;
aber auch mit der Convergenz der x2r gegen eine Kkleinere Grenze u
und der gleichzeitigen der x2r+l gegen eine grossere v, soferne u und v
echte Bruche sind, die den simultanen Gleichungen entsprechen:

V. XxXn = v ; XT = u
oder auch der aus ihnen abgeleiteten Gleichung (in welcher der Buch-
stabe v mit u vertauscht werden darf)
V. xvlog x — log v = o
Dabel iIst evident, dass die Gleichung | auch fur die gegenwartig
angenommene Begrenzung von X immer ein brauchbares y, und zwar hier
nur Eines liefert: denn lasst man in ithr y die Werthe o bis 1 durch-

laufen, so geht zugleich x bestandig wachsend von o bis 1. Andrer-
seits ist auch klar, dass das iIn solcher Weise mit x verbundene y ,
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wenn man es Iin Gleichung V statt v setzt, auch diese Gleichung er-
fallt, weil ja die beiden In IV, aus welchen V hervorgeht, selbst die
Gl. | als 8peciellen Fall In sich schliessen. Es liegt also hier vor eine
transcendente Gleichung (V), von welcher man weiss, dass sie alle
Wurzeln einer einfacheren &ahnlichen Gleichung (1) enthalt, und Iin Be-
treff deren nun die Frage zu stellen ist, ob sie ausser diesen Wurzeln
Vv = Yy (zu echten Bruchen x) auch noch andere (fur unsere Anwendung
reelle und zwischen o und 1 gelegene) Wurzeln v hat. Diese letzteren
mussen, wenn sie uberhaupt existiren, paarweise vorhanden sein,
well zu jedem gefundenen v, welches kein y iIst, nach der zweiten
Gleichung In IV, ein von i1hm verschiedenes u sich ergibt, welches mit
iIhm zugleich ein echter Bruch ist, und der nelimlicben Gleichung V

entspricht.

3.

Obgleich man hier nicht so wie In der Algebra die Gleichung |
benutzen kann, um diejenigen Wurzeln zu isoliren, welche In V neben
den gemeinschaftlichen noch stecken konnen, so lasst sich doch im vor-
liegenden Falle etwas sehr Aehnliches mittelst einer Hilfsvariabelen er-
reichen, auf deren EinfuUhrung man durch die Kenntniss der besonderen
Losung durch | geleiter wird.

Setzt man nemlich, anschliessend an die Form der Gleichungen 1V

VI. v = X" = XveMr = ue#
so Ist &/ = o wenn u = v = Yy,; zugleich gelingt es, wenn » nicht
verschwindet, die drei Grossen Xx, u, v explicite durch f) darzustellen.

Substituirt man nehmlich zunachst In V fur xv seinen Werth ve-~°

Iomr v -— i)
und fur log x den hieraus folgenden Werth — - —-------, so bleibt von

v nur der Logarithmus iIn der Gleichung, die, wie es sein muss, sich
iIdentisch erfullt far # = o0. Hat iIrgend einen anderen Werth, so er-

halt man direct
VII. log v = -

Aus VI ist aber auch



und hiermit ergibt sich denn fur das dem eben gefundenen v conjugirte

u die Gleichung:

Vin. |Og Uu = — ——— - = — N
1 — e~-N e~5 — 1

Die letztere Form dieses Ausdrucks lasst erkennen (was auch
direct aus GIl. VI zu lesen ist), dass u und v ihre Rollen tauschen, wenn
fr sein Zeichen wechselt. Will man, wie gleich Anfangs angenommen
wurde, Immer mit v den grosseren der beiden zusammengehorigen
Werthe benennen, so hat man & immer positiv zu denken.

Natlrlich ergibt sich nun aus VI auch x durch fr: am elegantesten
ausgedriuckt mittelst hyperbolischer Functionen wie folgt:

1 y # «COIghjpy S

1A, iLog x = — -fr cosec byp. Tfr.e
Man Uberzeugt sich leicht, dass jede der drei Grdssen v, u, X
Immer in Einerlei Sinn sich verandert, wahrend fr alle positiven Werthe,
von o0 bis zu Null herab, durchlauft, — und zwar nimmt v zugleich
mit fr fortwahrend ab, indess u und x zunehmen. An den Differential-
Coefficienten von log v und log u wird dies sofort erkannt, indem man
den Ausdruck e”™ durch die Relhe ersetzt; was x betrifft, so findet sich

d log log \

d9 'h (2 Sin hyb. \ D'm

(eT _  e" )* — fr2
J &
fr (e* — e *)2

nothwendig positiv far positive fr. Die extremen Werthe, zwischen
welchen sich dabeil die drei Grossen bewegen, sind folgende:

far fr — o00 .. . vV = 1, u = o, X = 0
fuar fr -~ 0 .. v = -, u = -, X = —
e’ e’ e°
Jedes x zwischen o und wird also Einmal,, und nur Einmal

eO



auftreten mit einem I1hm zugehorigen Paare von Werthen v, u, die

nicht coincidiren; dagegen kommen die x > far kein von Null ver-
0

schiedenes & zum Vorschein. FuUr diese letzteren hat also Gleichung V
keine andere reelle Wurzel als das y aus | *) und der unendliche
Potenzausdruck muss gegen dieses als seine Grenze convergiren; wah-
rend far die kleineren x noch zu untersuchen bleibt, ob die Annaherung
schliesslich an den Werth y oder an die beiden zu demselben x ge-

horigen Grossen u, v stattfindet. Was den Grenzfall x = selbst an-

geht, so fallen fur i1hn die drei Grdossen u, v, y In dem Werthe

zusammen, und zwar in der Art, dass, wenn man diese drei Functionen
als Ordinaten zu Abscissen x aufgetragen denkt, an der bezeichneten
Stelle die Dbeiden hier endigenden Curvenaste der u und v, von der
Ordinate berudhrt, Iin einander verlaufen, wahrend der Ast der y unter
endlichem Winkel sie schneidet.

Wenn die von einander verschiedenen u, v zu einem X < 1 existiren,
so schliessen sie den Werth y nothwendig zwischen sich ein. Denn
In der Gleichung xu= v kann man den Exponenten vom Werthe y
aus nicht nach der Einen oder der andern Seite hin verandern, ohne
dass der Werth der Potenz, ebenfalls vom Werthe y aus, sich im ent-
gegengesetzten Sinne verandert.

Andrerseits bleiben die Groéssen x, X, , x2, ... nothwendig immer
ausserhalb solcher Grossen u, v, die unseren Gleichungen IV ent-
sprechen. Denn weil v < 1, so hat man zunachst

= Die unendlich vielen Paare complexer und auch im gewohnlichen speciellen Sinne des
Wortes con’]uglrtgr Wurzeln u, v, welche mau mittelst rein imaginarer # zu allen posi-
tiven x noch erhdlt, sind fiir unsere Untersuchung ohne Bedeutung. — Dass Ubrigens flr

die Werthe von x> o der Ausdruck in V keine andere reelle Wurzel v haben kann, folgt

auch aus der Betrachtung seines partiellen Difierentialcoefficienten, nach v genommen,
welcher nicht Null werden kann, wenn x jene Grenze (berschreitet.



X < xv, d. h X < 1;
hiermit ferner XX > Xu, d. h. ,
ebenso xdA< xY, d. h x,<
xP> x", d. h .

u SsS. W.

Aus diesem Verhalteu ist klar, dass weder die x von geradem noch
die von ungeradem Index dem zwischen u und v gelegenen y sich ohne
Ende nadhern konnen: es mussen also die ersteren den Werth u selbst
und die anderen den Werth v zur Grenze haben. I|hr Verhalten tritt
dadurch in continuirlichen Zusammenhang mit demjenigen, welches Im
extremen Falle x = o stattfindet, wo nehmlich alle x von geradem In-
dex dem Werth o (Grenzwerth von u far = 00) und alle von unge-
radem Index dem Werth 1 (conjugirter Grenzwerth von v) von Anfang

an gleich sind.

Das Gesammtergebniss der Discussion unseres unendlichen Potenz-
ausdruckes fur positive x ist also folgendes:

Lasst man X von o an allmahlich wachsen bis zu dem Werthe — |
eu

so iIst die Grenze von x2n, fur unendlich wachsende n, eine Funktion

.1 . .
u von X, welche nach und nach von o bis - wachst, und die Grenze

e
von X)n Ist unter gleichen Umstanden eine andere Funktion v,
welche nach und nach abuimmt von 1 bis - . Man kann direct beliebig

viele zusammengehadrige x, u, v rechnen, indem man Iin den Gleichun-
gen IX, VIII, VII far willkUhrlicha positive Werthe setzt. Erreicht

— ., so fallen u und v beide 1M Werthe - zusammen. FUr
e e

- - e - - -
grossere x, bis zum Maximalwerte y e, convergiren die xZh und die

X den Werth

x2n+1 gegen ein und dieselbe Grenze y, die allmahlich von * bis e zu-

Aus d. Abn. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XI Bd. I. Abth. 2
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nimmt, und Uberhaupt der Gleichung | gentgt. Erst da, wo diese

Gleichung ein reelles y versagt, nehmlich jenseits x = j/e, hort auch
der Potenzausdruck zu convergiren auf.

Von den beiden Functionen

Lim. X und Lim. X
2N 2n+ 1

kann man die erste allgemein bezeichnen als die kleinste reelle Wurzel
der Gleichung V: die andere ist grosste Wurzel dieser Gleichung far
x < 1, aber kleinste Wurzel fuar x > 1  Diese beiden Functionen
fallen, wie man sieht, In den) grossten Theil i1hres reellen Verlaufes,
zwischen x = ye, und x = O—l, unter sich und mit der Wurzel y der
Gleichung 1 (und zwar der kleineren, wo diese Gleichung zwei L6sungen
darbietet) zusammen,; von der bezeichneten Stelle bis zu x = o hat aber
jede von den dreien 1hre besondere Fortsetzung, die ohne Unter-
brechung der Continuitat sich an den allen gemeinsamen Theil an-
schliesBt.

Die lleithe, welche Eisenstein mit Hilfe unserer Gleichung 1 abge-

leitet hat, convergirt seiner Untersuchung nach innerhalb der Strecke

X = — bis x = /e, die, wie man sieht, nach unten nicht so welit,

nach oben n.ur ebenso weit reicht, als diejenige, in welcher der unend-
liche Potenzausdruck der nehmlichen Gleichung genug thut. FUOr den
Umfang des reellen Gebietes, In welchem die beiden unendlichen Aus-
driucke dieselbe Function darstellen, setzt also lediglich die Bedingung
der Convergenz der Reihe den Markstein.



