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EINLEITUNG 

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Systeme von m partiellen Differentialgleichun- 

gen erster Ordnung mit m abhängigen und n-\-1 unabhängigen Veränderlichen im Re- 

ellen, für die CAUCHYSche Charakteristiken existieren. Im besonderen werden quasilineare 

Systeme behandelt. Die Systeme der hier betrachteten Klasse haben die Eigenschaft, daß 

unter geeigneten Voraussetzungen bei Vorgabe einer beliebigen «-dimensionalen Integral- 

mannigfaltigkeit eine (n-\- i)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit, welche die vorge- 

gebene enthält, aus der Lösung eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen er- 

halten werden kann. 

Die erste ausführliche Untersuchung von Systemen dieser Klasse verdankt man M. HAM- 

BURGER [ 1, 2, 3, 4, s].1 In der von ihm gegebenen formalen Integrationstheorie werden die 

partiellen Differentialgleichungen auf eine Anzahl von Systemen PFAFFscher Gleichungen 

zurückgeführt, die jeweils als unbeschränkt integrabel vorausgesetzt werden. Sind ent- 

sprechend viele Integrale dieser Systeme bekannt, dann kann daraus das allgemeine Inte- 

gral des Systems partieller Differentialgleichungen erhalten werden. Der Charakteristiken- 

begriff wird dabei weder erwähnt noch benützt. Später wurde die HAMBURGERsche Theorie 

von E. v. WEBER weiter ausgebaut [6, 7, 8, 9, 10]. Im Gegensatz zu diesen früheren Unter- 

suchungen wird in der vorliegenden Arbeit das Anfangswertproblem und der Charakte- 

ristikenbegriff in den Vordergrund gestellt und die Lösung durch Integration längs ein- 

dimensionaler Charakteristiken erhalten. Als wichtigste Arbeiten im Sinne der hier verfolg- 

ten Methode seien genannt jene von E. HOLMGREN [11] über lineare, von O. PERRON [12] 

über halblineare und von R. COURANT und P. LAX [13]2 über quasilineare Systeme mit 

zwei unabhängigen Veränderlichen. 

Im folgenden werden zunächst lokale Betrachtungen durchgeführt und mit Hilfe einiger 

Begriffe des CARTANschen Kalküls [14, 15, 16, 17, 18] die notwendigen und hinreichenden 

Bedingungen aufgestellt, daß ein ^-dimensionales Integralelement (1 des vor- 

gelegten Differentialsystems charakteristisch ist. Systeme der betrachteten Klasse sind dann 

dadurch charakterisiert, daß für sie in jedem Integralpunkt des zugrunde gelegten Berei- 

ches m nicht notwendig verschiedene charakteristische Integrallinienelemente {p — 1) 

existieren, deren Richtungskoordinaten aus einem Eigenwertproblem für Matrizenpaare 

erhalten werden, und daß es zu diesen Matrizenpaaren m linear unabhängige gemein- 

same Linkseigenvektoren gibt. Letzteres hat zusätzliche Bedingungen für derartige Sy- 

steme zur Folge, außer im Falle einer einzigen Differentialgleichung oder eines Systems 

mit nur zwei unabhängigen Veränderlichen. Für quasilineare Differentialsysteme werden 

Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen angegeben, denen die Koordinaten der 

charakteristischen Integrallinienelemente genügen müssen. Nach Vorgabe von Anfangs- 

1 Zahlen in eckigen Klammem beziehen sich auf das Literaturverzeichnis. 
2 Diese Arbeit enthält einige Unklarheiten. 
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werten kann gezeigt werden, daß in einem gewissen Bereich ein Teilsystem des Systems 

charakteristischer Gleichungen eindeutig bestimmte Lösungen hat, falls die Koeffizienten 

dieses Systems und die Anfangsdaten stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben, 

welche eine LiPSCHiTZ-Bedingung erfüllen. Der Beweis erfolgt mit Hilfe eines äquivalen- 

ten Integralgleichungssystems, bei dem die Integration vom Anfangspunkt bis zu einem 

Aufpunkt längs einer Charakteristik ausgeführt wird und das iterativ gelöst werden kann. 

Sind gewisse Bedingungen erfüllt, so ergeben die erhaltenen Lösungen des Systems charak- 

teristischer Gleichungen als Funktionen der Aufpunktskoordinaten Lösungen des Anfangs- 

wertproblems des Systems partieller Differentialgleichungen, und umgekehrt kann jede 

zweimal stetig differenzierbare derartige Lösung aus der Lösung des Systems charakteristi- 

scher Gleichungen erhalten werden. Eine beträchtliche Vereinfachung ergibt sich dabei 

für den Fall diagonaler bzw. diagonalisierbarer Systeme partieller Differentialgleichungen, 

zu denen zum Beispiel alle halblinearen Systeme der betrachteten Klasse gehören. 

Die hier durchgeführte Integrationsmethode kann als Verallgemeinerung der CAUCHY- 

schen Charakteristikenmethode einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung auf- 

gefaßt werden. 

I. POLARSYSTEM UND CHARAKTERISTISCHES 

SYSTEM 

Im folgenden soll für nicht eingeklammerte Indizes die Summationsvereinbarung gel- 

ten. Falls nicht anderes angegeben ist, gehen lateinische Indizes von l bis m, griechische 

von o bis n. Alle auftretenden Veränderlichen und Funktionen werden reell vorausgesetzt. 

Gegeben seien die m Funktionen 

/,-(Y°, x1, . . xn; u1, u2, p\, p\, . . ., p”) 

der Veränderlichen xv’, uk, pk
v, die wir zur Abkürzung mit 

fi (X X, pï) 

bezeichnen. Die N = i -j- n -j- (2 + n)m Veränderlichen deuten wir als kartesische Ko- 

ordinaten in einem W-dimensionalen Raum. Für ein gewisses Wertesystem E0: (x’0, u
k, pk

0) 

möge gelten 
/,-(*0. «o> P,0) = o. 

Verstehen wir unter U eine Umgebung von E0 im Raum der Argumente, so sollen folgende 

Bedingungen erfüllt sein : 

Voraussetzung I: Die Funktionen f. mögen in U stetig sein und stetige partielle Ab- 

leitungen erster Ordnung bezüglich jeder der Veränderlichen xv, uk, p, besitzen. 

Voraussetzung lia: In U sei Rg 
('S) - ”*■ 

Unter wird eine mX 1) Matrix mit dem Zeilenindex i, den Spaltenindizes 
\8rf! 

k, v und den Elementen —~ verstanden. E0 soll dann ein „regulärer“ Integralpunkt 
op 

oder ein reguläres nulldimensionales Integralelement genannt werden. 
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In U betrachten wir das System der Gleichungen 

(i, 0 

(1,2) 

fi (x\ u\ pt) = o, 

duk —pk
v dx’ = o 

und schließen dieses System unter Berücksichtigung der Gin. (1,2) durch die Gleichungen 

ab, wobei 

a\k dP\ + biv dx” = o, 

dpi A dx' = o 

8fi 

dpi ’ 
b,. 

gesetzt ist. 

Durch das Wertesystem 

(*S, «0, pto ; <5V, öxuk, öxpi) 

X = 1, 2, . . .,/; 1 </<«+! 

(1.3) 

(1.4) 

sei im Punkte E0 ein/-dimensionales lineares Vektorgebilde (einfacher /-Vektor samt An- 

griffspunkt) gegeben. Dieses bestimmt ein/-dimensionales Integralelement Ep, wenn seine 

Koordinaten alle linken Seiten der Gin. (I, l, 2, 3, 4) annullieren. Für p > o nennen wir 

ein Integralelement Ep „gewöhnlich“, wenn es wenigstens ein (/— i)-dimensionales regulä- 

res Integralelement Ep_x enthält. Ein Integralelement Ep_l (p > 1) heißt „regulär“, wenn es 

gewöhnlich ist und durch Ep^x nicht mehr /-dimensionale Integralelemente hindurchgehen 

als durch ein allgemeines zu Ep_x benachbartes (/—i)-dimensionales Integralelement, 

andernfalls singulär. Zwei Integralelemente Ep_lt E'p_1 heißen benachbart, wenn die 

kartesischen Punkt- und die inhomogenen GRASSMANNschen Koordinaten des E'p_1 be- 

stimmenden Vektorgebildes einer Umgebung derjenigen des Ep_l bestimmenden Vektor- 

gebildes angehören. 

Es möge für 1 < / < n 

{x\uk,pi- dAx", öxuk, 6xpi) 

ein /-dimensionales gewöhnliches Integralelement Ep mit dem Integralpunkt E0: 

(V, uk, pi) darstellen, wobei zur Vereinfachung der Schreibweise der Index o wieder fort- 

gelassen wird, obwohl sich zunächst alle folgenden Betrachtungen nur auf diesen einen 

Integralpunkt E0 beziehen. Das zugehörige Polarsystem ist 

duk
■—pidxv =0, (I, 5) 

a'ikdpkv + blvdx’ = o, (1,6) 

ôkxydpi— ôxpk,dx'= o. (1,7) 

Ist sein Rang nicht kleiner als für ein allgemeines benachbartes/-dimensionales Integral- 

element, so ist Ep regulär. Für / = o entfallen die Gin. (I, 7). Der Rang des Systems (I, 5) 

ist stets m. Damit folgt zusammen mit Voraussetzung IIa für den Rang des Systems 

(I, 5, 6): = 2m. Weiter ist der Charakter der Ordnung/(t </ < «) sp < m. Ist ins- 
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besondere sn = m, so gilt £ sk = (2 + n) da die Charaktere bekanntlich nicht wach- 
* = o 

sende Zahlen sind, und folglich ist das Geschlecht g des abgeschlossenen Differentialsystems 

(I. G 2, 3, 4) g = n + 1 und J„+1 = o. 
Wir nehmen nun an, daß sp = m ist. Ist dann der Rang des Polarsystems (I, 5, 6, 7) 

kleiner als (2-|-p)m, so ist Ep singulär und ein „charakteristisches“ Integralelement. Zur 

Untersuchung dieses Falles können wir uns auf das System (I, 6, 7) beschränken. Die Ma- 

trix dieses Systems ist 

= 
er

kö
xxv — öxp; 

(1.8) 

1 für r — k, 

o für r =(= k, 

die wir uns als Übermatrix, gebildet aus der Matrix 

und den p Matrizen 

*.>) 

<5A àXpl) 

denken, wobei i, r Zeilenindizes und k, v, fx Spaltenindizes bedeuten. Ist also Ep ein charak- 

teristisches Integralelement, so gilt 

RgCp<( 1 + P)m. 

Da Ep ein gewöhnliches Integralelement ist, also mindestens ein reguläres Integralelement 

Ep_x enthält, ist dabei 

Rg Cp > pm. 

Die Gleichungen, welche die lineare Abhängigkeit der Zeilen der Matrix Cp ausdrücken, 

gehören zum „charakteristischen System“. Wir verwenden dabei diesen Begriff in einem 

allgemeineren Sinn und verstehen darunter nicht nur das assoziierte System des abge- 

schlossenen Differenti alsystems. 

Haben die Gin. (I, 6, 7) des Polarsystems keine lineare Beziehung zwischen den dxv 

zur Folge, so können wir uns auf die Untersuchung der reduzierten Matrix 

(1.9) 

an Stelle der Matrix Cp beschränken. Wir nehmen deshalb an 

Voraussetzung III: Für die /-dimensionalen gewöhnlichen Integralelemente, 

1 < p < n, deren Integralpunkte in U liegen, sei Rg C'p = Rg Cp. 

Wir betrachten dementsprechend zunächst nur die Projektion des Ep bestimmenden 

Vektorgebildes in den (P)-Raum. Diese Projektion ist /-dimensional infolge Vorausset- 

zung III. 
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Damit nun für die (l -\-p)m X (l -\-n)m Matrix Cp 

Rg C'p < (i +p)m 

gilt, ist infolge der getroffenen Voraussetzungen und der Struktur der Matrix Cp notwen- 

dig und hinreichend, daß ein vom Nullvektor verschiedener Zeilenvektor 

<?àt kr,) 

existiert, der bei Linksmultiplikation an C'p 

l‘a-Aöt -(- krxe
r

xö
xx" = o 

bzw. 

/' a?kdt + kkXö
x xv = o (I, 10) 

ergibt, dt ist ein Proportionalitätsfaktor. Gl. (I, io) muß für jeden Index k und v 

gelten. Dabei können nicht alle l’öt gleich Null sein, sonst würde bei von Null verschie- 

denen krX eine lineare Abhängigkeit der bxx* bestehen. Ebenso können nicht alle krX 

gleich Null sein, weil dann bei von Null verschiedenen /' die Voraussetzung 11 a Rg (a/k) = m 

nicht erfüllt wäre. Gehören demnach die Koordinaten öxxv zu p Vektoren, die ein charakte- 

ristisches Integralelement Ep bestimmen, so folgt aus den Gin. (I, 10) notwendig, daß für 

jeden festen Index k und alle (/-|-i)-tupel (va) der Indizes v die Determinanten 

I ïa\\ bxx’° I = o (I,ii) 

sind. Dabei ist va Zeilenindex, a — O, l, 2, .. .,p, und A Spaltenindex für p der/+i Spalten. 

Bilden wir aus den Koordinaten öxx” die (nicht alle verschwindenden) GRASSMANNschen 

homogenen Koordinaten des durch die Vektoren (ôxxr), A = l, 2, . . p, gegebenen ein- 

fachen /-Vektors, 

y I àxx?° I , a = 1,2,.../, 

so kann man für die Gin. (I, n) schreiben: 

/’ I (— i)BaS- /0-v.Vi-V = o. (I, 12) 
I a = 0 

Die Gin. (I, 12) gelten für jeden Index k, stellen also ein lineares homogenes Gleichungs- 

system für die 1‘ dar. Andererseits muß (I, 12) für alle (/+ i)-tupel der Indizes v gelten. 

Die /'sind also gemeinsame Lösungen aller derartigen Gleichungssysteme (I, 12). Für 

nichttriviale /' müssen also alle w-reihigen Determinanten 

z (-o0*;* 
er = 0 

(I. 13) 

sein (* ist Zeilen-, k Spaltenindex). Sind nun die Gin. (I, 13) erfüllt und Größen /' aus den 

Gin. (I, 12) bestimmt, so folgt weiter aus den Gin. (I, 10) für jeden festen Index k und K 

(x = 1, 2, . . .,/): 

k,: öt = I ô1 xVa Ô2 xr°. . . Ô*- Ïat
n

kb
x + r xv°. . . bpxv°\ öxx’a I CI. H) 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Albrecht) 2 
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wobei für mindestens ein /-tupel (va) die Determinante 

\ö*xVa\ 4= o 

ist. Andernfalls wären diep Vektoren (öxxv) im (V)-Rau in linear abhängig. Für dieses 

/-tupel können nicht alle Determinanten 

I ö1xVa. . . x'° — l'aik 6*+lx'°. . . <yVa| 

verschwinden, da nach obiger Überlegung nicht alle kkk gleich Null sind. 

Ist umgekehrt ein System von (n+
p
v) schiefsymmetrischen Größen ylh'ßt gegeben, 

die im (V^-Raum einen einfachen /-Vektor bestimmen (für / > 1, n^> 2 also die 

PLÜCKERschen Beziehungen erfüllen), der die Projektion eines ein gewöhnliches Integral- 

element bestimmenden einfachen /»-Vektors im (xv, ?/,/f)-Raum ist, sind diey^1 ^ 

weiterhin Eigenwerte der linearen Polynommatrizen 

(i1 (I, 15) 

mit den Unbestimmten rf"Ml '• • , so daß aus den Gin. (I, 12) gemeinsame Lösungen /' be- 

stimmt werden können, so ist das Integralelement ^charakteristisch. Denn wir können 

aus den y11’/'2• • • ^ die Koordinaten à1 xv von p Vektoren bestimmen, die den einfachen 

/-Vektor im (V)-Raum aufspannen, und aus den Gin. (I, 14) Größen kix ermitteln, so daß 

die Beziehungen (I, 10) gelten. Damit haben wir folgendes Ergebnis: 

Satz 1 : Gelten für das abgeschlossene Differentialsystem (I, 1, 2, 3, 4) die Voraussetzun- 

gen I, lia und III, ist der Charakter sp = m und Ep ein gewöhnliches /-dimensionales 

Integralelement, 1 </ < n, so ist Ep dann und nur dann charakteristisch, wenn 

a) die Koordinaten der Projektion des Ep bestimmenden einfachen /-Vek- 

tors in den (V)-Raurn Eigenwerte der Polynommatrizen (I, 15) sind, 

b) gemeinsame Lösungen l' der Gin. (I, 12) existieren. 

II. DER FALL, DASS CHARAKTERISTISCHE 

INTEGRALLINIEN-ELEMENTE MIT EINEM VOLLSTÄNDIGEN 

SYSTEM VON LINKSEIGEN VEKTOREN 

EXISTIEREN 

Während im vorhergehenden ganz allgemein die Bedingungen ermittelt wurden, die 

notwendig und hinreichend sind, daß ein/-dimensionales gewöhnliches Integralelement Ep 

charakteristisch ist, wenden wir uns nun dem Spezialfall zu, der im Rahmen dieser Arbeit 

hauptsächlich interessiert. Wir gehen von folgender Frage aus: Wie lauten die notwendigen 

und hinreichenden Bedingungen, daß im Integralpunkt Z?0 unter Berücksichtigung ihrer 

eventuellen Vielfachheit m eindimensionale charakteristische Integralelemente E^, 

j — 1,2, . . m, existieren, zu denen ein System von m linear unabhängigen Zeilenvekto- 

ren (/’•) gehört ? 
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Wir haben also/» = l und schreiben für die E(p bestimmenden Koordinaten 

O”, u\p\; öu)x\ 0U) u\ dU)pf) 

und den zugehörigen linksmultiplikativen Zeilenvektor 

(Jj à t kjr). 

Nach (I, 10) gilt dann für jeden Index/für ein charakteristisches Integrallinienelement Ep 

(II, i) 

mit nicht sämtlich verschwindenden kjr , woraus entsprechend (I, 14) die Proportionen 

d. h. die /j sind gemeinsame Lösungen der Systeme (II, 3) für alle Indexpaare (p, v). Des' 

halb müssen entsprechend (I, 15) die ö^x1* Eigenwerte der Polynommatrizen 

sein. Weiterhin wird nun verlangt, daß zu diesen Eigenwerten ein vollständiges System 

von Linkseigenvektoren (/j) gehört. 

Wir zählen zunächst die Anzahl der den Koeffizienten ajk auferlegten Bedingungen : Bei 

festem Index/hat das Bestehen der Gin. (II, 2) (m — 1 )n Beziehungen zur Folge. Da aber 

m — 1 dieser Verhältnisse ohne Bedingungen für die a-k erfüllt sind, müssen die Koeffi- 

zienten 

bzw. ein System mit nur zwei unabh ängigen Veränderlichen x°, x1 (siehe auch [3]). 

Wir wollen nun weiter den Index v = o auszeichnen und an Stelle von Voraussetzung 

IIa fordern 

Voraussetzung 11b: In U sei die Determinante |a°ik\ =)= o. 

Dann ist der Charakter = m, wie aus dem Rang der Matrix 

bzw. 

(II, 2) 

folgen. Die Gin. (I, 12) lauten hier also 

4 {<,%•) V J = o, CH, 3) 

(m —i)(«-—- l) 

Bedingungen erfüllen, also keine für den Fall einer einzigen Gleichung 

/ (xp, tt, pv) = o 
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für ein Integrallinienelement mit öx? = o folgt, und wir können uns bezüglich der ö^x” auf 

das Eigenwertproblem für die Matrizen 

(flit V“ — <k Vo) 

beschränken und für jeden Index j 

= 6x° =b o 

annehmen. Andernfalls wäre 

woraus wegen \afk \ =f= o stets à(j)x
v — o folgen würde. Deshalb genügt es, die inhomo- 

genen linearen Polynommatrizen 

(II. 4) 

mit der zu (af^) inversen Matrix (a’r) und mit den Eigenwerten 

zu betrachten. Es gibt bekanntlich genau dann zu jeder der Matrizen (II, 4) m linear 

unabhängige Linkseigenvektoren, wenn diese Matrizen nur lineare Elementarteiler be- 

sitzen und in diesem Falle gemeinsame Linkseigenvektoren genau dann, wenn 

ist für alle Paare von Indizes v, fi [19]. 

Unter der Annahme, daß also für m charakteristische Linienelemente und m linear un- 

abhängige gemeinsame Linkseigenvektoren (/j) die Gin. (II, 1) gelten, wollen wir nun auch 

die übrigen, nach Voraussetzung III bestehenden Beziehungen zwischen den Koeffizien- 

ten der Gleichungen des Systems (I, 6, 7) angeben. Die Matrix (I, 8) dieses Systems ist in 

unserem Falle für dasy-te charakteristische Integrallinienelement Eff* 

Bei Multiplikation der Matrix C[j) von links mit dem Zeilenvektor (Jj- èt kjr) müssen also 

außer den Gin. (II, 1) die Gleichungen 

gelten für jeden Index v. Durch Umformung mittels der Beziehungen (II, 2) erhält man 

hieraus 

(II. 5) 

(II, 6) 

Aus (II, 6) folgt speziell für fi — o 

^îkàU)p
k

v + l) b iv à x* = 0. (II. 7^ 
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Gelten also die Gin. (II, 2) und (II, 7), so bestehen auch die für ein charakteristisches Inte- 

grallinienelement E({} notwendigen Beziehungen 

l) <k à(j) pt + lj t>iv ô(/, xp = o, (II, 8) 

da für E^p als Integrallinienelement infolge der Gin. (I, 3) sogar jeder Koeffizient der 

l) in dieser Gleichung Null ist. 
Wir haben im Bisherigen alle Beziehungen für den festen Integralpunkt E$ aufgestellt. 

Nun sehen wir von dieser Bedingung ab und verlangen 

Voraussetzung IV: In U sollen die Matrizen (II, 4) für alle Indizes fx, fx > 1, nur 

reelle Eigenwerte Afo mit einem System von m linear unabhängigen gemeinsamen Links- 

eigenvektoren (lj) besitzen und die Afc und 1‘- als Funktionen der x”, uk, pk
v stetig sein und 

stetige partielle Ableitungen erster Ordnung bezüglich aller dieser Veränderlichen haben. 

Daß die Afo als Wurzeln der charakteristischen Gleichungen der Matrizen (II, 4) endlich 

sind, folgt schon aus Voraussetzung IIb. Infolge Voraussetzung IV können wir für jeden 

Index k 

/'. a’1, 
in   j tk 

U) ~ Pa0 

V “tk 

(II, 9) 

setzen. Jedes charakteristische Integrallinienelement EPp mit einem in U liegenden Inte- 

gralpunkt muß dann nach (II, 2) dem System 

dx* = Afo dx°, = 1, (II, 10) 

genügen. 

Verstehen wir unter dx 
8x” 

n-\-i unbestimmte Größen, so folgt aus Voraussetzung IV 

(Gin. [II, 9]), daß die Determinante &X 
8xv in der Form 

» <>X 
dxv II ' 

dX 
Sxv 

geschrieben werden kann, wie sich aus 

»■ V dx L .• a- b dxv 
Ji n 0 3 » 
h aik K(j) QXV 

(II, 11) 

infolge \lj\ =j= o in U ergibt. 

Nun möge durch die stetig differenzierbaren Funktionen 

uk = fxk (xP), pt = nt (xP) 

eine in U gelegene (n -j- i)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit 3)? des Systems (1,1,2, 3,4) 

dargestellt werden, welche infolge Voraussetzung IV in allen ihren Punkten den Gin. 

(II, 10) genügende charakteristische Integrallinienelemente E(p 
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O”, uk, pk
v ; öu)x

p, öU)U
l, àu)p

k
v) 

hat. Sind dann X(j) OO Funktionen mit der Eigenschaft, daß die partiellen Ableitungen 
fl Y( 

-g-, Komponenten eines Normalenvektors zu (ö^xv) sind, dann gilt 

8X(j) 
8 x” 

o 

für jeden Index k, bzw. 

Also ist für jeden Index/ 

AU) 
8 XU) 
8 xv O. 

rv 
8X{j) 

'ik 8xv — o. 

Umgekehrt können wir auf 50? die durch Nullsetzen der rechten Seite von Gl. (II, n) er- 

haltenen Gleichungen 

3 ” 
U) 8xv = o (II, 12) 

als lineare homogene partielle Differentialgleichungen erster Ordnung für derartige Funk- 

tionen %(■) auffassen. Die Gin. (II, 12) stellen das zu den Gin. (II, 10) adjungierte System 

partieller Differentialgleichungen erster Ordnung dar. 

Die Reduzibilität der Determinante 
8 % 
8 xv nach Gl. (II, 11) ist zwar notwendig, 

aber natürlich nicht hinreichend für die Existenz von m linear unabhängigen Linkseigen- 

vektoren (/'•). 

Satz 2: Gelten für das Differentialsystem (I, 1, 2, 3, 4) die Voraussetzungen I, IIb, III, 

so hat eine in U gelegene (n-\- i)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit 59Î dann und nur 

dann in jedem ihrer Punkte charakteristische Integrallinienelemente mit m linear un- 

abhängigen Linkseigenvektoren (/■), wenn in jedem solchen Punkt 

a) die Matrizen (II, 4) nur reelle Eigenwerte Äfa und nur lineare Elementarteiler haben, 

b) die Vertauschbarkeitsbeziehungen (II, 5) gelten. Letztere haben (m — 1 )(n—l) 

Bedingungen für die Koeffizienten ajk zur Folge. Auf 5J? genügt dann das Feld der 

charakteristischen Richtungen im (V)-Raum den Systemen gewöhnlicher Differential- 

gleichungen (II, 10), und die Determinante a/k 
8jç_ 

8xr , als Polynom in den ?z -j- 1 Unbestimm- 

fl 3 y • • 

ten —— aufgefaßt, ist reduzibel und zerfällt in m in —— lineare Faktoren, die einzeln 
8xv s 8xv 

nullgesetzt die zu den Systemen (II, 10) adjungierten partiellen Differentialgleichungen 

erster Ordnung darstellen. 
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III. QUASILINEARE SYSTEME 

Wir nehmen nun an, daß diefi ein quasilineares System bilden, 

fi = <k pt + K = o, 

ah = aik (*", «0, Pi = Pi (pP, u
l), 

(III, 1) 

der im vorigen Kapitel betrachtete Spezialfall vorliegt und die angegebenen Vorausset- 

zungen einschließlich Voraussetzung IV gelten. Wir gehen von den Gin. (III, l) zu den 

Gleichungen 

und erhalten daraus zusammen mit Gin. (II, io) infolge der Gin. (I, 2) als Differential- 

gleichungen für charakteristische Integrallinienelemente 

zusammen mit der Gl. (III, 2) betrachtet und als unbeschränkt integrabel vorausgesetzt. 

Wir stellen diese Forderung nicht und behandeln zunächst den allgemeinen Fall, später in 

Kapitel VI den Fall, daß sich die Ausdrücke /j afk duk durch ein vollständiges Differential 

darstellen lassen, was zu beträchtlichen Vereinfachungen führt. 

Wir ersetzen die Gin. (I, 1, 3) durch andere und betrachten von jetzt an als zu integrie- 

rendes System 

l)fi = l)<kPt + l’Pi = o 

über. Unter Berücksichtigung der Gin. (II, 9) können wir schreiben 

i) Pt + i)Pi = i)*?kK)Pt +l)hi 

l) a?k pt dxv + l) hi dx° = o 

bzw. 

l'j at°t duk + lj hi dx° — o. (III, 2) 

In der FlAMBURGERSchen Theorie werden für jeden Index j das System der Gin. (II, 10) 

Fj = AJk pt + Hj = o, 

duk — pk dx* — o, 

AJk dpt + Bj. dxv = o, 

dpt A dxv = o, 

(HI, 3) 

(111,4) 

(HI, 5) 

(HI, 6) 

wobei zur Abkürzung 

gesetzt ist. Infolge der quasilinearen Gin. (III, 1) sind die /j-ebenfalls als von den pt un- 

abhängig anzunehmen. Verwenden wir nun die Formeln des Kapitels II für dieses System 

(III, 3, 4, 5, 6), so können in diesen Formeln die /j- gleich Eins gesetzt werden. 
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Dann führen wir in U durch die Substitutionen 

P — A 
0
 f)k 

*jv — Sijk Pv (HI, 7) 

an Stelle der p* die neuen Veränderlichen PJV ein. Die Ajk sind von den pk unabhängig, 

also sind die Substitutionen (III, 7) linear. Ferner ist die Determinante 

\ — I ? I \ aik\ + °i 

also lassen sich die pk eindeutig aus den PJV bestimmen. 

Das j-te Integrallinienelement E({) muß nun einerseits die Gin. (II, 10) erfüllen: 

dxv = AJ, (xP, uk) dx°. 

Ferner muß es wegen der Gin. (III, 4) die Gleichungen 

duk — pk AJ) dx° 

befriedigen. Nach Substitution der pk mittels (III, 7) setzen wir hierfür 

duk = 0*, (xP, ul, P,J dXo 

und zur Abkürzung 

®0) = 
<pl- 

Schließlich muß das Element E({^ infolge der Gin. (II, 7) die Gleichungen 

dpt = — Bjv dx° 

erfüllen. Damit folgt aus (III, 7) 

dPjv = dA%pk
v + A% dpt = j( 

8A° 8A? 
  J * _J_ J 

8x** äu‘ 

Nach Substitution der p\ mittels (III, 7) schreiben wir hierfür 

dPjv = nk, /%) dxP. 

(j) Pv — £jdx°. 

Wir haben damit ein System von 2 n -f- m + 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen, dem 

die Koordinaten des charakteristischen Integralelements E^ genügen müssen : 

dxv = VU) dx°, (III, 8) 

duj = & dx°, (III, 9) 

duk = dx°, k 4= j, (III, 9a) 

dPjv = xPjv dx°. (III, 10) 

Wir nehmen dabei an, daß der Koeffizient Ajj =j= o ist, was bei geeigneter Indizierung 

stets zu erreichen ist. Der wesentliche Vorteil des quasilinearen Systems (III, 3) liegt in der 

Möglichkeit zur Herstellung der Differentialgleichungen (III, 10) mittels der bezüglich der 

p\ linearen Substitution (III, 7). 
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Wir bemerken noch, daß die Gin. (III, 3) mit 

A 

\j) 

jk 

A? jk 

m unabhängige lineare Beziehungen zwischen den Pjy darstellen: 

= o. (III, 11) 

IV. EXISTENZ UND UNITÄT DER LÖSUNGEN DES SYSTEMS 

(III, 8, 9, 10) 

Wir geben für das abgeschlossene Differentialsystem des Systems quasilinearer Gleichun- 

gen (III, 1,4) eine n-dimensionale Integralmannigfaltigkeit vor und zeigen, daß mit den 

hierdurch festgelegten Anfangswerten unter gewissen Voraussetzungen das System der 

Gleichungen (III, 8, 9, 10) in einer Umgebung dieser Mannigfaltigkeit eine eindeutig 

bestimmte Lösung hat. Hierzu betrachten wir ein äquivalentes System von Integral- 

gleichungen. Für dieses wird die Existenz einer Lösung mittels eines Iterations- 

verfahrens vom PiCARDschen Typ bewiesen, das von R. COURANT und P. LAX für den 

Fall zweier unabhängiger Veränderlicher eingeführt wurde [13], mit einer gegenüber der 

dortigen abgeänderten Beweisführung. 

Im folgenden gehen die Indizes x, X, pi, v von o bis n, die Indizes Q, CS, T von 1 bis n. 

Unter „const“ wird in diesem Kapitel jeweils eine positive Konstante verstanden (nicht 

notwendig in jedem Falle die gleiche). Ferner verwenden wir folgende Bezeichnungen: 

95 (***) G Cr in einem Bereich 

heißt, sämtliche partiellen Ableitungen der Funktion cp (x1“) von der Ordnung r bezüg- 

lich aller Veränderlichen V existieren im betrachteten Bereich und sind dort stetig. 

<p (V, ÿ) G Lip [*''] in einem Bereich 

heißt, die Funktion cp (x**, yv) erfüllt im betrachteten Bereich der xf, yv eine LIPSCHITZ- 

bedingung (abgekürzt: Lip.-Bed.) mit einer einheitlichen LiPSCHiTzkonstanten (abgekürzt: 

Lip.-Konst.) bezüglich deraA Schließlich soll die Schreibweise [^(V1,ÿ)]Qnty» bedeuten: 

[<p (V“, y)]GM, j,v) = cp (V*, /) . 

Weiter verwenden wir das fast selbstverständliche 

LEMMA 1 : Im Bereich Bx der x** gelte für die Funktionen <pl (xf‘): 

cp' OO G Lip [V1] 

mit je einer Lip.-Konst. klt ferner | <pl | < Mn o < Mr Dann ist in Bx 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Albrecht) 3 
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m m 

a) Ik, eine Lip.-Konst, für die Funktion £ cp1 (x11), 
/= 1 1=1 

m m k ■ m 

b) 13 M[ £ ~rr eine Lip.-Konst, für die Funktion JJ cp1 (xP). 
/=i , = i Mi 1=1 

Im Bereich Bu der ul gelte für die Funktion ip (ul) : 

tp (ul) E Lip [u1] 

mit einer Lip.-Konst. K. Für (xE) E Bx sei (tp1 (V*)) E Bu. Dann ist in Bx 

m 

c) K £ kj eine Lip.-Konst, für die Funktion \p (cp1 (xß)) . 
i= 1 

Die Beweise verlaufen ähnlich wie entsprechende bekannte Stetigkeitsbeweise. Ferner 

benötigen wir 

LEMMA 2: Besitzen die Funktionen einer Funktionenmenge in einem konvexen Bereich 

gleichartig beschränkte stetige partielle Ableitungen erster Ordnung bezüglich aller ihrer 

Veränderlichen, so erfüllen die Funktionen der Menge in diesem Bereich eine gleichartige 

Lip.-Bed.. 

Gleichartig beschränkt soll hierbei heißen, es gibt eine gemeinsame Schranke für die 

Ableitungen aller Funktionen der Menge, gleichartige Lip.-Bed. soll heißen, es gibt eine 

gemeinsame Lip.-Konst, für alle Funktionen der Menge. Lemma 2 folgt aus dem Mittel- 

wertsatz. 

Nun geben wir eine n-dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit vor, und zwar zur Verein- 

fachung der Darstellung und ohne wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit auf der 

Hyperebene x° — o des (V)-Raumes : 

Im Bereich 

I xe < Sx , Sx = const, 

seien m beliebige reelle Funktionen 

gegeben. Wir setzen 

«$(*•) G C2 (IV, i) 

Wir nehmen nun weiter an, daß die Funktionen F} (x
v, uk,p[|) für alle Werte-(« + i)-tupel 

(o, xP), I Xe \ < Sx, und für die zugehörigen Werte 

uk = ul (**) , pl = pl o (**) 

durch reelle Werteplo (x6) annulliert werden: 

Fj (o, xe, ul (Xe), pU (x6)) = o. 

Jedes solche Wertesystem 

(o, xe, ul (Xe), pt0(xe)) 

soll einen Integralpunkt E0 darstellen mit einer Umgebung 

U (o, xe, ul(xQ), pl0 (Xe)) , 
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in der für das ursprüngliche System (III, 1) die Voraussetzungen I, IIb, III und IV gel- 

ten, so daß diese Voraussetzungen auch im Gebiet 

®= U u(o,**, **(*«),AV**)) 
MSü, 

erfüllt sind. Wir können dann die Gin. (III, 3) nach den pg auflösen und erhalten 

Po = 9>*(V, M',A), 

PooM = <pk (o, v, u‘0 (x
e),pi

a0(x
e)). 

Dann führen wir in @ die Substitutionen (III, 7) durch, 

Pjv = A)k(x\u‘)p1 

und setzen 

Pj, 0 (**) = A% (o, V, u‘0 (x^)) pU (Xe). 

Infolge der Voraussetzungen I, IIb und IV sind in @ 

Wegen 

ist also in diesem Bereich auch 

<pk(x", u\ fa) e c1, A)k(x\ u1) e c1. 

u'g (x6) Ç.C2 in \xe\ < Sx 

pioo(xe)ec\ pir0(xe)ecl. 

Wir verlangen, daß für | Xe | < Sx 

à Pkvo(-r°) 

Sx” 
E Lip [xQ] (IV, 2) 

gilt. 

Wir definieren folgende abgeschlossene konvexe Bereiche : 

Bereich X: Für o < x° < <5, <5 = const, sei \xe | <~ Sx — x°, Sx = const, S^ô < Sx, 

Q — 1,2,n, wobei Sx die bereits eingeführte positive Konstante ist. 

Bereich U (xP) : Für (xv) Ç X sei | uk — uQ (Xe) | < Su, Su = const, k = 1, 2,m . 

Bereich P (x?)\ Für (V) £ X sei | Pkv-—Pkv0 (xP)\ < SP, SP = const, k — 1, 2,. .. m, 

v = o, 1 

Die Vereinigungen 

U(X) = U P(X) = U P(x*) 
(*v) c x (xv) e x 

sind infolge der Abgeschlossenheit vonX selbst abgeschlossen. Ist ©* das Bildgebiet von @ 

bei den Substitutionen (III, 7), so sollen die Konstanten Ô, Su, SP so gewählt sein, daß 

der abgeschlossene Bereich X X U (X) X P (X) Teilbereich von <3* ist. Weiter gelte für 

die in den Gin. (III, 8, 9, 10) auftretenden Funktionen die 
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Voraussetzung V: In @* seien für die Funktionen X^ioP, uk) die partiellen Ab- 

leitungen erster Ordnung G Lip [x'1, uk\, ferner seien die Funktionen <PJ (x'\ uk, Piß), 

Wjv (A, uk, Pitl) G C1, ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung G Lip [A, uk, Pk\ 
Folglich sind diese Funktionen und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung im ab- 

geschlossenen Teilbereich X X U (X) X P (X) von @* stetig und beschränkt. Wir können 

deshalb bei passender Wahl von ô in diesem Bereich 

I K) I < SA. I & I < I Vj, I < ^ (IV, 3) 

mit S0 = const, S# <5 < Su, Sw = const, ô < SP setzen. 

Wir betrachten nun eine Familie stetiger reeller Funktionen (x°, vj (!''), Qjv (|fl) 

von x° und von Parametern f'* mit folgenden Eigenschaften: Für 

o < A < |», (£•) EX, 

gilt für die Funktion 

(a) y'U) (A, P): 

a) Für *° = |° ist yfo (|°, |") = 

ß) b<$)| < Sx-Sx A = A. 
SyP 

y) y’j) G Cx bezüglich der l'', ist gleichartig beschränkt. 

<5) G Lip [x°, £*] gleichartig. 

(b) 

a) Für |° = o ist iP (o, Ie) = u{ (Ie). 

ß) |^(|°, I < s„. 
• d vi 

y) v’ G C1, ist gleichartig beschränkt. 

dvJ 

à) jÿr G Lip [|x] gleichartig. 

(c) Q-, (AA): 

a) Für |° = o ist Qjv (o, Ie) = P-v0 (I
e) . 

ß) I Qj. (?, A - Pjv o (Ie) I < -V 
g ç 

y) ô/* G C1, ■ ~x~/v ■ ist gleichartig beschränkt. J G 

à) G Lip [|x] gleichartig. 

Dabei sind im Bereich X zu bildende Grenzwerte auf in X liegenden Punktfolgen auszu- 

führen. Auf |° = o, I Ie I = Sx erklären wir die unter y) geforderten partiellen Ableitungen 
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nach |° durch die Grenzwerte der entsprechenden partiellen Ableitungen für | Ie | <C Sx. 

Diese Grenzwerte existieren infolge der aus ô) folgenden gleichmäßigen Stetigkeit der 

partiellen Ableitungen, sind stetig, gleichartig beschränkt und G Lip [!*] gleichartig. 

Ein m (n + i)-tupel von Funktionen y(V (j—i,2,...m,v = o,\,2,...n), ein m-tu- 

pel von Funktionen vJ (j = l, 2, ... m) und ein m (n + i)-tupel von Funktionen QJV (J = 

1,2, . . . m, v = o, 1,2, n) fassen wir zusammen zu einem Funktionenvektor 

/ y’j) 

f (x°, I") = I vJ 

\QjV 

Derartige Funktionenvektoren betrachten wir als Elemente eines Raumes g, die durch 

lineare Operationen aus diesen Funktionenvektoren gebildeten Funktionenvektoren als 

Elemente eines Raumes, der 5 als Unterraum enthält. In diesem Raum definieren wir 

als Norm eines Elements das Maximum des absoluten Betrages der Komponenten des 

Funktionenvektors für o < x° < |°, (f") G X. Infolge (IV, l, 2) ist 

I X° \ 
f 

fo(*°.r) x0 

Ie 

ui er) 
\ Pjvo(?)J 

(IV, 4) 

Element von %. 

Der Raum 5 ist dann vollständig: Für eine Folge IM von Vektoren f, G r = i, 2, . .., 

folgt aus 

lim II f, — f„ H = o 
s, r~* oo 

wegen der benützten Normierung die gleichmäßige Konvergenz der Komponentenfunk- 

tionen der Vektoren fr gegen die Komponentenfunktionen eines Funktionenvektors g im 

abgeschlossenen Bereich o < x° < |°, (l'') G X. Wir zeigen, daß g G S ist. Zunächst sind 

die Komponenten von g als Grenzfunktionen einer gleichmäßig konvergenten Folge ste- 

tiger Funktionen selbst stetig. Weiter erfüllen diese Grenzfunktionen die Bedingungen 

a): Denn jede Folgefunktion hat für x° = |° bzw. |° = o den vom Folgeindex unabhängi- 

gen Wert I" bzw. u{ (Ie) oder Pj v0 (I
e), also gilt dies auch für die betreffende Grenzfunk- 

tion. 

ß): Da die Bereiche X, U (Ie), P (Ie) abgeschlossen sind, liegen auch die Wertevorräte der 

Grenzfunktionen in diesen Bereichen, ist stets gleich x°. 

y, Ô): Alle Folgefunktionen besitzen stetige, gleichartig beschränkte partielle Ableitungen 

nach den !'*, die eine Lip.-Bed. mit einer gleichartigen Lip.-Konst, erfüllen und deshalb 

sogar gleichartig stetig sind. Damit folgt aus dem ARZELAschen Satz die Existenz einer 

Teilfolge der Folge jfr}, so daß die partiellen Ableitungen nach den !" der Komponenten- 
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funktionen der Vektoren dieser Teilfolge gleichmäßig konvergieren. Ihre Grenzfunktionen 

stellen dann die entsprechenden partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen von 

g dar. Diese haben somit stetige partielle Ableitungen nach den f'', für die dieselben gleich- 

artigen Schranken und Lip.-Konst, wie für die Folgefunktionen gelten, da gleichartige 

Schranken und Lip.-Konst, beim Grenzübergang bestehenbleiben. 

Auf die Komponentenfunktionen jyJ), v1, QJV eines Vektors f G S üben wir nun folgende 

Integraltransformationen aus: 

*ù) (*°. f") = r + J K) b(*> (f, rx v* (y& (t, r»] dt, (IV, s) 

«^'(D = < [*& (o, r)] + j & [>& (t, r), «* r», , & r»] dt, (iv, 6) 
o 

Rjv <n = K) (o, r)]+1 [To-, (*, n, (*;> (*, n), QM» V, r»] dt, (iv, 7) 

mit o < x° < f° < ö, (!'') ET und der Integrationsveränderlichen t. Wir haben also in 

den Funktionen 

rU) (v, uk), &(*-, «*, />,,), Wj, (v, «*, Aj 

der Gin. (III, 8, 9, 10) für 

** = TÔ-) (/, r) ,«*=»* (TÔ-) (/, r)), AA = ö« (wo-) (A D) 

und dabei wieder für die Funktionen 

(IV, 8) 

»*(«, 0«(D (iv, 9) 
die Funktionen 

^(TO)(^^)). Q*x(yüi(t,n) 

gesetzt. Da im zugrunde gelegten Bereich ihrer Veränderlichen sowohl die Funktionen 

(IV, 8) als auch die Funktionen flV, 9) und die y*^ (t, I**) stetig sind, existieren die in die- 

sen Transformationen auftretenden Integrale und sind nach einem elementaren Satz stetige 

Funktionen von x° und den Die gleiche Aussage gilt dann jedenfalls für die Funktionen 

fV*, !'*). Für die Funktionen wJ (£ß), RJV (£**) werden wir sie später beweisen. Symbo- 

lisch schreiben wir für die Transformation (IV, 5, 6, 7) 

$ = T f 

mit dem Funktionenvektor 

Wir zeigen nun, daß h € § ist und die Funktionen *Ö) die Eigenschaften a) mit <5) der 

Funktioneny{y die Funktionen w-'bzw. RJV diejenigen der Funktionen tFbzw. Q v besitzen: 
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Ca) 
«) Für x° = |° ist z°(j) (i°, r) = r. 

/S) Infolge (IV, 3) gilt die Integralabschätzung 

I zfo (A D - f I < J I I dt < s, & - V), 
x° 

ferner ist Cf'*) G also 

Folglich ist 

I (v, r) I = I zfo (x°, n - ie + 1 < 5, (f° - *°) + 5, - 5, f° = 5 - 5, *0. 

Für v — o gilt wegen = 1 z^ = V\ 

y) Im abgeschlossenen Bereich X X V (X) haben die Funktionen A(y( (V*, w*) nach Voraus- 

setzung IV stetige, beschränkte partielle Ableitungen, die Funktionen y^) (x°, vk (ßß) 

haben stetige und gleichartig beschränkte partielle Ableitungen nach den f**. Also kann 

nach einem elementaren Satz in Gin. (IV, 5) unter dem Integralzeichen differenziert wer- 

den und wir erhalten für 

Dabei ist 

a : 
8z01 
dia 

1+ f dXIiL dt, 
J dia 

, Sz(j) v = 0, 0 T a : —VL 
* e d{° 

\^dt, 
J d£° d? 

sj!n_ 
d$° 

aA<J) 
di? dt—xfo (r,p*(n), 

V = O K) 
di* 

= o. 

(IV, 10) 

(IV, 11) 

(IV, 12) 

(iv, 13) 

dKj) O.pi (■?£■> (*"■ ?*))] 
di* I ev> Syfr di* 

(IV, 14) 

Nach bekannten Sätzen sind die Ableitungen (IV, 10, 11, 12) stetig in allen Veränderlichen 

x°, £** des zugrunde gelegten abgeschlossenen Bereiches. Nun sei in diesem Bereich 

max 
A _ o,i,...» 
v = 1,2, ... « 

und M eine gleichartige Schranke wie gefordert. Ferner ist nach Voraussetzung 

gleichartig beschränkt. Dann ist der Betrag der linken Seite von (IV, 14) 

8y [,)(**• n 
di* 

< M 

dvk ({*•) 

di” 

di* 
< 

dl 
(/) 

*yu U) 
+ 

dvk 

dvk 

U) 

sy*u) 
di* 
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gleichartig beschränkt, denn die endliche Summe endlich vieler Produkte gleichartig be- 

schränkter Glieder ist selbst gleichartig beschränkt. Außerdem ist im betrachteten abge- 

schlossenen Bereich der x*, uk, dem auch die Werte f“, vk (P) angehören, | AA (xx, uk) | be- 

schränkt. Also gilt infolge einer Integralabschätzung für die Gin. (IV, 10, 11, 12) 

dz, U) 
dp 

< const -f- const (|° — x°) < const -f- const • ô < M, 

falls M genügend groß und ô genügend klein gewählt wurde. Wesentlich dabei ist, daß 

die Konstante M nur in die mit ô multiplizierte Konstante const eingeht. 

S) (r) G X, (!'') G X seien zwei verschiedene Punkte, £° < f°, ferner sei x° G [o, f°], x° G 
[o, I0]. Dann gilt folgende Abschätzung: 

IK)] _rüwi < I^o)i 
I L J l ö£AJ(*°, fff) I L dp J(*°, {•>{») L 8p |(*0,f°.fe) 

, lpgü)i r^o)i 
L dp J (*», f«,ie) L dp J(*», £«. M 

+ 

|r^o-)i _[üü)1 
I L dp I(*°,f{e) L dp J (^0, 

Ist also gleichartig 

dzï,.. äz.\ der. 
e LiP [*°]. e LiP [5°]- -^r e uP [Ie], 

so ist auch gleichartig 

:A GLip[*°,«°, Ie]. 

Wir weisen im folgenden nach, daß jede der drei einzelnen Lip.-Bed. erfüllt ist. 

Für alle Ableitungen (IV, 10, 11, 12) gilt gleichartig 

e Lip [*»] : 

denn 

dzU)\ 
- dp 1 (J°,|°,f0) 

_ r^o)i 
L dp J(*»,fe) < const I x° —■ x°\, 

Î 
dV., p 
—^dt — 
dp îj 

^ = J 
a'p1 

dA/ -v 
0) dt 

l dp 

und 
dV(j) 

dp 
ist gleichartig beschränkt. 

Für das Folgende ist zu berücksichtigen, daß die Funktionen 

Afy) (r, ** (O) G LiP [11 gleichartig (IV, 15) 

sind. Denn es ist A(y) (x*, uk) G C1 für (xx) G X, (uk) G V (X). Ferner ist in X (vk (£*)) 

G U (X), vk (£*) G G1 mit gleichartig beschränkten Ableitungen. Also ist nach Lemma 2 

(r, (D) G Lip [n gleichartig. 
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Weiter sind die Funktionen (IV, 14) 

dXu) boo (*°- 
dp 

G Lip [f'4] gleichartig. 

Denn nach Voraussetzung V sind die Ableitungen 

»Afo (*",**) SA'.jCV, «*) 

3** dnk G Lip [#*, 

(IV, 16) 

im Gebiet @*. Ferner ist für (l'4) GW 

(^■))GW, ^{y^))eU{y^) 

und y*j) (x°, £f‘) G C1 mit gleichartig beschränkten partiellen Ableitungen, also nach 

Lemma 2 

PU) (*°. O G Lip [£"] gleichartig; 

ebenso ist vk (f*) G C1 mit gleichartig beschränkten partiellen Ableitungen und 

vk (£*) G Lip [£*] gleichartig. 

Schließlich ist nach Voraussetzung 

H 
G Lip [f'4] gleichartig 

mit einer Lip.-Konst. K und 

dvk (p) 
Sp € Lip [£*] gleichartig. 

Damit gilt (IV, 16) infolge Lemma 1. 

Weiterhin ist gleichartig 

fei "-fei * J L dp J(|", f«) J i dp J (t». \Q) 
< 

rrifei dt+r\\i%L\ _ML1 J L dp J(J°.|e> 
al ^ J [_ dp J({°.^) L dp J<{°. f«) 

dt < 

< (const. const • ô) (|° — £°) , (IV, 17) 

da der Betrag des Integranden im ersten Integral der rechten Seite gleichartig beschränkt 

ist und für den Integranden des zweiten Integrals Beziehung (IV, 16) gilt. 
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C>*(2\ 

Aus (IV, 15, 16, 17) folgt endlich —— - G Lip [f°] gleichartig: 
8$Ä 

IP a 11* 1 — [ 1 I < (const + const • ô) (|° — P) , 

8z?.. 
und 0) 

dp G Lip [f®] gleichartig: 

;[ K» I r ^ö)i 
|L 8p ](x\ f, |e) L dp J(,». f». f®) 

< (const -f- const • 8) max j | p — p |}. 
Q - 1,2,...« 

Wesentlich dabei ist, daß die gleichartige Lip.-Konst. K nur in die mit ô multiplizierten 

Konstanten const eingeht. Somit ist 

dz" 
G Lip [*», I», P] 

mit der gleichartigen Lip.-Konst. K, falls K genügend groß und (5 genügend klein gewählt 

wurde. 

Damit ist gezeigt, daß die Funktionen ZU) (*°> O zur Familie der Funktionen yfa (x°,P) 
gehören. 

Aus diesem Ergebnis folgt nun sofort, daß die Funktionen w7 (P‘) und R-r (P) der Gin. 

(IV, 6, 7) stetige Funktionen ihrer sämtlichen Veränderlichen sind: Für die in den 

Gin. (IV, 6, 7) auftretenden Integrale haben wir uns dies bereits überlegt. Nun sind die 

u£ (P), Pjv0 (Xe) stetige Funktionen der Xe für | Xe | < Sx, die zfa (o, P) stetige Funktionen 
der P in X und | zfa | < Sx, also sind die w1 (P) und RJV (P) stetige Funktionen der P 
inX. Im folgenden zeigen wir, daß die Funktionen wJ (P) zur Familie der Funktionen 

vJ (P), die Funktionen RJV (P) zur Familie der Funktionen Q -r (P) gehören und die hier- 

für unter à) mit ô) angegebenen Bedingungen erfüllt sind : 

(b) 

a) Für P = o ist w1 (o, P) — u}
0 (P). 

ß) Es ist 

I uß (P, P) - ui (P) I < I wi (P, P) - ui (ze
y, (o, P)) I + I ui (zfa (o, P)) - ui (P) I. 

Infolge (IV, 3) erhält man 

ItiR (P, P) - ui (zfa (o, P)) I < / I 0’\ dt < S* à . 
0 

Ferner sind die Funktionen UQ (xe) G C1 im Bereich | xe | < Sx, also auch (Xe) G Lip [V] 

in diesem Bereich. Deshalb ist 

I ui (zfa (o, P)) — ui (P) I < const • max {| zfa (0, P) — P |} < const • Sxô. 
Q »■ 1,2,... n 

Damit gilt 

I wj (P, P) — K (P) I < S* <5 + const • S,ô < Su , 

falls ô genügend klein gewählt wurde. 
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y) Im abgeschlossenen Bereich ihrer Veränderlichen haben die Funktionen (x°) 

stetige, beschränkte partielle Ableitungen nach den Xe, die Funktionen z^) (o, f'') stetige, 

gleichartig beschränkte partielle Ableitungen nach den und es ist ] z^) (o, f'‘) | < Sx. 

Deshalb ist in X u{ \sfa (o, f'')] £ C1 mit gleichartig beschränkten partiellen Ableitungen 

nach den P‘. Weiter haben die Funktionen <A; (X
K, uk, Pk^) im abgeschlossenen Bereich 

X X U(X) X P(X) nach Voraussetzung V stetige, beschränkte partielle Ableitungen, die 

Funktionen yx^ (x°, f#‘), vk (|'‘), Qkl (f'*) haben stetige und gleichartig beschränkte par- 

tielle Ableitungen nach den f''. Also kann in Gl. (IV, 6) unter dem Integralzeichen diffe- 

renziert werden und wir erhalten die in allen Veränderlichen stetigen Ableitungen 

Swi _ s“o [z(f) (o. £'')] 8z
(j) (°> £") 

- 8ze
U) (o, e) sF~~ 

f dt, (IV, 18) 

dwJ [zO) (°, ^)] p d$>j 

de »*&>(<>. O Öl« + / dt+[r, ^ (o, ö,A (D] ■ (IV, 19) 

Dabei ist 

d? 

d4>i 8d>i dv* 80J dQiX 

s>u) + ^ 
+ 

Wr U) 
de 

Nun sei inW 

max 
x = 0f 1,.., n 
j *= 1, 2,... m 

8vS (IG 

de < M* 

(IV, 20) 

und M* eine gleichartige Schranke. Nach Voraussetzung sind 

9y't■»(**’ n 
de 

zQkxm 
se 

gleichartig beschränkt. Deshalb ist der Betrag von (IV, 20) —— ! gleichartig beschränkt. 
I & S I 

Ferner ist im betrachteten abgeschlossenen Bereich der xx, uk, PiX, dem auch die Werte 

I*, vk (£*), QiX (£“) angehören, | (xx, uk, PiX) ] beschränkt. Also gilt infolge einer Integral- 
abschätzung für die Gin. (IV, 18, 19) 

dwi 

de 
< const + const • à const < M*, 

falls M* genügend groß und ô genügend klein gewählt wurde. Die Konstante M geht 

hier zwar in eine nicht mit ô multiplizierte Konstante const ein, die Konstante M* jedoch 

nur in die mit ô multiplizierte. 
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à) Wir zeigen zunächst, daß in X 

Szu) (°. £") ^ 
G Lip [!'“] gleichartig. 

Nach Voraussetzung (IV, l) sind die Ableitungen 

8 z" 
GLip [xQ] für Xe < Sx. 

(IV, 21) 

Ferner ist | sfo (o, P) | < Sx und zfo (o, P) (E C1 in X mit gleichartig beschränkten Ab- 

leitungen, also nach Lemma 2 

ZU) (°> O e LiP CT gleichartig. 

Schließlich ist in X 

8? G Lip [l''] gleichartig 

nach dem Vorhergehenden, also gilt (IV, 21) nach Lemma i. Nun können die Eigen- 

schaften 

& [r, o* (?) > Qn ?)] e Lip ?] gleichartig, (IV, 22) 

G Lip [!"] gleichartig, (IV, 23) 
dV\y'^{x\?), vk (jfy) (z°, ?,) QiX (x°, Q)] 

dp 

P 

J 
0 

d0t 

dp 
dt G Lip [|°] gleichartig (IV, 24) 

in X bewiesen werden, wobei die Beweise wie diejenigen für die entsprechenden Beziehun- 

gen (IV, 15, 16, 17) verlaufen. Aus (IV, 21) mit (IV, 24) folgt dann wie im Falle (a) der 

Funktionen (x°, P), daß die Ableitungen (IV, 18, 19) in X eine gleichartige Lip.-Bed. 

erfüllen. Bei der Abschätzung der Lip.-Konst, geht zwar die gleichartige Lip.-Konst. K 

der Ableitungen 
8 p 

in eine nicht mit <5 multiplizierte Konstante const ein, die gleich- 
8vJ 

artige Lip.-Konst, der Ableitungen —— jedoch nur in eine mit ô multiplizierte. 

(c) 

Für die Funktionen RJV ?) der Gin. (IV, 7) sind die Nachweise der Eigenschaften 

a) mit ô) völlig analog zu denjenigen für die Funktionen wJ ?) zu führen. Dabei wird 

beim Beweis der Eigenschaft (5) die Voraussetzung (IV, 2) benötigt. 

Somit ist f) G 5, d. h. die Integraltransformation T vermittelt eine Abbildung von g in 

sich. Wir beweisen nun, daß die Transformation T kontrahierend ist, falls ô genügend 

klein ist: 

r fa — T’fi ü <*||f2—U (IV, 2S) 
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mit k = konst, k < 1, fj, f2 £ § und beliebigen, fest gewählten Werten für (l'1) und x°, 

(J;ß) GZ, o < x° < |°. Wir wählen folgende Bezeichnungen: 

Dann ist 

(a) 

I *5) a 25)i I — 

J I *5> 05>. (t, n *4 05» 0 r))] - A(;, 05» (t, n 05» (t, r))] | dt. (iv, 26) 
X» 

Für den Integranden gilt die Abschätzung 

I KJ) 0(5)2. ^2 0(>) 2)] ^(}) 0<>-)i»v* 0(5 ) 1)] I < 

I 0') 05»> &2 (z5)2)] " *5) Oo')2’ v\ 0(5)2)] I + 

I ^(}) b(})2> *4 05) 2)] Ki 05,1» *4 0(5) 1)] I ■ 

Bei fest gewählten (**) G V ist im abgeschlossenen konvexen Bereich £7 (xy) K) (%*> u>!) G d"1 

bezüglich der «*, also 

(*“, «*) G Lip \uk]. 

Dabei nehmen wir als Lip.-Konst, eine von der Wahl von (x*) G X unabhängige Zahl. 

Nun ist 

05)«) e x; v* 05,.), *4 05)2) € cd05,.); 
folglich ist 

IJ5) 0(5) 2 > v\ 0(5)2)] ^(5) 05)2
 > *4 0(5) 2)] | ^ const • max {I v\ 0(5) 2) vi 0(5) 2) 11 • 

*= 1,2,...m 

Weiter ist im konvexen Bereich V A(L) [£*, z4 (I*)] G C1 bezüglich der mit gleichartig 

beschränkten partiellen Ableitungen, also nach Lemma 2 

Kl [£*> *4 (£*)] G Lip [<f] gleichartig. 

Infolge j/(5) 1 0°> f/<)>Z(5)2 0°> £**) G X ist also mit obiger gleichartigen Lip.-Konst. 

I Ki 0(5)2 > vi 0(5)2)] Vy> 05)i > vi 05)i)] I — const •max 11 z5)2 z5 >i 11 ■ 
x = 1,2,...« 

Damit folgt aus (IV, 26) nach einer Integralabschätzung 

I *5)2 — *5)11 - const •0 •max 11*4 05) 2) — v\ 05)2) I} + const • <5 •max { |Z5>2 —z5) 11 ] 
£ = 1,2 ,...m x = 1,2 ,...n 

< const-3.||f,— ^11 < ^ Hf2 — fx 11, (IV, 27) 

für v — o, l, 2, ... n, j = 1, 2, ... m, falls wir (5 genügend klein annehmen. 
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Cb) 

Für die Funktionen w{ und w{ gilt 

I wi —u>i\<\ «o [^o)2 (°> £")] — <> [ZU) 1 C°> f")] I + 
l* 

J I&ly*;)21 ^4(y*s)2) 1 QiX2(yoi2)] ^ÎC^ô-)^’ (TOU)] | dt. (iv, 28) 
0 

Im konvexen Bereich \xe \ < Sx sind die Funktionen (x°) £ C1, haben beschränkte 

Ableitungen und es ist 

I ifa (o, O |, I ^-)2 (o, r) I < 5,. 

Daraus folgt 

I «0 [*<>•) 2 (o. f") — «0 [Ay)i (°. £")] I < const I a£)2 (o, I") — z$n (o, £") |. 

Nach dem vorhergehenden Ergebnis (IV, 27) ist also 

I ui [*<>■)2 (°> f")] — «o [*o>i (o, £")] I < const • <5 • Il fa — fi II • 

Der Integrand in (IV, 28) kann entsprechend wie im vorhergehenden Fall (a) abgeschätzt 

werden, wobei man 

I I & bo)2> vi Qu2] — [y*j) 1, < Ö*AI] I 
dt < const • <5 • H fa — fx || 

0 

erhält. Zusammen mit der vorigen Abschätzung folgt damit für j = l, 2, . . . m 

I «4 — w{ \ < const • ^ • Il fa — fi II < k || f2 — fi ||, (IV, 29) 

falls ô genügend klein gewählt wurde. 

(c) 

Der Beweis für die Ungleichungen 

|^2-^i|<^||fa-f1|| (IV, 30) 

für j = 1, 2, ... m, v = o, 1, 2, . . . n ist analog demjenigen für die Ungl. (IV, 29) zu 

führen. 

Die Ungin. (IV, 27, 29, 30) ergeben zusammen die Ungl. (IV, 25). Mit dieser Ungleichung 

kann nun leicht die Existenz und eindeutige Bestimmtheit eines Vektors g £ S gezeigt wer- 

den, der Fixelement bei der Transformation T ist, und damit die Existenz und eindeutige 

Bestimmtheit einer Lösung des Anfangswertproblems für das Differentialsystem (III, 8, 9, 

10): 

Nach (IV, 4) ist f0 £ Wir iterieren diesen Anfangsvektor und erhalten 

fi = T\0, f2 = Hi, • • • t = TU 1, • • 
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Dabei sind alle Vektoren fr G S-1 Nun ist infolge (IV, 25) 

II Tl+J - Tfr II < II TUi — T\r II + II Tfr+a— 7'f,+1|| + • • • + II rfr+t—Tfr+,_l || 

Weiter ist 

< (* + **+••. +^0llfr+1 —frll < 7zrx^r+1 Hfl — füll 

Hfl —foil < const, 

da die Komponentenfunktionen der Vektoren fj, f0 beschränkt sind. Da der Raum § 

mit der benützten Norm vollständig ist, gilt wegen k < 1 

lim fr = 9, g G 5- 
r —+ OO 

Der Vektor g ist ein Fixelement bei der Transformation T: 

8 = 70. (IV, 31) 
In Komponenten geschrieben mit 

/*W) (*°, O' 

8 = I (r) 
W (O 

lautet (IV, 31) 

(*°, O = r + J A('.) [*<* ) (/, O , Uk (**, (*, f ))] dt , (IV, 32) 
f" 

{” 

«y(0 = ^K-.)(o,0] + J dt, (IV,33) 
0 

7%(0 = 7%0 [*& (o, O] + J Vj.[xfatt, n u\x*U){t, D), PkX(x^(t, £"))] dt. (IV, 34) 

Da 0 G S ist. haben seine Komponentenfunktionen die unter (a), (b), (c) für diese Funktio- 

nen angegebenen Eigenschaften d) mit <5), insbesondere also stetige partielle Ableitungen 

nach den und für £° = o die durch die Anfangsmannigfaltigkeit vorgegebenen Werte. 

Ist andererseits durch 

/*&(*“. o\ 

g* = I «*'(«") J G § 

\ P* (O / 

irgendeine Lösung des Integralgleichungssystems (IV, 32, 33, 34) gegeben, dann ist 

g* = g. Denn aus 

g* = Tg* 

folgt nach (IV, 25) und (IV, 31) 

II9* — 8 II = II T'g* — Tg H < ^ || g* — g ||, 

1 Hier sind fl, f2 Iterierte von f0, in Ungl. (IV, 25) waren ft, f2 beliebige Vektoren £ %. 
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also wegen k < i 

Il a* — s II = ° 
und deshalb 

9* = 9- 

Für einen beliebig gewählten, festen Punkt (£x) £ X sind die Funktionen von x° 

xv = c*°, n, 

u’ = U3 (xfo (x°, D), 

Pj, = Pj, K-) (*°> r>) 
im Intervall O < x° < £° differenzierbar (in den Randpunkten des Intervalls jedenfalls ein- 

seitig). Für einen beliebigen Punkt x° = |° des Intervalls [o, £°] erhält man mit der 

Bezeichnung ££•) = x*^ (£°, £M) aus Gl. (IV, 32) 

aus Gl. (IV, 33) 

und aus Gl. (IV, 34) 

Die Funktionen 

I dx’ (x°, {") I . _ . 

[ j,-%(%■»'(%». 

r du3 (x* (x°, n) ] . 
[—= * (fj). «*(«»). • 

^ (f<5,. ** (?&>. Pn (!<?>)) ■ 

=^,WP), 

(*<5, (*°, D), 

^•v= 

sind also Lösungen des Differentialsystems (III, 8, 9, 10), welche die Anfangswerte 

*&<?>?) = ?■ 

uJ(xfo (0,0) = «£(*<;■> (o,r)), 

(0,0) =^o(^,(o,D) 

annehmen. Ist andererseits 

/*&(*•. n\ 9* = J u*j (r) J e g 
Wen / 

^ (*», r), 

*' = «/) (*°, D). 

^ (4? (*°> f)) 

und sind die Funktionen 
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Lösungen des Differentialsystems (III, 8,9,10), so folgt durch Integration, daß sie auch das 

Integralgleichungssystem (IV, 32, 33, 34) erfüllen und folglich eindeutig bestimmt sind. 

Wir bemerken noch, daß die «-dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit, gegeben durch 

die Funktionen 

«o (**)> P\0 (*®)> I Xe I < Sx, x° = o, 

eine Integralmannigfaltigkeit des Systems der Gin. (III, 3, 4, 5, 6) ist: In der Hyperebene 

x° — o wurde entsprechend den Gin. (III, 4) 

pi « (*•) 
du'0 (xe) 

dxa 

gesetzt. Die Funktionen /0
!
0 (oä) haben wir so bestimmt, daß die Gin. (III, 3) erfüllt sind. 

Durch Differentiation der hierdurch entstehenden Identitäten folgen die Gin. (III, 5). 

Ferner sind die Funktionen UQCX
1
) £ C2, also sind infolge 

8Pio   8P\ 0 

Sxx dx° 

auch die Gin. (III, 6) erfüllt. 

Das Ergebnis dieses Kapitels formulieren wir im 

Satz 3: Im Bereich |;V| < Sx der Hyperebene x° = o sollen die Funktionen 

uk = u\ (xP), u\ (Xe) £ C2, 

pi = PU (**) = 

Po = Poo (x6) 

s>4 Og) 
8x° 

eine «-dimensionale Integralmannigfaltigkcit des zum quasilinearen System (III, 1) ge- 

hörigen abgeschlossenen Differentialsystems darstellen, in einer Umgebung @ dieser 

Mannigfaltigkeit für dieses Differentialsystem die Voraussetzungen I, IIb, IV und V 

gelten und die Funktionen 

SPkv0 (*g) 
dx° 

£ Lip [xe] für \xP\ < Sx 

sein. Dann hat das System von Integralgleichungen (IV, 32, 33, 34) genau einen Lösungs- 

vektor 

/x(),(An\ 

9 = ( u>ao I £ g. 

\ ^ (n ! 

Für jeden festen Punkt (f**) £ X, |° > O, sind die Funktionen 

V = *£)(*»,*'■), 

u
j = u’ (xfc (x°, r)), 

Pjv = 

eine Lösung des Systems (III, 8, 9, 10). Eine derartige Lösung ist eindeutig bestimmt. 
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V. EXISTENZ UND UNITÄT DER LÖSUNGEN 

DES ANFANGSWERTPROBLEMS FÜR DAS DIFFERENTIALSYSTEM 

(HI, 3, 4, 5, 6) 

Das für das Differentialsystem (III, 3, 4, 5, 6) gestellte Anfangswertproblem soll darin 

bestehen, eine {n -f- i)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit dieses Systems zu finden, 

welche die durch die Funktionen 

\{^),Pa = 
du*(xe) 

8x° 
, Pl   pQ Q {x6), I Xe I Sx, x° — o 

dargestellte ^-dimensionale Integralmannigfaltigkeit enthält. 

Für (iM) E X ist/yv (f**) 6 C1 bezüglich der fL Da nun nach den in Satz 3 angegebenen 

Voraussetzungen für (V1) E X, (u1) E U {X) 

A% (xP, ul) E C1 und \A%\ 4= o 

gilt und die Funktionswerte «*(£") E U{X) sind, folgt aus den Substitutionen (III, 7) 

pyAn = A jk (fui (f^)) pk
v 

für (pß) E X die eindeutige Bestimmtheit der Funktionen 

pt = pun 

und pk
v (ßß) E C1. Durch die Gleichungen 

V = x'u){x\ O- 

Uk = uk (xfc (x°, D) , 

pi = pi (*<5>(*°,r)). 
O <x° < f°, f° > O, 

werden Kurvenstücke im (xv, uk, />*)-Raum durch den Punkt (£'', uk (£'')> pk (£ß)) dar- 

gestellt. Längs des j-ten Kurvenstückes gilt nach Satz 3 

dxv = ru) dx°, 

\I8A° 8A, \ , ! 

*PS' = ^ - ** ^°- 

bzw. 

dpi + 2?,, = o. 

Damit ergibt sich wie bei Gl. (II, 8) 

A]kdpi+BjrdX = o. 
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Dieser Spezialfall der Gl. (III, 5) besagt, daß längs dieses Kurvenstückes 

dFj [xfo (*», I"), uk (xfa (*», (xfo (x\ D)] = O 

und somit 

F- [x^ (x°, D, uk (xfc (x°, (*£, (x°, £*))] = const 

ist (const soll jetzt wieder irgendeine Konstante bedeuten). Der Wert der Konstanten ist 

Null. Denn für x° — o ist 

Fj K* (o, n, uk (*& (o, n), pt (xfJ} (o, o)] = o. 

Also gilt für x° = |°, o < f° < Ô, 

Fj [r, uk (r), pi er)] = o. 

Da (f'') ein beliebiger Punkt des BereichesX mit |° > o sein kann, erfüllen somit die Funk- 

tionen 

uk = uk (x% uk (*") EC1', pt — pt (*"). Pt (O G c1 

für (a^1) E X die Gin. (III, 3), da ihre Werte auch noch für xP = o Lösungen dieser Glei- 

chungen sind. Damit befriedigen sie auch die zu (III, 3) äquivalenten Gin. (III, 1), da die 

Werte der x^ und uk (pp) in dem Bereich liegen, für den |/j | =j= o ist. 

Sollen die Funktionen uk(xP) im BereichW nun auch die Gin. (III, 4) erfüllen, so muß in 

X notwendig 

duk (x**) 

8xv = Pt (*") 

sein. Es genügt anzunehmen, daß in X für x° > 0 

d uk (x**) 
dx° = P*a(xF), O = 1,2,...«, (V,1) 

ist. Für x° = o gilt (V, 1) bereits. Nach Satz 3 gibt es für jeden Punkt (£ß) G X, £° > o, ein 

Kurvenstück 

** = XU) (*°, ^),0 <x° <i°, 

längs dem die Gin. (III, 9) gelten. Es ist aber auch jeder Punkt (f*'1) mit £*° = o, [f*8 \<SM 

Ausgangspunkt eines derartigen Kurvenstücks, wie aus der Existenz und Unität der 

Lösungen des Systems 

dxv 

~7x° = Kl« «*(*")) 

durch diesen Punkt folgt. Somit ist für (xß) EX, \xP | <f Sx, 

dui (x?) 
8x” Kj) (*", uk(xß)) = pi(xP) (xß, uk(xß)) , 

5* 
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woraus man mit (V, 1) 

pi (*") = 
8 u> (x1*) 

dx° 

erhält. Für Randpunkte x° = o, |;tc ] < Sx gilt diese Beziehung mit der in solchen Punkten 

erklärten Definition der partiellen Ableitungen nach x° infolge der Stetigkeit. 

Sind nun die Gin. (III, 4) erfüllt, so gelten auch die durch Differentiation aus den Iden- 

titäten 

FJ[x\ui(xl‘),pt(xl‘)\ = o 

hervorgehenden Gin. (III, 5) 

dF.[x’,ui(xl‘),pt(^)] = o. 

Schließlich sind im Bereich X die Funktionen pk
v (x

lx) G C1, so daß wegen 

ept(^) _ 8pk(x») nr ^ 
dz* 8 z- { ,2) 

auch die Gin. (III, 6) befriedigt werden. 

Bei Gültigkeit der Beziehungen (V, 1) sind also die nach Satz 3 aus den Lösungen des 

Systems (III, 8, 9, 10) erhaltenen Funktionen 

Uk = uk (*"), pk = pi (X■'*) 

eine Lösung des Differentialsystems (III, 3, 4, 5> 6), die für x° = o die vorgegebenen Werte 

annimmt. Gibt es andererseits im betrachteten Gebiet @ eine Lösung 

U* = u*k (O ,pi=p7k (*"), u*k (x») G C\ 

dieses Differentialsystems, so daß für x° = o, \xe | < Sx 

u*k
 (o, Xe) = uk

ü (X
e) 

ist, so gibt es auf der durch sie bestimmten (n -fi i)-dimensionalen Integralmannigfaltig- 

keit infolge Voraussetzung IV charakteristische Integrallinienelemente, die dem System 

(III, 8, 9, 10) genügen müssen. Infolge der eindeutigen Bestimmtheit der Lösungen dieses 

Systems ist in X 

U*k
 (*") S3 Uk(xß), 

PV (xP)^pi(xP). 

Satz 4: Gelten die Voraussetzungen von Satz 3 und ist für die aus den Lösungen des 

Systems (III, 8, 9, 10) erhaltenen Funktionen uk (x^), pi(x'1) für (x'') G X,xP^> o, 

pi (o 
8 uk (x**) 

8 x° O — 1, 2, ... n, 

d (x^') 
dann ist im Bereich X uk(xP) G C2, pi (x1*) =——— , und die Funktionen uk = uk(xe), 

pi = pk
v(xP) stellen dort eine Lösung des Differentialsystems (III, 3, 4, 5> 6) dar, die für 
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x° = o die im Bereich \xe\ < Sx vorgegebenen Werte annimmt. Für jede in @ liegende 
Lösung u* = u*k(xß), u*k (xß) G C2, pi = p*k (xP) mit dieser Eigenschaft ist im Bereich X 

uk (xß) = u*k (*"), pt (x*) = p*1 (xß). 

Aus der Gültigkeit der Gin. (III, 6) für die Funktionenpk
v(xß) folgt ebenfalls die Gültig- 

keit der Gin. (III, 4). Denn infolge (V, 2) gibt es dann im Bereich X Funktionen Uk (xß), 

so daß 

Uk (xß) G C2, 
0 £/*(*") 

J7* Pi (*) 

ist. Längs der Kurvenstücke 

gilt dann 

also 

und falls 

x” =x^(x°, r), o <x° < |°, 

dU’ ■—du’ = o, 

U’ (xv
U) (x

n, I")) — u’ (x]j) (x°, £")) — const, 

U’ (*£, (o, D) = ui {x’u) (o, t)) 

ist, eindeutig 

U’ (f) = u’ (D 

für jeden Punkt (f”) Also ist (V, 1) erfüllt. 

Die Gin. (III, 9a) wurden bei der Integration in Kapitel IV nicht benützt. Sie sind im 

Bereich X für jede Lösung 

uk = uk (x
ß), pi =pt(xß) 

des Systems (III, 3, 4, 5, 6) erfüllt. Wir nehmen nun an, daß in der Matrix (Ajk) außer 

den Diagonalelementen Ayj nur noch die Elemente Ayi t kj =t= j, nicht identisch null sind, 

alle übrigen aber identisch null sind und für die aus den Lösungen des Systems (III, 8, 9, 

10) erhaltenen Funktionen 

uk
 = uk

 00 > pi = pi (3?) 

auch die zu den Gin. (III, 9a) gehörigen Gleichungen 

— Pij («) KJ) (*">uk (*")) = 0 (V. 3) 

gelten. Dann sind mX die Funktionen 

«* = u* (*"), pi 
d uk (x*“) 

dx' 
(V, 4) 
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Lösungen des Systems (III, 3). Denn zunächst bestehen nach Obigem die Gleichungen 

Fj[x\ uk(af),p\ (*")] =0. 

Nun ist in (III, 3) 

A]k Pi = {A)jP{ + A%.pkJ) rU). 

Mit Voraussetzung (V, 3) ist für jeden festen Index j für die Funktionen uk = uh (V*), 

p\=p\<y)\k=j,kj- ' 
duk 

dxv y ” A(j) = P*A U)> 

also ist auch 

duk (*") \ 
  I = O dxv J 

Die Funktionen (V, 4) erfüllen infolge uk (xf) G C1 ferner die Gin. (III, 4). Für x° = o 

nehmen die Funktionen (V, 4) die vorgeschriebenen Anfangswerte an. 

Satz 5: Gelten die Voraussetzungen von Satz 3, sind im System (III, 3) von den Ko- 

effizienten A?t außer den Koeffizienten A°l; noch die Koeffizienten A\. nicht identisch 
J K JJ J Kj 

null, alle übrigen aber identisch null, und gelten für die aus den Lösungen des Systems 

(III, 8, 9, 10) erhaltenen Funktionen uk = uk(x'‘), pk
v = pk

v (V) die Gin. (V, 3), so sind in 

X die Funktionen uk — uk {xP),pk
v = —■ eine Lösung des Differentialsystems (III, 3, 4), 

welche die für x° = o, \xQ | < Sx vorgegebenen Werte annimmt. 

Die durch die aus einer Lösung des Systems (III, 8, 9, 9a, 10) erhaltenen Funktionen 

xv = xv
(j) (x°, I"), 

uk = uk (xfo (^°, |x)), 

P\-Pi (*& (*°,D), 

o < x° < £°, o < S°, (?) EX, 

dargestellten Kurvenstücke nennen wir CAUCHYsche Charakteristiken. 

Im nichtanalytischen Fall kann bei nichtlinearen Elementarteilern der Matrizen 

kein allgemeiner Satz über die Existenz von Lösungen des gestellten Anfangswert- 

problems für Systeme (III, 1) gelten, wie zwei Beispiele von O. PERRON [20] zeigen. 

Schließlich sei zum Vergleich mit dem analytischen Fall [21] noch bemerkt, daß im Be- 

reich @ das Geschlecht des Differentialsystems (III, 3, 4, 5,6)^ = n-\-1 und der Charakter 

A+i = 0 ist- 



VI. Diagonale und diagonalisierbare Systeme 39 

VI. DIAGONALE UND DIAGONALISIERBARE SYSTEME 

(HI, 3) 

Wir nehmen an, daß für die Gin. (III, 3) die Matrix (AyP) nur die Diagonalelemente 

enthält: A°k = o für y =f= k. Wir können dann AJJ = 1 und AP — A(y) setzen. An Stelle 

des Systems (III, 3, 4, 5, 6) tritt dann das System 

KlPi+Hj = o, (VI, 1) 

du’ ■—p{ dxv = O, (VI, 2) 

d(Xnß{ + HJ) = o, (VI, 3) 

d A (Pidx') = °- (Vi, 4) 

Die Gleichungen des charakteristischen Systems vereinfachen sich für den vorliegenden 

Fall wesentlich: Die Gin. (III, 8) lauten 

dx” = X'U) dx°, (VI, 5) 

die Gin. (III, 9a) können entbehrt werden; in den Gin. (III, 9) werden die Funktionen 

&’ unabhängig von den PJV bzw.p{, denn aus (VI, 1) folgt 

Pi A(/) = —Hj< 

also für die Gin. (III, 9) 

du1 = — Hj dx°. (VI, 6) 

(Aji) ist eine Einheitsmatrix und die/»^werden nicht substituiert. Die Gin. (III, 10) kön- 

nen entbehrt werden. Denn unabhängig hiervon läßt sich wie in Kapitel IV und unter 

den dort benützten Voraussetzungen für |° > o die Existenz und Unität der Lösungen 

= xfo (x», r), 
u’ = U* (x{J } (x°, P)) 

des Systems (VI, 5, 6) beweisen, so daß die Funktionen x[^ (x°, P), uj (|") die unter (a) und 

(b) in Kapitel IV angegebenen Eigenschaften d) mit <5) besitzen. Damit folgt aber wie in 

Satz 5, daß die Funktionen 

u1 = u} (xP), p\ 
du* ix*) 

d~xv 

Lösungen des Anfangswertproblems für das Differentialsystem (VI, 1, 2) sind. Es sind 

sogar die einzigen mit diesen Eigenschaften im betrachteten Bereich, wie aus der Uni- 

tät der Lösungen des Systems (VI, 5, 6) folgt. Dabei können noch alle die PJV (x
M) betreffen- 

den Differenzierbarkeits- und LiPSCHiTZ-Bedingungen entbehrt werden, die nur für die 

unter (c) durchgeführten Beweise des Kapitels IV benötigt werden. Wir erhalten dann 
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Satz 6: Im Bereich \xe\ < Sx der Hyperebene x° — o seien die Funktionen uJ = uJ
0(x?), 

ul (xe) G C1 gegeben. In einer Umgebung @ der hierdurch im (xv, «^-Raum dargestellten 

Mannigfaltigkeit sollen die Funktionen A(®j (x?, uk), Hj^, uk) G C1, die Funktionen 

8 XX (xß, ui) 8X(
a

y) (xn, ui) dHj (XP, uh) 8Hj(x»,uk) 

8xv du1 8xv du1 G Lip [xP, uk] 

und die Funktionen 

8 ul (xe) 

8 x° 
G Lip [xg] für I xe I < Sx 

sein. Dann hat das System (VI, 5, 6) für jeden Punkt (£*“) G V, f° > o, genau eine Lösung 

v = x«0) (v>, n, 
Uj = uj (x£.) (x°, t)), 

o < x° < $», 

für welche die Funktionen *0)0°> I") bzw. u>(£T) die unter (a) bzw. (b) in Kapitel IV ange- 

gebenen Eigenschaften haben. In X sind die Funktionen u’ = (xX), u\x■f) G C1, p[ — 
d uJ ix^') 
 die eindeutig bestimmte Lösung des Differentialsystems (VI, 1, 2, 3, 4), die für 

dxv 

x° = o die im Bereich \xQ \ < Sx vorgegebenen Werte annimmt. 

Bei den Gin. (VI, 3, 4) ist die äußere Differentialbildung gegebenenfalls im verallge- 

meinerten Sinn aufzufassen. Die früheren Voraussetzungen II b und IV sind bereits durch 

die spezielle Wahl des Systems (VI, 1) erfüllt. Die Forderung einer LiPSCHiTZ-Bedingung 
8 ul (xe) 

für die partiellen Ableitungen ——-— war früher in der Forderung (IV, 1) enthalten. 

Zu den diagonalen Systemen gehört auch die jACOBische Klasse von Systemen partieller 

Differentialgleichungen erster Ordnung [22]. 

Obwohl die Gestalt der Systeme (VI, 1) sehr speziell erscheint, läßt sich eine umfang- 

reiche Klasse von Systemen (III, 3) auf Systeme dieser Art zurückführen. Wir nehmen an, 

daß das System die Form 

A% (V‘, «0 Kj) « *') Pt + HJ (*"> «0 = ° 

mit = 1 hat und in einem gewissen abgeschlossenen Bereich 25, 25 3 @, Ajk(x'‘, u1) G C1 

ist. In iS sollen m Funktionen Uj(x'\ ul) existieren, für die 

Uj (V\ U
1
) G 

aU/j%— = A}t(xr, u‘) (VI, 7) 

gilt. Notwendig und bei geeigneter Wahl von 25 auch hinreichend hierfür ist bekanntlich, 

daß für alle Paare von Indizes i, k in 25 die Beziehungen 

*Ajk _ 

8u‘ 8uk (VI, 8) 

gelten. Dies ist z. B. für halblineare Systeme (III, 3), bei denen die Koeffizienten Ajk 

von den ul unabhängig sind, stets der Fall. Für die Gin. (III, 3, 4) schreiben wir dann unter 

Berücksichtigung von (II, 9) 
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u- -f£ Kni*’ *') + W *0 = o. 

Infolge 

dU (x, ui\ = 
BUA^’ u‘) auAx'u) dx, ~~ 1 aw* ds + ^ du* 

gilt weiter für jede Funktion ul = <pl (x1*), <p! (x^) (E U1 in 25, die Identität 

0£7y (x^, Cp1 

8xv 

8Uj(xl‘, u!) 
Kj) (*"> «0 «0 

dUjW.v*) 8u^ , 
dxv \j) ,U). duk 

Nun führen wir im Bereich 25 an Stelle der ul neue Koordinaten Uj ein durch 

Uj = Uj(x*, u‘) 

und nehmen an, daß in 23 die Determinante 

8Uj{xn, u‘) 

8uk 4= O 

(VI, 9) 

(VI, 10) 

(VI, n) 

ist. Entsprechen dann den vorgegebenen Anfangswerten (Xe) nach (VI, 11) die Werte 

UjoOO, so ist die Zuordnung der Uj zu den ul in einer Umgebung dieser Werte umkehrbar 
eindeutig. Für die Funktionen 

dUj^xV, ul) 

dxv Kj) (*", Ul) + Hj(x\ «0 

bzw. Kj) u‘) schreiben wir nach erfolgter Substitution (VI, 11 )C-(x", U)) bzw. (x1*, Ut). 

Wir betrachten jetzt das Differentialgleichungssystem 

~ K) (*". Ui) + Cj(x>\ u.) = o. (VI, 12) 

Jeder Lösung 

uk = «*(**), u
k(xT) G C1, 

des Systems (VI, 9) entspricht eindeutig eine Lösung 

= Uj (*", ul(x>)), Uj{x\ u1 (V*)) e u1, 

des Systems (VI, 12) infolge der Identität (VI, 10) und der eindeutigen Substitution (VI, 11). 

Nun sei umgekehrt 

K = u* (*"), u* (V‘) e o, 
mit 

U* (O, are) = Uj0 (x
6) für x° = o, I Xe | < Sx 

eine Lösung des Systems (VI, 12). Dann erhalten wir nach (VI, 11) aus den Gleichungen 

U*(x?) = Uj(x\ul) 
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in einer Umgebung der Anfangswerte in eindeutiger Weise Funktionen 

uk = u*k (O, u*k (xß) G C1, 

die infolge der Identität (VI, 10) eine Lösung des Systems (VI, 9) darstellen. 

Gehen wir von den Gin. (VI, 12) zu den Gleichungen 

Afopj,+ Cj = o, (VI, 13) 

dUj — Pjv dx' — o 

über, so stellen die Gin. (VI, 13) ein diagonales System der Form (VI, 1) dar. 

Die Vermutung ist naheliegend, daß in Verallgemeinerung der hier benützten Integra- 

tionsmethode in gewissen Fällen die Lösung eines speziellen Anfangswertproblems eines 

nicht zur hier betrachteten Klasse gehörigen linearen Differentialgleichungssystems 

dadurch erhalten werden kann, daß man längs der durch den Aufpunkt (l'*) gehenden Kur- 

ven integriert, die durch das System gewöhnlicher Differentialgleichungen 

dx°: dx1 .... : dx” = .... : a"k (VI, 14) 

gegeben sind.1 Daß dies möglich ist, soll an folgendem einfachen Beispiel gezeigt werden: 

Gesucht sind Lösungen u1 (x°, x1, x2), u2(x°, x1, x2') des Systems 

du1 du1 

TT + 3
 TA 

du1 du2 

dx2 dx° 

du2 

TA 

du1 

TA 

du1 

dx1 + 
du1 

TA + 
du2 

dx° 
+ 2 

du2 

TÄ 
du2 

TT 
+ 1—0, 

(VI, 15) 

die für x° = O die Werte 

ul (x1, x2) = x1 -f- x2, ul (x1, x2) = O 

annehmen. Aus den Gin. (VI, 14) folgt 

*(1ii) = 3(*°-!0) + f1. 

*(12) = *° — |° + I1, 

4D = *°-l°+l\ 

*(22) = 2 (X°  £°) + I1, 

*(11) = — *° + 1° + f2, 

*fl2) = - *° + f° + f2, 

*(21) = *°-|°+f2, 

*f22) = - *° + 1° + f2. 

1 Unter welchen Voraussetzungen sich nach diesem Prinzip durch Anwendung im kleinen (Differenzver- 
fahren) Näherungslösungen des Systems finden lassen, scheint nicht untersucht zu sein. 
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Schreiben wir infolge (VI, 15) 

dui(*», 3 (*° — |°) + fi, — V + + f2) — du2(_x°, *° —1° + f\ — x° + £° + f») = 4dx°, 

du1 (x°, x°—£0 + £1,x0 — £° + I2) + du2 (x°, 2 (x° — f°) + £\ _ x° + + |2) = — dofi 

und integrieren wir jeden Summanden in diesem System formal von x° = o bis x° = £°, so 

erhalten wir unter Berücksichtigung der Anfangswerte für den Aufpunkt (f°, f1, f2) 

u1 (£°, £\ I2) — «2 (*°, i1,12) = 2 |° + I1 + I2, 

N
1
 (1°, I

1
,1

2
) + ^

2
 0°, £\ £2) = — 3 £° + i1 + t2- 

Die sich hieraus ergebenden Funktionen 

u1 (x°, x1, X2") = — ~—b x1 + ar2, u2 (x°, x1, x2) = ■— x° 

sind eine Lösung des Systems (VI, 15), die für x° = o die vorgegebenen Anfangswerte an- 

nimmt. Dies liegt an der speziellen Wahl der Anfangsdaten. Denn schreiben wir für das 

System (VI, 15) die Anfangswerte 

u\ (x1, x2) = (x1)2, ul (x1, x2) = o 

vor, so erhalten wir in gleicher Weise wie oben die Funktionen 

u*1 (x°, x1, x2) = —b — (—3a:0 + x1)2 + — 

u*2 (V>, x1, x2) = — — — ~ (— 3x° + x1)2 + — 

(__*0 + *1)2, 

(— X° + X1)2. 

Diese nehmen zwar für x° = O die vorgeschriebenen Anfangswerte an, sind jedoch keine 

Lösung des Systems (VI, 15). 
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