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EINLEITUNG

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Systeme von 2 partiellen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung mit » abhidngigen und 7z 1 unabhingigen Verinderlichen im Re-
ellen, fiir die Caucnysche Charakteristiken existieren. Im besonderen werden quasilineare
Systeme behandelt. Die Systeme der hier betrachteten Klasse haben die Eigenschaft, daf}
unter geeigneten Voraussetzungen bei Vorgabe einer beliebigen #-dimensionalen Integral-
mannigfaltigkeit eine (74 1)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit, welche die vorge-
gebene enthilt, aus der Losung eines Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen er-
halten werden kann.

Die erste ausfiihrliche Untersuchung von Systemen dieser Klasse verdankt man M. Ham-
BURGER [1, 2, 3, 4, 5].* In der von ihm gegebenen formalen Integrationstheorie werden die
partiellen Differentialgleichungen auf eine Anzahl von Systemen Prafrscher Gleichungen
zurlickgefiihrt, die jeweils als unbeschrinkt integrabel vorausgesctzt werden. Sind ent-
sprechend viele Integrale dieser Systeme bekannt, dann kann daraus das allgemeine Inte-
gral des Systems partieller Differentialgleichungen erhalten werden. Der Charakteristiken-
begriff wird dabei weder erwihnt noch beniitzt. Spiter wurde die HAMBURGERsche Theorie
von E. v. WEBER weiter ausgebaut [6, 7, 8, 9, 10]. Im Gegensatz zu diesen fritheren Unter-
suchungen wird in der vorliegenden Arbeit das Anfangswertproblem und der Charakte-
ristikenbegriff in den Vordergrund gestellt und die Lésung durch Integration lings ein-
dimensionaler Charakteristiken erhalten. Als wichtigste Arbeiten im Sinne der hier verfolg-
ten Methode seien genannt jene von E. HoLMGREN [11] {iber lineare, von O. PERRON [12]
tiber halblineare und von R. CouraNT und P. Lax [13]? iiber quasilineare Systeme mit
zwei unabhingigen Verinderlichen.

Im folgenden werden zunachst lokale Betrachtungen durchgefiihrt und mit Hilfe einiger
Begriffe des CArTANschen Kalkils [14, 15, 16, 17, 18] die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen aufgestellt, daB ein p-dimensionales Integralelement (1 <p <#) des vor-
gelegten Differentialsystems charakteristisch ist. Systeme der betrachteten Klasse sind dann
dadurch charakterisiert, da8 fiir sie in jedem Integralpunkt des zugrunde gelegten Berei-
ches 72 nicht notwendig verschiedene charakteristische Integrallinienelemente (p = 1)
existieren, deren Richtungskoordinaten aus einem Eigenwertproblem fiir Matrizenpaare
erhalten werden, und daBl es zu diesen Matrizenpaaren s linear unabhingige gemein-
same Linkseigenvektoren gibt. Letzteres hat zusitzliche Bedingungen fiir derartige Sy-
steme zur Folge, auBler im Falle einer einzigen Differentialgleichung oder eines Systems
mit nur zwei unabhingigen Veridnderlichen. Fiir quasilineare Differentialsysteme werden
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen angegeben, denen die Koordinaten der
charakteristischen Integrallinienelemente geniigen miissen. Nach Vorgabe von Anfangs-

1 Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
2 Diese Arbeit enthilt einige Unklarheiten.



6 I. Polarsystem und charakteristisches System

werten kann gezeigt werden, daB in einem gewissen Bereich ein Teilsystem des Systems
charakteristischer Gleichungen eindeutig bestimmte Lésungen hat, falls die Koeffizienten
dieses Systems und die Anfangsdaten stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben,
welche eine LirscuITz-Bedingung erfiillen. Der Beweis erfolgt mit Hilfe eines dquivalen-
ten Integralgleichungssystems, bei dem die Integration vom Anfangspunkt bis zu einem
Aufpunkt lings einer Charakteristik ausgefithrt wird und das iterativ gelést werden kann.
Sind gewisse Bedingungen erfiillt, so ergeben die erhaltenen Lésungen des Systems charak-
teristischer Gleichungen als Funktionen der Aufpunktskoordinaten Losungen des Anfangs-
wertproblems des Systems partieller Differentialgleichungen, und umgekehrt kann jede
zweimal stetig differenzierbare derartige Losung aus der Lésung des Systems charakteristi-
scher Gleichungen erhalten werden. Eine betrdchtliche Vereinfachung ergibt sich dabei
fiir den Fall diagonaler bzw. diagonalisierbarer Systeme partieller Differentialgleichungen,
zu denen zum Beispiel alle halblinearen Systeme der betrachteten Klasse gehoren.

Die hier durchgefiihrte Integrationsmethode kann als Verallgemeinerung der CAvcHY-
schen Charakteristikenmethode einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung auf-
gefafit werden.

I. POLARSYSTEM UND CHARAKTERISTISCHES
SYSTEM

Im folgenden soll fiir nicht eingeklammerte Indizes die Summationsvereinbarung gel-
ten. Falls nicht anderes angegeben ist, gehen lateinische Indizes von 1 bis #z, griechische
von 0 bis #. Alle auftretenden Verdnderlichen und Funktionen werden reell vorausgesetzt.

Gegeben seien die 7 Funktionen

Fi(a® 2% L ams wh, 0d W Do By e BT
der Verinderlichen #*, #%, p%, die wir zur Abkiirzung mit
VACIET

bezeichnen. Die N =1 + »# 4 (2 + n)m Verinderlichen deuten wir als kartesische Ko-
ordinaten in einem A-dimensionalen Raum. Fiir ein gewisses Wertesystem Zg: (), 28, p%o)

moge gelten .
S (%, ug, pho) = o.

Verstehen wir unter U eine Umgebung von £, im Raum der Argumente, so sollen folgende
Bedingungen erfiillt sein:

Voraussetzung I: Die Funktionen f; mégen in Il stetig sein und stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung beziiglich jeder der Verinderlichen 2%, #*, p¥ besitzen.

Voraussetzung ITa: In Ul sei Rg(:;i) = m.

Unter (:;;) wird eine 7 X m(n-1) Matrix mit dem Zeilenindex i, den Spaltenindizes

v

of-
aj; verstanden. Z, soll dann ein ,regulirer’ Integralpunkt

v

oder ein regulires nulldimensionales Integralelement genannt werden.

£, v und den Elementen
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In U betrachten wir das System der Gleichungen

fi(xvi uk!?f) = 0, (I» 1)
dit —ptdy = o {d, 2)

und schlieBen dieses System unter Beriicksichtigung der Gln. (I, 2) durch die Gleichungen

@ dp) + b, dx” = o, (1, 3)
dpt Ndvy = o (L)

ab, wobei

., O _0f; of;
o 3_1‘)f’ bir = oz 2 5 oul 2,

8
~

gesetzt ist.
Durch das Wertesystem

k -2 A Ak A ok
(x0s %5y Lro; 0°2, 8", 67 2))

A= 1,2,..,p; 1 <p<nit1

sei im Punkte £ ein p-dimensionales lineares Vektorgebilde (einfacher p-Vektor samt An-
griffspunkt) gegeben. Dieses bestimmt ein p-dimensionales Integralelement Z,, wenn seine
Koordinaten alle linken Seiten der Gln. (I, 1, 2, 3, 4) annullieren. Fiir p > o nennen wir
ein Integralelement Z, ,,gew6hnlich®, wenn es wenigstens ein (p—1)-dimensionales reguli-
res Integralelement £,_, enthilt. Ein Integralelement Z,_; (# > 1) heil}t ,,regular’, wenn es
gewohnlich ist und durch £,_, nicht mehr p-dimensionale Integralelemente hindurchgehen
als durch ein allgemeines zu £, ; benachbartes (p—1)-dimensionales Integralelement,
andernfalls singulir. Zwei Integralelemente E,_,, £, , heiflen benachbart, wenn die
kartesischen Punkt- und die inhomogenen GrassMaNNschen Koordinaten des £;_; be-
stimmenden Vektorgebildes einer Umgebung derjenigen des %, _; bestimmenden Vektor-
gebildes angehéren. :
Esmogefiri1 < p <=z
(xv’ %k, pf, 6‘x', 61 uk, 5Apf)

ein p-dimensionales gewdhnliches Integralelement £, mit dem Integralpunkt Zg:
(#", u*, p%) darstellen, wobei zur Vereinfachung der Schreibweise der Index o wieder fort-
gelassen wird, obwohl sich zunichst alle folgenden Betrachtungen nur auf diesen einen
Integralpunkt % beziehen. Das zugehérige Polarsystem ist

dut —ptdx’ = 0 (L 35)
alydpi + b;,dx" = o, (1, 6)
P dpt— & prdx” = o. a

Ist sein Rang nicht kleiner als fiir ein allgemeines benachbartes p-dimensionales Integral-
element, so ist Z, reguldr. Fiir p = o entfallen die Gln. (I, 7). Der Rang des Systems (I, 3)
ist stets »2. Damit folgt zusammen mit Voraussetzung Ila fiir den Rang s, des Systems
(I, 5, 6): 5o = 2m. Weiter ist der Charakter der Ordnung p(1 < p < n) s, < m. Ist ins-
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besondere s, = m, so gilt >’ s, = (24 #) m, da die Charaktere bekanntlich nicht wach-
E=0
sende Zahlen sind, und folglich ist das Geschlecht g des abgeschlossenen Differentialsystems

(I,1,2,3,49g=n-+1unds, , = o

Wir nehmen nun an, dal s, = s ist. Ist dann der Rang des Polarsystems (I, 5, 6, 7)
kleiner als (2 4 p)m, so ist I, singulir und ein ,,charakteristisches* Integralelement. Zur
Untersuchung dieses Falles kénnen wir uns auf das System (I, 6, 7) beschrinken. Die Ma-

trix dieses Systems ist
s b.
Cp — ( ik iu )’ (1,8)

r SA v A a7
g, 0" 2" — 0" py,

1 fir » = &,
& =
o fiur » & £,

die wir uns als Ubermatrix, gebildet aus der Matrix

(aivk éiu)
und den p Matrizen
(6,042 — 8" pp)

denken, wobei 7, 7 Zeilenindizes und £, v, u Spaltenindizes bedeuten. Ist also Z, ein charak-
teristisches Integralelement, so gilt

RgC, < (1 +p)m.

Da E, ein gewShnliches Integralelement ist, also mindestens ein regulares Integralelement
E,_, enthilt, ist dabei
RgC, = pm.

Die Gleichungen, welche die lineare Abhdngigkeit der Zeilen der Matrix C, ausdriicken,
gehéren zum ,,charakteristischen System'‘. Wir verwenden dabei diesen Begriff in einem
allgemeineren Sinn und verstehen darunter nicht nur das assoziierte System des abge-
schlossenen Differentialsystems.

Haben die Gln. (I, 6, 7) des Polarsystems keine lineare Beziehung zwischen den dx”
zur Folge, so konnen wir uns auf die Untersuchung der reduzierten Matrix

C, = (a'yk ) {1, 9)

& 0 "
an Stelle der Matrix C, beschrinken. Wir nehmen deshalb an

Voraussetzung III: Fur die p-dimensionalen gewohnlichen Integralelemente,
1 < p < n, deren Integralpunkte in U liegen, sei Rg C, = Rg C,.

Wir betrachten dementsprechend zunichst nur die Projektion des %, bestimmenden
Vektorgebildes in den (a*)-Raum. Diese Projektion ist p-dimensional infolge Vorausset-
zung III.
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Damit nun fiir die (1+)m X (1 +#n)m Matrix C,

Rg G, < (1+p)m

gilt, ist infolge der getroffenen Voraussetzungen und der Struktur der Matrix C; notwen-
digund hinreichend, daB ein vom Nullvektor verschiedener Zeilenvektor

(6t &5
existiert, der bei Linksmultiplikation an C,

Faldt + k082 = o
bzw.

Faldt 4+ by, 84 =o (1, 10)

ergibt. 8¢ ist ein Proportionalititsfaktor. Gl. (I, 10) muB fiir jeden Index £ und »
gelten. Dabei kénnen nicht alle 7 8¢ gleich Null sein, sonst wiirde bei von Null verschie-
denen £, ; eine lineare Abhingigkeit der d*¢" bestehen. Ebenso kénnen nicht alle £,
gleich Null sein, weil dann bei von Null verschiedenen # die Voraussetzung I11a Rg (a’) = m
nicht erfiillt wire. Gehoren demnach die Koordinaten é*¢” zu p Vektoren, die ein charakte-
ristisches Integralelement %, bestimmen, so folgt aus den Gin. (I, 10) notwendig, daB fiir
jeden festen Index £ und alle (p 4 1)-tupel (¥,) der Indizes » die Determinanten

|Fajg 82| =0 (1, 11)

sind. Dabeli ist ¥, Zeilenindex, 6 = 0, 1, 2, ..., p, und 4 Spaltenindex fiir p der p+1 Spalten.
Bilden wir aus den Koordinaten 6*%” die (nicht alle verschwindenden) GrassMANNschen
homogenen Koordinaten des durch die Vektoren (6*%”), A =1,2,..., p, gegebenen ein-
fachen p-Vektors,

b by — |5’-xﬂa I,o' =Rt

so kann man fur die Gln. (I, 11) schreiben:

[ .
I Z (_ 1)0 ﬂ::% . yi'ovl e Vo Yoy Yp
og=0

= o. 1, 12)

Die Gln. (I, 12) gelten fiir jeden Index 4, stellen also ein lineares homogenes Gleichungs-
system fiir die Z* dar. Andererseits muB} (I, 12) fiir alle (p 4 t)-tupel der Indizes » gelten.
Die /*sind also gemeinsame Losungen aller derartigen Gleichungssysteme (I, 12). Fiir
nichttriviale ¥ miissen also alle #-reihigen Determinanten

?
E Rt s i ey 1, 13)
o=

sein (¢ ist Zeilen-, £ Spaltenindex). Sind nun die Gln. (I, 13) erfiillt und GréBen /* aus den
Gln. (I, 12) bestimmt, so folgt weiter aus den Gln. (I, 10) fur jeden festen Index 4 und x

(x=1,2,...,p):

Rsts: 06— || OF OB e 65— Fa iy Ne . St

Minchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Albrecht) 2

g I o a’e

i il 1)



10 I1. Charakteristische Integrallinienelemente mit Linkseigenvektoren

wobei fiir mindestens ein p-tupel (v,) die Determinante

| & "

+= 0

ist. Andernfalls wiren die p Vektoren (8*+”) im (2”)-Raum linear abhiingig. Fiir dieses
p-tupel kénnen nicht alle Determinanten

| e 8 — P, 88, L 8hat

verschwinden, da nach obiger Uberlegung nicht alle £, gleich Null sind.

Ist umgekehrt ein System von (*}') schiefsymmetrischen Grofen y*1#2---#s gegeben,
die im (2")-Raum einen einfachen p-Vektor bestimmen (fir p > 1, # > 2 also die
PLickERschen Bezichungen erfiillen), der die Projektion eines ein gewdhnliches Integral-
element Z, bestimmenden einfachen p-Vektors im («7, u*, pB)-Raum ist, sind die g1 #2--+#2
weiterhin Eigenwerte der linearen Polynommatrizen

b4
Z" (__ 1)0 a:fz nvo "“""o-;"a+r*"’p) (I, 15)
a=0

mit den Unbestimmten #/#"*-#2, so daB3 aus den Gln. (I, 12) gemeinsame Lésungen /* be-
stimmt werden konnen, so ist das Integralelement £, charakteristisch. Denn wir kdnnen
aus den y“*--#» die Koordinaten 6*2” von p Vektoren bestimmen, die den cinfachen
p-Vektor im (2”)-Raum aufspannen, und aus den Gln. (I, 14) GréBen £,; ermitteln, so dal3
die Beziehungen (I, 10) gelten. Damit haben wir folgendes Ergebnis:

Satz 1: Gelten fiir das abgeschlossene Differentialsystem (I, 1, 2, 3, 4) die Voraussetzun-
gen I, ITa und III, ist der Charakter s, = 7 und £, ein gewdhnliches p-dimensionales
Integralelement, 1 < p < #, so ist £, dann und nur dann charakteristisch, wenn

a) die Koordinaten y*/-*#s der Projektion des £, bestimmenden einfachen p-Vek-
tors in den (x")-Raum Eigenwerte der Polynommatrizen (I, 13) sind,

b) gemeinsame Losungen / der Gln. (I, 12) existieren.

II. DER FALL, DASS CHARAKTERISTISCHE
INTEGRALLINIEN-ELEMENTE MIT EINEM VOLLSTANDIGEN
SYSTEM VON LINKSEIGENVEKTOREN
EXISTIEREN

Wibrend im vorhergehenden ganz allgemein die Bedingungen ermittelt wurden, die
notwendig und hinreichend sind, daf3 ein p-dimensionales gewdhnliches Integralelement Z,
charakteristisch ist, wenden wir uns nun dem Spezialfall zu, der im Rahmen dieser Arbeit
hauptsichlich interessiert. Wir gehen von folgender Frage aus: Wie lauten die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, daBl im Integralpunkt £, unter Beriicksichtigung ihrer
eventuellen Vielfachheit » eindimensionale charakteristische Integralelemente £7,
J=1,2,..., m, existieren, zu denen ein System von # linear unabhingigen Zeilenvekto-
ren (ZJ') gehort ?
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Wir haben also p = 1 und schreiben fiir die £ bestimmenden Koordinaten
CA AL PE P Y )
und den zugehérigen linksmultiplikativen Zeilenvektor
(56t &),

Nach (1, 10) gilt dann fiir jeden Index j fiir ein charakteristisches Integrallinienelement £

laldt k" =o, 11, 1)
mit nicht sdmtlich verschwindenden £;, , woraus entsprechend (I, 14) die Proportionen
kit =—1Ulas: 8,2 =—1lal: d;) x*
bzw.
02" 102" = Lafy : Lafy (11, 2)

folgen. Die Gln. (I, 12) lauten hier also

d. h. die Z sind gemeinsame Losungen der Systeme (I, 3) fiir alle Indexpaare (i, #). Des-
halb miissen entsprechend (I, 15) die 8 ;, #* Eigenwerte der Polynommatrizen

(@x " — aly )

sein. Weiterhin wird nun verlangt, daf zu diesen Eigenwerten ein vollstindiges System
von Linkseigenvektoren (/) gehért.

Wir zdhlen zunichst die Anzahl der den Koeffizienten a, auferlegten Bedingungen: Bet
festem Index 7 hat das Bestehen der Gln. (II, 2) (» — 1)# Bezichungen zur Folge. Da aber
m—1 dieser Verhiltnisse ohne Bedingungen fiir die @/, erfiillt sind, missen die Koeffi-
zienten

(m—1)(n—1)

Bedingungen erfiillen, also keine fiir den Fall einer einzigen Gleichung

S @& up)=o0
bzw. ein System mit nur zwei unabhingigen Verdnderlichen 29, x! (siche auch [3]).

Wir wollen nun weiter den Index » = 0 auszeichnen und an Stelle von Voraussetzung
ITa fordern

Voraussetzung IIb: In U sei die Determinante |a,| = o.

Dann ist der Charakter s; = #2, wie aus dem Rang der Matrix

al
AL

2%



12 II. Charakteristische Integrallinienelemente mit Linkseigenvektoren

fiir ein Integrallinienelement mit 64° = o folgt, und wir kénnen uns beziiglich der § ;x” auf
das Eigenwertproblem fur die Matrizen

(‘Z.pk ' — afy o)
beschranken und fiir jeden Index ;

6<j)x° = 0x° = o
annehmen. Andernfalls wire

0
] 2y

P
O %" = o,

woraus wegen |aj| == o stets ;%" = o folgen wiirde. Deshalb geniigt es, die inhomo-
genen linearen Polynommatrizen

(ahy ¥ — ) bow. (e ¥ — o” aty) (L, 4)

mit der zu (@) inversen Matrix («/”) und mit den Eigenwerten

zu betrachten. Es gibt bekanntlich genau dann zu jeder der Matrizen (II, 4) 7 linear
unabhingige Linkseigenvektoren, wenn diese Matrizen nur lineare Elementarteiler be-
sitzen und in diesem Falle gemeinsame Linkseigenvektoren genau dann, wenn

o Eyins v s v kr p
Cip X By = Qi O Ay (II, 5)

ist fiir alle Paare von Indizes v, g [19].

Unter der Annahme, daf3 also fur s charakteristische Linienclemente und 72 linear un-
abhingige gemeinsame Linkseigenvektoren () die Gln. (I, 1) gelten, wollen wir nun auch
die {ibrigen, nach Voraussetzung III bestehenden Beziehungen zwischen den Koeffizien-
ten der Gleichungen des Systems (I, 6, 7) angeben. Die Matrix (I, 8) dieses Systems ist in
unserem Falle fiir das j-te charakteristische Integrallinienclement £¢

ar b.
CH — ( ke L )
1 7 v r v
0% — 0 2y

Bei Multiplikation der Matrix €Y von links mit dem Zeilenvektor (/;6¢ £;,) miissen also
auBer den Gln. (II, 1) die Gleichungen

gelten fir jeden Index ». Durch Umformung mittels der Bezichungen (11, 2) erhilt man
hieraus

Lald,,0% + 16, 02" = o. (11, 6)
Aus (11, 6) folgt speziell fiir p = o

Lalbgph + 16,,02° = o. (L1720
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Gelten also die Gln. (II, 2) und (I1, 7), so bestehen auch die fiir ein charakteristisches Inte-
grallinienelement £’ notwendigen Bezichungen

Galoppo+ b, 0,8 = o, (11, 8)

da fiir £{ als Integrallinienelement infolge der Gln. (I, 3) sogar jeder Koeffizient der
/ in dieser Gleichung Null ist.

Wir haben im Bisherigen alle Bezichungen fir den festen Integralpunkt £, aufgestellt.
Nun sehen wir von dieser Bedingung ab und verlangen

Voraussetzung IV: In U sollen die Matrizen (II, 4) fiir alle Indizes p, p > 1, nur
reelle Eigenwerte 4/, mit einem System von #2 linear unabhéngigen gemeinsamen Links-
eigenvektoren (/) besitzen und die A%, und % als Funktionen der &’, #*, p} stetig sein und
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung bezliglich aller dieser Verdnderlichen haben.

Da8l die 4}, als Wurzeln der charakteristischen Gleichungen der Matrizen (I, 4) endlich

sind, folgt schon aus Voraussetzung IIb. Infolge Voraussetzung IV kénnen wir fiir jeden
Index £

Wy = a‘i (1L, o)

setzen. Jedes charakteristische Integrallinienelement £Z¢” mit einem in U liegenden Inte-
gralpunkt mufl dann nach (II, 2) dem System

A = Ny dad, 1) = 1, (11, 10)

genugen.
3 d =
Verstehen wir unter a—xv n-+1 unbestimmte GroBen, so folgt aus Voraussetzung IV
X

(GIn. [11, 9]), daB die Determinante | 4, *% i in der Form

1 :ﬁ axv = |d'k| ].—[ l(]) 3x" (II’ 11)
geschrieben werden kann, wie sich aus
f v ax -
Z; @ih o2 tk }’(J) a v

infolge Z;| == 0 in Ul ergibt.
Nun mége durch die stetig differenzierbaren Funktionen

W= (), = ()

eine in Ul gelegene (# + 1)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit M des Systems (1, 1,2, 3,4)
dargestellt werden, welche infolge Voraussetzung IV in allen ihren Punkten den Gin.
(11, 10) geniigende charakteristische Integrallinienelemente £
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(xv’ uk: ?f: 6(j)xv: 6(_,') uk: 6(])1’5)
hat. Sind dann g, (") Funktionen mit der Eigenschaft, dal3 die partiellen Ableitungen

%5

e Komponenten eines Normalenvektors zu (4;,2") sind, dann gilt

Laly 2uy)

ox i
fiir jeden Index £, bzw.
v 0%
) g
Also ist fiir jeden Index s
v _9%G)
Pz -

Umgekehrt kénnen wir auf M die durch Nullsetzen der rechten Seite von Gl. (II, 11) er-
haltenen Gleichungen

y 0
My 5 =o a1, 12)

als lineare homogene partielle Differentialgleichungen erster Ordnung fiir derartige Funk-
tionen y;, auffassen. Die Gln. (I1, 12) stellen das zu den Gln. (I, 10) adjungierte System
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung dar.

L4

Die Reduzibilitit der Determinante !am :Zv nach Gl. (I1, 11) ist zwar notwendig,
x|

aber natiirlich nicht hinreichend fiir die Existenz von 2 linear unabhingigen Linkseigen-

vektoren (7).

Satz 2: Gelten fiir das Differentialsystem (I, 1, 2, 3, 4) die Voraussetzungen I, ITb, 111,
so hat eine in U gelegene (# - 1)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit M dann und nur
dann in jedem ihrer Punkte charakteristische Integrallinienclemente Z¢ mit 2 linear un-
abhingigen Linkscigenvektoren (/5), wenn in jedem solchen Punkt

a) die Matrizen (II, 4) nur reelle Eigenwerte 4/}, und nur lineare Elementarteiler haben,

b) die Vertauschbarkeitsbezichungen (11, 5) gelten. Letztere haben (m — 1)(n — 1)
Bedingungen fiir die Koeffizienten @}, zur Folge. Auf M gentigt dann das Feld der
charakteristischen Richtungen im (#")-Raum den Systemen gewohnlicher Differential-
9z
drs

gleichungen (11, 10), und die Determinante |, , als Polynom in den 7 - 1 Unbestimm-
I

ten aﬁl; aufgefalit, ist reduzibel und zerfillt in #z in % lineare Faktoren, die einzeln
4 X

nullgesetzt die zu den Systemen (11, 10) adjungierten particllen Differentialgleichungen
erster Ordnung darstellen.
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III. QUASILINEARE SYSTEME

Wir nehmen nun an, dafl die f; ein quasilineares System bilden,

s =alpy + ki =o, (W)
al, = al (", &), h; = k; (2%, o),

der im vorigen Kapitel betrachtete Spezialfall vorliegt und die angegebenen Vorausset-
zungen einschlieBlich Voraussetzung IV gelten. Wir gehen von den Gln. (I1I, 1) zu den
Gleichungen

Bhi=Eapgh+ bk =o

tber. Unter Berticksichtigung der Gln. (II, 9) kénnen wir schreiben
Z; aivk pf + Zj’ }l,- = Z; aiob j‘(";) pf + Zj‘ }li

und erhalten daraus zusammen mit Gln. (II, 10) infolge der Gln. (I, 2) als Differential-
gleichungen flir charakteristische Integrallinienclemente

Dt da ey dob =0
bzw.
Lalydid + Lk di® = o (111, 2)

In der HaMBURGERschen Theorie werden fiir jeden Index s das System der Gln. (I, 10)
zusammen mit der Gl. (I1I, 2) betrachtet und als unbeschriankt integrabel vorausgesetzt.
Wir stellen diese Forderung nicht und behandeln zunichst den allgemeinen Fall, spiter in
Kapitel VI den Fall, daB3 sich die Ausdriicke % 4, du* durch ein vollstindiges Differential
darstellen lassen, was zu betrdchtlichen Vereinfachungen fiihrt.

Wir ersetzen die Gln. (I, 1, 3) durch andere und betrachten von jetzt an als zu integrie-
rendes System

Fo= AL ph+ H, = o, (111, 3)
e (111, 4)

A dpy + By, dv’ = o, (1L, 5)
P \rdate—=r0, (I11, 6)

wobei zur Abkiirzung
A;k = l; d,-vk, H[ — l‘ /;.’

J :
oF; oF; ,
Biu=gm 1 G tu

gesetzt ist. Infolge der quasilinearen Gln. (II1, 1) sind die Z ebenfalls als von den pf un-
abhingig anzunehmen. Verwenden wir nun die Formeln des Kapitels II fiir dieses System
(I11, 3, 4, 5, 6), so kénnen in diesen Formeln die Z; gleich Eins gesetzt werden.
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Dann fiithren wir in U durch die Substitutionen

Py, = A3 8 (11, 7)

i
an Stelle der p! die neuen Verinderlichen P;, cin. Die 4, sind von den p} unabhiingig,
also sind die Substitutionen (III, 7) linear. Ferner ist die Determinante

| 4] = [ #]]ak] + o

also lassen sich die p? eindeutig aus den P;, bestimmen.
Das j-te Integrallinienclement £9% muB nun einerseits die Gln. (II, 10) erfiillen:

dx = A, (=", u) d2°.
Ferner muf} es wegen der Gln. (III, 4) die Gleichungen
dut = pt A}, da°
befriedigen. Nach Substitution der p# mittels (II1, 7) setzen wir hierfiir
dut = @f («, ¥, Pp) dx®

und zur Abkiirzung
b =&
SchlieBlich muB das Element £9 infolge der Gln. (I, 7) die Gleichungen
Ap, dp} = — B, da®
erfiillen. Damit folgt aus (III, 7)

0
o4},

oxF

i\ gt — 8, | aw
+ aul— py ) Vi jv xT.

ap,, = aasuph+ atart = ||
Nach Substitution der p* mittels (111, 7) schreiben wir hierfiir
dpP;, = '{’j, (=, u*, Po)dals

Wir haben damit ein System von 2 # -- m -+ 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen, dem
die Koordinaten des charakteristischen Integralelements £¢ geniigen miissen:

dx’ = A, dx°, (111, 8)
du’ = 7 dx°, (I11, 9)
dut = Ok, dn, k+j, (111, 9a)
il S0 (111, 10)

Wir nehmen dabei an, da der Koeffizient A}, == o ist, was bei geeigneter Indizierung
stets zu erreichen ist. Der wesentliche Vorteil des quasilinearen Systems (I11, 3) liegt in der
Moglichkeit zur Herstellung der Differentialgleichungen (I11, 10) mittels der beziiglich der
p* linearen Substitution (111, 7).
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Wir bemerken noch, daB die Gln. (I, 3) mit

A

Ay = —2%
) Ajok

m unabhingige lineare Beziehungen zwischen den 2;, darstellen:

My Py, +H; = o. (I11, 11)

IV. EXISTENZ UND UNITAT DER LOSUNGEN DES SYSTEMS
(I11, 8, 9, 10)

Wir geben fiir das abgeschlossene Differentialsystem des Systems quasilinearer Gleichun-
gen (III, 1, 4) eine n-dimensionale Integralmannigfaltigkeit vor und zeigen, dal mit den
hierdurch festgelegten Anfangswerten unter gewissen Voraussetzungen das System der
Gleichungen (III, 8, 9, 10) in einer Umgebung dieser Mannigfaltigkeit eine eindeutig
bestimmte Losung hat. Hierzu betrachten wir ein dquivalentes System von Integral-
gleichungen. Fiir dieses wird die Existenz einer Loésung mittels eines Iterations-
verfahrens vom PicarDschen Typ bewiesen, das von R. CourANT und P. Lax fiir den
Fall zweier unabhingiger Verinderlicher eingefiihrt wurde [13], mit einer gegeniiber der
dortigen abgeinderten Beweisfithrung.

Im folgenden gehen die Indizes %, 4, 4, » von o bis #, die Indizes g, o, T von 1 bis 7.
Unter ,,const** wird in diesem Kapitel jeweils eine positive Konstante verstanden (nicht
notwendig in jedem Falle die gleiche). Ferner verwenden wir folgende Bezeichnungen:

@ (¢*) € C7 in einem Bereich

hei3t, simtliche partiellen Ableitungen der Funktion ¢ (#*) von der Ordnung 7 beziig-
lich aller Verdnderlichen 2 existicren im betrachteten Bereich und sind dort stetig.

¢ (2*,»") € Lip [#*] in einem Bereich

heiBt, die Funktion ¢ (x*, »") erfiillt im betrachteten Bereich der x¥, 3* eine LirscHiTz-
bedingung (abgekiirzt: Lip.-Bed.) mit einer einheitlichen Lipscuirzkonstanten (abgekiirzt:
Lip.-Konst.) beziiglich der #*. SchlieBlich soll die Schreibweise [@(x*, ¥")];u, ,» bedeuten:

[ (#*, 3w, ,n = ¢ (&, ).
Weiter verwenden wir das fast selbstverstindliche
LeEmMMA 1: Im Bereich B, der 2* gelte fiir die Funktionen ¢/ (x#):

¢’ (+*) € Lip [«*]

mit je einer Lip.-Konst. £,, ferner | ¢’ | < M,, 0 << M,. Dann ist in B,

Minchen Ak. Abh, math.-nat. 1959 (Albrecht) 3



18 1V. Existenz und Unitit der Losungen des Systems
» m
a) D' %, eine Lip.-Konst. fiir die Funktion 3’ ¢’ (%),
I=1 l=1

»m ” k ”m
by [T M, X 7’ eine Lip.-Konst. fiir die Funktion [] ¢’ (#*).
=1 i =1

=1
Im Bereich B, der 4/ gelte fiir die Funktion y (2/):
v () € Lip [+/]
mit einer Lip.-Konst. X. Fiir (+*) € B, sei (¢ (#*)) € B,. Dann ist in B,

c) K 2k eine Lip.-Konst. fiir die Funktion p (¢’ ().

7=1
Die Beweise verlaufen dhnlich wie entsprechende bekannte Stetigkeitsbeweise. Ferner
bendtigen wir

LeMMA 2: Besitzen die Funktionen einer Funktionenmenge in einem konvexen Bereich
gleichartig beschrinkte stetige partielle Ableitungen erster Ordnung beziiglich aller ihrer
Verinderlichen, so erfiillen die Funktionen der Menge in diesem Bereich eine gleichartige
Lip.-Bed..

Gleichartig beschrinkt soll hierbei heilen, es gibt eine gemeinsame Schranke fiir die
Ableitungen aller Funktionen der Menge, gleichartige Lip.-Bed. soll heiBlen, es gibt eine
gemeinsame Lip.-Konst. fiir alle Funktionen der Menge. Lemma 2 folgt aus dem Mittel-
wertsatz.

Nun geben wir eine n-dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit vor, und zwar zur Verein-
fachung der Darstellung und ohne wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit auf der
Hyperebene x® = o des (»")-Raumes:

Im Bereich
a2 < 5., S, = const,

seien m beliebige reelle Funktionen

uy (2% € C? (v, 1)
gegeben. Wir setzen
ouk
Pgo e —37:‘

Wir nehmen nun weiter an, daB die Funktionen #; (#’, #, p}) fiir alle Werte-(z + 1)-tupel
(0, 2%), | 2%] < S,, und fiir dic zugehérigen Werte

ut = ui (29, pg = pgo (+9)
durch reelle Werte p#, (x) annulliert werden:

ﬁ}(o, afrut ()i 69) = 0.

Jedes solche Wertesystem
(0, xQ’ ”g (x(?)’ Pfo (xe))

soll einen Integralpunkt £, darstellen mit einer Umgebung

U (0, %%, uf(x%), pto(x9),
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in der fiir das urspriingliche System (III, 1) die Voraussetzungen I, IIb, III und IV gel-
ten, so daB diese Voraussetzungen auch im Gebiet

G = U U0, ub(x?), pte(x9)
[0 < s,

erfiillt sind. Wir kénnen dann die Gln. (I11, 3) nach den p§ auflésen und erhalten
po = ¢t (@, ),
Pgo(xe) = ‘Pb (Ox xQ, u(‘)(xg)rPLO(xe))~
Dann fiithren wir in @ die Substitutionen (III, 7) durch,

‘Pjv — A_:)é (x”’ ul) ]55
und setzen
P o (2% = A7, (0,28, 16 (a9) e (2D

Infolge der Voraussetzungen I, IIb und IV sind in G

@t (o0, p) € CL, S, (a5, ) EC
Wegen
#h(x9) €C? in 22| < S,
ist also in diesem Bereich auch

DrolFNECHF 0 () ECh
Wir verlangen, da83 fiir |2 | < S,

LE0 ) ¢ Lip [a) av, 2)
gilt.
Wir definieren folgende abgeschlossene konvexe Bereiche:
Bereich X: Fiir o <% < 6, 8 = const, sei |2 < S, — S,4°% S; = const, §;8 < S,,
0 =1,2,...n, wobei S, die bereits eingefithrte positive Konstante ist.
Bereich U (29): Fir (x) €X sei |uf—uf (20| < S,, S, = const, £=1,2,...m.

Bereich P (22): Fiir (#") €X sei |P,,— P, (20| < Sp, Sp = const, £=1,2,...m,
3 = O e 92,

Die Vereinigungen

V)= U U@, P(X) = U P

@) ex Mex

sind infolge der Abgeschlossenheit von X selbst abgeschlossen. Ist &* das Bildgebiet von G
bei den Substitutionen (III, 7), so sollen die Konstanten 9, S,, S, so gewihlt sein, dal
der abgeschlossene Bereich X X U (X) X P (X) Teilbereich von &* ist. Weiter gelte fiir
die in den Gln. (II1, 8, 9, 10) auftretenden Funktionen die

3.
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Voraussetzung V: In G* seien fiir die Funktionen 1J, (", #*) die partiellen Ab-
leitungen erster Ordnung € Lip [+*, #*], ferner seien die Funktionen @7/ (x*, u*, P,,),
V., («*, 4, P,,) € CY, ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung € Lip [2*, #%, P, ].
Folglich sind diese Funktionen und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung im ab-
geschlossenen Teilbereich X' X U (X) X P (X) von G* stetig und beschriankt. Wir kénnen
deshalb bei passender Wahl von ¢ in diesem Bereich

<S5 |9 <Sa |

|25

mit S, = const, S4 0 < S,, Sy = const, Sy 6 < S, setzen.
Wir betrachten nun eine Familie stetiger reeller Funktionen y 5, (22, &), ©/ (¢*), Q,, (&)
von 2% und von Parametern & mit folgenden Eigenschaften: Fiir

< Sy av, 3

Gietiat e (CNE S

gilt fiir die Funktion

(@) y(;) (=% &9:
@) Fiir 20 = & ist 35, (5% &) = &,
ﬂ) ly(3)| S Sx s Sl xO’ J/(?;) =Wl

2y
) ¥y € C bezliglich der &, 2G) ist gleichartig beschrinkt,
&) g En g g

oy
& 9 € Lip [, £ gleichartig.

(b) »/ (&, &):

a) Fiir & = o ist 27(0, &) = #} (&9).

B /(& —u (@] LS.

y) v €CY, g—:; ist gleichartig beschrinkt.

v’

ogH

) € Lip [£] gleichartig.

(© @, (&% &):

a) Flir & = oist Q,,(0, &) = £,,, (&9
B Q) (8 E)— P, (@] < Sp.

» 0, €CY, aa%;" ist gleichartig beschrinkt.
1 L S
7)) o € Lip [£"] gleichartig.

Dabei sind im Bereich X zu bildende Grenzwerte auf in X liegenden Punktfolgen auszu-
fithren. Auf & = o, | £ | = S, erkliren wir die unter ) geforderten partiellen Ableitungen
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nach £° durch die Grenzwerte der entsprechenden partiellen Ableitungen fur IE" | <y
Diese Grenzwerte existieren infolge der aus d) folgenden gleichmidBigen Stetigkeit der
partiellen Ableitungen, sind stetig, gleichartig beschrinkt und € Lip [§”] gleichartig.

Ein m (n + 1)-tupel von Funktionen y,, (f =1, 2,...m,v = 0, 1, 2, . . . »), ein m-tu-
pel von Funktionen ¢/ (j = 1, 2, ... ») und ein » (7 4 1)-tupel von Funktionen @, (j =
1,2,...m,v=0,1,2,...n) fassen wir zusammen zu einem Funktionenvektor

v

Y&

fEs e=-
Q;

Derartige Funktionenvektoren betrachten wir als Elemente eines Raumes §, die durch
lineare Operationen aus diesen Funktionenvektoren gebildeten Funktionenvektoren als
Elemente eines Raumes, der § als Unterraum enthilt. In diesem Raum definieren wir
als Norm eines Elements das Maximum des absoluten Betrages der Komponenten des
Funktionenvektors fiir o < 29 < &9, (") € X. Infolge (IV, 1, 2) ist

2

fo(z0, 89 = | ™ IV, 4)
&

4G
\ :,o@e))

Der Raum § ist dann vollstindig: Fiir eine Folge {f,} von Vektorenf, € §,» =1,2,...,
folgt aus

Element von §.

Bim |If,—f,] = o

wegen der beniitzten Normierung die gleichméfBige Konvergenz der Komponentenfunk-
tionen der Vektoren f, gegen die Komponentenfunktionen eines Funktionenvektors g im
abgeschlossenen Bereich o < 2% < £, (&) € X. Wir zeigen, dal3 ¢ € § ist. Zunichst sind
die Komponenten von g als Grenzfunktionen einer gleichmifiig konvergenten Folge ste-
tiger Funktionen selbst stetig. Weiter erfiillen diese Grenzfunktionen die Bedingungen

a): Denn jede Folgefunktion hat fiir 20 = £° bzw. £ = o den vom Folgeindex unabhingi-
gen Wert & bzw. 2 (£°) oder P, (8, also gilt dies auch fiir die betreffende Grenzfunk-
tion.

B): Da die Bereiche X, U (&%), P (&%) abgeschlossen sind, liegen auch die Wertevorrite der
Grenzfunktionen in diesen Bereichen. y(, ist stets gleich #°.

y, 0): Alle Folgefunktionen besitzen stetige, gleichartig beschrinkte partielle Ableitungen
nach den &, die eine Lip.-Bed. mit einer gleichartigen Lip.-Konst. erfiillen und deshalb
sogar gleichartig stetig sind. Damit folgt aus dem ARzELAschen Satz die Existenz einer
Teilfolge der Folge {f,}, so da3 die partiellen Ableitungen nach den & der Komponenten-
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funktionen der Vektoren dieser Teilfolge gleichmiBig konvergieren. Ihre Grenzfunktionen
stellen dann die entsprechenden partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen von
g dar. Diese haben somit stetige partielle Ableitungen nach den &, fiir die dieselben gleich-
artigen Schranken und Lip.-Konst. wie fiir die Folgefunktionen gelten, da gleichartige
Schranken und Lip.-Konst. beim Grenziibergang bestehenbleiben.

Auf die Komponentenfunktionen y’,, o7, Q;, eines Vektors { € § iiben wir nun folgende
Integraltransformationen aus:

25y (2% &) = & + !o A% [J’(’}) (, &,0v* W @ &) ] s, av,s)
o . én .
w’ (&) = u} [Zf}) (0, &9] + _! D7 [y (2, &), vt (&, 8 D) Qs &y @, &) dt, (Iv,6)

EO
'ij (E“) . Pij [2(3) (Oy E”)] + J gfjv [}’(’;') (ty E”); vb (J’(’,‘) (t! E!‘)>) Qk/’l (y(:') (t: Eﬂ)>] dt’ (IV) 7)

mit 0 < 20 < & < ¢, (&) €X und der Integrationsverinderlichen ¢ Wir haben also in
den Funktionen

)‘(‘:") («, ub)’ @/ (=, w, B SUjv 3, u, ) v, 8

der Gin. (111, 8, 9, 10) fiir

2=y (6,8, vt = (95 0 E), Pu= Qu (¥ ¢ &)

und dabei wieder fiir die Funktionen

(&9, Qu () IV, 9)

die Funktionen
(WG @8 Qua (v @ 89)

gesetzt. Da im zugrunde gelegten Bereich ihrer Verinderlichen sowohl die Funktionen
(IV, 8) als auch die Funktionen (IV, 9) und die y;, (¢, §") stetig sind, existieren die in die-
sen Transformationen auftretenden Integrale und sind nach einem elementaren Satz stetige
Funktionen von 2% und den &*. Die gleiche Aussage gilt dann jedenfalls fiir die Funktionen
z(; (2% &). Fiir die Funktionen =’ (&%), R;, (§*) werden wir sie spiter beweisen. Symbo-
lisch schreiben wir fiir die Transformation (IV, 3, 6, 7)

b= Tf
mit dem Funktionenvektor
20
b= | «’

R

A

Wir zeigen nun, dafl § € § ist und die Funktionen 20 die Eigenschaften o) mit d) der
Funktionen y(;), die Funktionen ’bzw. R, diejenigen der Funktionen 2’ bzw. Q , besitzen:
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(a)
«) Fir 20 = £ist 25, (&% &) =
B) Infolge (IV, 3) gilt die Integralabschitzung

|26, (38, 89— &0 | <[ 13| d2 < S, —9),
ferner ist (§*) € X, also )
] < S, — S 8
Folglich ist
|28y (2% &) = 26, (2% &) — & + 8| < S (@ =) + S, — 5 & = S,— ;2
Fiir » = o gilt wegen A0,y = 1 23, = 2%

) Im abgeschlossenen Bereich X' X U (X) haben die Funktionen 4(;, (+*, 2*) nach Voraus-
setzung IV stetige, beschrinkte particlle Ableitungen, die Funktionen y, (22, &), v* (&)
haben stetige und gleichartig beschrinkte partielle Ableitungen nach den &”. Also kann
nach einem elementaren Satz in Gln. (IV, 5) unter dem Integralzeichen differenziert wer-
den und wir erhalten fiir

ozf
S (0o (1)
p— FD =1+ f 2 dr, (IV, 10)
az8 : dif
— . 0, i 0 N 4
Y¥=90,0F0: ey J o z, IV, 11)
Ta——— az(ej) (I) d 0 x b (£ v
»=o¢: 0~ ] e 41— Ay (€4 @), IV, 12)
2z.
» =0 ag) =0 v, 13)
Dabei ist
a5 (@0 6, v (28 (5 )] okl | oxy  edt | ey, IV, 14)
48 25, avt oyl | ed '

Nach bekannten Sitzen sind die Ableitungen (IV, 10, 11, 12) stetig in allen Veranderlichen
2%, &* des zugrunde gelegten abgeschlossenen Bereiches. Nun sei in diesem Bereich

0 Caita
A J’( )( =) e ) ‘
1=0,1,...n 2
= 1580 s
. . . . . | a0* (&)
und M eine gleichartige Schranke wie gefordert. Ferner ist nach Voraussetzung | o
l

gleichartig beschrinkt. Dann ist der Betrag der linken Seite von (IV, 14)

‘ dA%,
a8

H 8405

‘ 820 ot |
x
e

3 ®
oot oyl |

»
‘ 95 ;)
28
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gleichartig beschrinkt, denn die endliche Summe endlich vieler Produkte gleichartig be-
schriankter Glieder ist selbst gleichartig beschrankt. Auflerdem ist im betrachteten abge-
schlossenen Bereich der x*, #*, dem auch die Werte £, v* (§*) angehéren, |45, (2%, #*) | be-
schrinkt. Also gilt infolge einer Integralabschitzung fir die Gln. (IV, 10, 11, 12)

2z, |
°G) ‘ < const 4 const (% — 2% < const -+ const - § < M,

o&

falls M geniigend grofl und 6 geniigend klein gewéhlt wurde. Wesentlich dakei ist, dal
die Konstante 4/ nur in die mit ¢ multiplizierte Konstante const eingeht.

d) (&) € X, (&") € X scien zwei verschiedene Punkte, £ < 2, ferner sei #° € [o, &), 2° €
[0, £°]. Dann gilt folgende Abschitzung:

|
(N W T
8¢ s, §0) 08 Jio, g, ee)l I o0& 1o o050 a8 |65 8% 50

|t
‘ &t 10,8080 L TR0

Ist also gleichartig

dz(;
% e Lip (], 5 € Lip [, 52 € Lip 18,

so ist auch gleichartig

82(';.) cLi [xo £ ]
as;. P ) ) 0

Wir weisen im folgenden nach, daB jede der drei einzelnen Lip.-Bed. erfiillt ist.
Fir alle Ableitungen (IV, 10, 11, 12) gilt gleichartig

oz .
P e Lip [49) :

o &
012 o ] oz,
[ 2 — [—(’Al] < const | 2® — 4|,
28"l 2 [P
denn
¢ an " an & an
i) dz—f G i I
J g J g& d&
0 9t B & u dé
dify | ,
und T . ist gleichartig beschrinkt.

Fiir das Folgende ist zu berticksichtigen, daf3 die Funktionen

& (&, 04 (&) € Lip [¢7] gleichartig (IV, 15)

sind. Denn es ist 4%, (z* #%) € C! fiir (&) € X, (&%) € U (X). Ferner ist in X (2* (&)
€ U (X), v* (&) € C' mit gleichartig beschrinkten Ableitungen. Also ist nach Lemma 2

2 (&, v* (&) € Lip [£1] gleichartig.
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Weiter sind die Funktionen (IV, 14)

aily [y (2 89, 7 (5 &0, 89)]

d &

€ Lip [¢"] gleichartig. (IV, 16)
Denn nach Voraussetzung V sind die Ableitungen

oA,

Gy (&% 7] o4l (2, )

o i 2 uk

€ Lip [#*, %]
im Gebiet &*. Ferner ist fiir (§) €X

UGN eX, (¢* (J’(’}))) SRACHY,

und (i (2% &) € €' mit gleichartig beschriankten partiellen Ableitungen, also nach
Lemma 2

¥in (% &) € Lip [¢"] gleichartig;
ebenso ist #* (§*) € C* mit gleichartig beschriinkten partiellen Ableitungen und
v* (&) € Lip [¢] gleichartig.
SchlieBlich ist nach Voraussetzung

oy’ (2% &* . . '
L)a(;—) € Lip [§¥] gleichartig
mit einer Lip.-Konst. X und

oot (E) .
—og € Lip [§] gleichartig.

Damit gilt (IV, 16) infolge Lemma 1.
Weiterhin ist gleichartig

Fad

d}. drl; [
"’ a’t — f [—‘-’—’-] dt

%0

IA

¥
di di’. A
(1) (/) . )
‘j[ 28 ]~° a4 +I [ 28 ]@",ze) [ 78 ](e".ZO) =
Eq
< (const. + const - §) (8¢ — £9), av, 17)

da der Betrag des Integranden im ersten Integral der rechten Seite gleichartig beschriankt
ist und fiir den Integranden des zweiten Integrals Beziehung (IV, 16) gilt.

Minchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Albrecht) 4
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oz
Aus (IV, 135, 16, 17) folgt endlich aze(;)' € Lip [£°] gleichartig:

[_"’Z(vﬁ ] e [ 220 ]

o8 e w0 88 lus g0
82(';-) g . :

und —7>- € Lip [£%] gleichartig:

a8
[ az('j.)] B [ az(jl]
& 10, 0, 30 o9& 3, o, 0

Wesentlich dabei ist, daB3 die gleichartige Lip.-Konst. X nur in die mit ¢ multiplizierten
Konstanten const eingeht. Somit ist

< (const + const - 8) (&% — &%),

< (const + const - 8) max {|& — &|}.

e=12,...n

aa—zg/j% € Lip [9, &9, &)
mit der gleichartigen Lip.-Konst. X, falls X gentigend groB3 und d genligend klein gewiahlt
wurde.

Damit ist gezeigt, daB die Funktionen 2}, (% &) zur Familie der Funktionen y(;, (2%§*)
gehoren.

Aus diesem Ergebnis folgt nun sofort, daf die Funktionen w” (§) und R, (§*) der Gln.
(IV, 6, 7) stetige Funktionen ihrer sdmtlichen Verinderlichen sind: Fiir die in den
Gln. (IV, 6, 7) auftretenden Integrale haben wir uns dies bereits tiberlegt. Nun sind die
uf (2%), P, (2°) stetige Funktionen der 2° fiir [ 2% | < S, die 2§, (0, &) stetige Funktionen
der & in X und | 2, | < S,, also sind die %’ (") und R, (&) stetige Funktionen der &
in X. Im folgenden zeigen wir, daB die Funktionen =’ (§*) zur Familie der Funktionen
v’ ("), die Funktionen R, (£*) zur Familie der Funktionen Q ;v (§") gehéren und die hier-
fur unter a) mit d) angegebenen Bedingungen erfiillt sind:

(b)
a) Fiir & = o ist w’ (0, &) = uf (&).
B) Es ist

|07 (82, £) — 25 ()] < |o0? (8, &) — 4 (a8, (0, )| + |04 (8, (0, 89) — uf (89|
Infolge (IV, 3) erhilt man
Ell
|20’ (89, €9 — uf (28, (0, &) < [ |9/ dt < Su6.
0

Ferner sind die Funktionen 2 (x*) € C'im Bereich | 2% | < S,, also auch «} (»*) € Lip [2]
in diesem Bereich. Deshalb ist

|u5 (28, (0, &) — u(}(fQ)] < const - r1n2ax {l28, (0, &) — &} < const - S, 4.
e=1l,a,...n

Damit gilt
| 207 (89, £) — (&) | < Spd+ const- S8 < S,

falls 6 genligend klein gewahlt wurde.
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y) Im abgeschlossenen Bereich ihrer Verinderlichen haben die Funktionen § (x%)
stetige, beschriankte partielle Ableitungen nach den x°, die Funktionen z$, (o0, ) stetige,
gleichartig beschrankte particlle Ableitungen nach den & und es ist |28, (0, &) | < S,.
Deshalb ist in X #§ [28, (0, #)] € C! mit gleichartig beschrinkten partiellen Ableitungen
nach den &“. Weiter haben die Funktionen &7 (x*, #%, P,;) im abgeschlossenen Bereich
X X U(X) X P(X) nach Voraussetzung V stetige, beschrinkte partielle Ableitungen, die
Funktionen y(;, (2% &), v* (&), 0, (&) haben stetige und gleichartig beschrinkte par-
tielle Ableitungen nach den £”. Also kann in Gl. (IV, 6) unter dem Integralzeichen diffe-
renziert werden und wir erhalten die in allen Verinderlichen stetigen Ableitungen

: &

dws duf [28)(0,8)] 228, (0, &) ads

- dt, IV, 18
o dz(j (0, €) g +o ee S
. 50

owi 0% [28(0,8)] 22f;) (0,8") A®7 et

Be = esgyee e T[] GE A PR AE,0LE). V. 19)
Dabei ist

dP (95, @ & 2 (05 (% 69), Qs (0 (° )]

ag

a0/ 207/ 9ok 07 3Qu; | 2¥(

P + vk py* FYe) P Y > (IV’ 20)

IG5y Yy 80y -

Nun sei in X
| 827 (&)
max |~_a§—~— < M*
x-O,l....n

=12, .. m
und M * eine gleichartige Schranke. Nach Voraussetzung sind

Q1 (67
o5

Oy (& &)
o8 g

gleichartig beschrdnkt. Deshalb ist der Betrag von (IV, 20) ’ Z ZJ

gleichartig beschrinkt.

Ferner ist im betrachteten abgeschlossenen Bereich der 2%, #f, P,,, dem auch die Werte
&, v* (&), Q;; (&) angehéren, | D7 (2%, 2, P,,) | beschrinkt. Also gilt infolge einer Integral-
abschitzung fiir die Gln. (IV, 18, 19)

dw’ |

o < const 4 const-d 4 const < M*,

falls M/* geniigend groBl und 4 geniigend klein gewihlt wurde. Die Konstante M geht
hier zwar in eine nicht mit ¢ multiplizierte Konstante const ein, die Konstante /* jedoch
nur in die mit é multiplizierte.

n
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0) Wir zeigen zunichst, daff in X

duf [28y (0.8)] 02 (0, &)
928y (0, &) &

€ Lip [¢"] gleichartig. (IV, 21)

Nach Voraussetzung (IV, 1) sind die Ableitungen

-au{;(xg)
0x°

€ Lip [2] fur lx"] oSy

Ferner ist | 2%, (0, &) | < S, und 28, (0, &) € C! in X mit gleichartig beschrankten Ab-
leitungen, also nach Lemma 2

28y (0, &) € Lip [¢"] gleichartig.

SchlieBlich ist in X
5y @8

en ) .
or € Lip [¢"] gleichartig

nach dem Vorhergehenden, also gilt (IV, 21) nach Lemma 1. Nun kénnen die Eigen-
schaften

@[, v (&), 0,,(&)] € Lip [£] gleichartig, (IV, 22)

do’ [}'(’;') (xo: 5"); ot (J’(,;') (xo, 5”)); Q,u (}’(’;') (xo, 5#))]
dg

€ Lip [&#] gleichartig, (IV, 23)

&0

J"va} d¢ € Lip [£] gleichartig (IV, 24)
0

in X bewiesen werden, wobei die Beweise wic diejenigen fiir die entsprechenden Bezichun-

gen (IV, 15, 16, 17) verlaufen. Aus (IV, 21) mit (IV, 24) folgt dann wie im Falle (a) der

Funktionen z(;, (2%, &), da3 die Ableitungen (IV, 18, 19) in X eine gleichartige Lip.-Bed.

erfiillen. Bei der Abschitzung der Lip.-Konst. geht zwar die gleichartige Lip.-Konst. K

62(’;.)
o oo’

artige Lip.-Konst. der Ableitungen s jedoch nur in eine mit d multiplizierte.

der Ableitungen

in eine nicht mit é multiplizierte Konstante const ein, die gleich-

©

Fir die Funktionen R, (§*) der Gln. (IV, 7) sind die Nachweise der Eigenschaften
) mit d) véllig analog zu denjenigen fiir die Funktionen w’ (&) zu fithren. Dabei wird
beim Beweis der Eigenschaft §) die Voraussetzung (IV, 2) benétigt.

Somit ist § &€ §, d. h. die Integraltransformation 7 vermittelt eine Abbildung von § in
sich. Wir beweisen nun, daB3 die Transformation 7 kontrahierend ist, falls 6 geniigend
klein ist:

| Tf—TH I <&If—fll IV, 23)
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mit 2 = konst, 2 <1, f, f; € § und beliebigen, fest gewihlten Werten fiir (£*) und 29,
(& €EX, o < 2% < £ Wir wihlen folgende Bezeichnungen:

Yin Ve ()1 2(ye
fi = 7/{ y fo = Ué- by = T, = w{ by = Tfy = wé'
Q1 Qve R, R,
Dann ist
(a)

l25he — 2051 | <
Eo
I.. I}‘(:') [yG)z (2, &), ”é(y(’;')z ¢ )] — Ay [J’(’;"n(’) ), 9 (y(’})1 @ 5”))] | dt.  (IV,26)

Fir den Integranden gilt die Abschitzung
' A [J’(’})z’ v (V)] — Ao (96 vt (Gl I <
L2 (e 98 0y 0] — Ay [9Gye 28 G2)] | +
| A [ye o1 05y 0] — Ay (981 o1 (93 1) | g

Bei fest gewiahlten (#%) € X ist im abgeschlossenen konvexen Bereich U (x%) 4}, (%, #*) € C1
beziiglich der #*, also
Ay (2%, u*) € Lip [].

Dabei nehmen wir als Lip.-Konst. eine von der Wahl von (2*) € X unabhingige Zahl.
Nun ist

(J’(j'm) € L; 'Uf (J’(’})z): 'Ué (J’(’}')z) € U(J’(’;)z)i
folglich ist

|4 [98nes 9 el — 2 s 2 (582l < Cofstemion I DR AC DR

Weiter ist im konvexen Bereich X 4}, [&%, o] (£)] € C? beziiglich der & mit gleichartig
beschrinkten partiellen Ableitungen, also nach Lemma 2

My & v (8] € Lip [¢1] gleichartig.
Infolge ¥(y1 (2% &), ¥(5y (2% &) € X ist also mit obiger gleichartigen Lip.-Konst.
|20 [8rmr A0 G] — A [y, w1 (]| < const - max |55 — s}
Damit folgt aus (IV, 26) nach einer Integralabschitzung

|Z(vj)2_z(vj)1| < const-d-max ””5(3’(’%2) “”f(ﬂ’(’ﬁ'ﬂ)“ -+ const-4-max {|y(’})2 _y5>1|}
A=1,2,...m x=1,2,...n

< const-d-||fo— full < £[fe— il IV, 27)

furvy=o0,1,2,...%n, j=1,2,...m, falls wir § gentigend klein annehmen.
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(b)
Fiir die Funktionen wj und wj gilt
I w{ — w{| < ]ug [Z(i‘)z (0,9l — 74 [Z(L;')l (@55 | =+

én
o'[ | @/ [}’(’;')2: 7/5 (J’(’})z)r Qs (J’(’})z)] — @ [J’(’})u 7/1} (J’(“jﬂ)’ Qi (y(xj)l)] l dr. (IV, 28)

Im konvexen Bereich |2°| < S, sind die Funktionen #§ (x?) € €%, haben beschrinkte
Ableitungen und es ist

|26 © ], |26y (0, ] < S
Daraus folgt

| 2 [2¢ya (0, &) — 14§ [25y1 (0, €] | < const | 28y, (0, &) — 281 (0, &) .
Nach dem vorhergehenden Ergebnis (IV, 27) ist also
| 4 [28y2 (0, §0] — uf [28y1 (0, )] | < const-o-[{f; —fi .

Der Integrand in (IV, 28) kann entsprechend wie im vorhergehenden Fall (a)abgeschitzt
werden, wobei man

Eﬂ
{ | 07 [9Gyer 28 Quaal — P/ (301 04, Quan] | @ < const 8- fy — fi |l
erhilt. Zusammen mit der vorigen Abschitzung folgt damit fiirj = 1, 2, . . . m

| wf — || < const-8-||fy —full < &1fs —ful, (IV, 29)

falls & geniigend klein gewdhlt wurde.

(c)
Der Beweis fiir die Ungleichungen
lev2 — R, | <A fo — full (IV, 30)
fir j=1,2,...m, v=0,1,2,...n ist analog demjenigen fur die Ungl. (IV, 29) zu

fithren.

Die Ungln.(IV, 27, 29, 30) ergeben zusammen die Ungl. (IV, 25). Mit dieser Ungleichung
kann nun leicht die Existenz und eindeutige Bestimmtheit cines Vektors g € § gezeigt wer-
den, der Fixelement bei der Transformation 7 ist, und damit die Existenz und eindeutige
Bestimmtheit einer Lésung des Anfangswertproblems fiir das Differentialsystem (II1, 8, o,
10):

Nach (IV, 4) ist fy € §. Wir iterieren diesen Anfangsvektor und erhalten

f1=Tfoyf2=Tfli---f,=Tf,_1,....
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Dabei sind alle Vektoren f, € §.1 Nun ist infolge (IV, 253)

(g RS A e e g [ P e [ o i | B A A R |

S G+ B f— Tl < 22— 6.

Weiter ist
[(fy— foll < const,

da die Komponentenfunktionen der Vektoren f,, f, beschrinkt sind. Da der Raum §
mit der bentitzten Norm vollstindig ist, gilt wegen £ < 1

lim f, =g, g€ 3.

Der Vektor g ist ein Fixelement bei der Transformation 7

g = Tg. (v, 31)

In Komponenten geschrieben mit

x(p (2% &)

g = | (&)
Pjv (6#)
lautet (IV, 31)
w2, 8) = & + [ 3 [20 (6 89, o (a5, (5, #9)] IV, 32)
ell

50
”j<€#) = u(), [x(i'.) (O, Eu)] +f @1'[;5(’;,) (tr Eﬂ)’ uk(x(,_‘i)(t: E#))’ Pkl (x(’;') (t’ 5#))] dt’ (IV, 33)
0
eo
P,--(f") = Pjvo [x(‘i,-) (o, 5”)] +J‘W"’.' [x(’})(t, &), “k(x(’})(t: 5"))» P“(x(’;‘:) @, 5”))] dt. (IV,34)
0

Da g € § ist, haben seine Komponentenfunktionen die unter (a), (b), (¢) fiir diese Funktio-
nen angegebenen Eigenschaften a) mit §), insbesondere also stetige partielle Ableitungen
nach den & und fur & = o die durch die Anfangsmannigfaltigkeit vorgegebenen Werte.
Ist andererseits durch
2250 )
g* = u*s (5#) EF
P (8

irgendeine Losung des Integralgleichungssystems (IV, 32, 33, 34) gegeben, dann ist
g* = g. Denn aus

g* = Tg*
folgt nach (IV, 25) und (IV, 31)

lg* —gll = Tg* — Tgll < £l g* —gll,

! Hier sind fy, {, Iterierte von {,, in Ungl. (IV, 25) waren {,, f, beliebige Vektoren € §.
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also wegen £ < 1

lg* —gll =0
und deshalb

*

Il

g g.

Fiir einen beliebig gewihlten, festen Punkt (&%) & X sind die Funktionen von x°

2 = xf; (2 &),
w = (2l (20 5,

By = &, (20 (#% &)
im Intervall o < 2® < & differenzierbar (in den Randpunkten des Intervalls jedenfalls ein-
seitig). Fiir einen beliebigen Punkt %= & des Intervalls [0, £} erhilt man mit der
Bezeichnung E{,) = x(; (E", &1 aus Gl (1V, 32)

[ dx?, (20255 _ _
(€3] g _ v %
dx® J =59 = i (5(5')’ 2 (f(l;))) )

aus Gl. (IV, 33)
[ 247 (x(/{) (xo’ E%)) T = £
q{ﬂo I X O D7 &y, 1t (E50)s Pua (5

und aus Gl. (IV, 34)

[ 2P, (2 (2° &) ~ = =
! e )Lo: o = o @y 60, P G) -

Die Funktionen

x" = x('})<xo: s
uj o uj (x(l;') (xO, E,‘)) )
Pjv = ‘Pjv (x&)(x", 5"))

sind also Losungen des Differentialsystems (III, 8, 9, 10), welche die Anfangswerte
x5 (€% &) = &,
u’ (2 (0,8)) = (%8 (0,89,
Py, (25 (0,89) = B0 (55, (0,£9)
annehmen. Ist andererseits
a3 (& §)
g*= | «7 () €3
P (&)

und sind die Funktionen
=y (2% &),

=\ (0, &),
P, = P}, (#(4 (2% §9)
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Lésungen des Differentialsystems (111, 8, 9, 10), so folgt durch Integration, daB sie auch das
Integralgleichungssystem (IV, 32, 33, 34) erfiillen und folglich eindeutig bestimmt sind.

Wir bemerken noch, daBl die »#-dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit, gegeben durch
die Funktionen

”5("9)1]520 (xe), |x9| < S x?=o,

eine Integralmannigfaltigkeit des Systems der Gln. (III, 3, 4, 5, 6) ist: In der Hypercbene
2% = o wurde entsprechend den Gln. (I11, 4)

duy (xe)

oz

PZO (#*) =

gesetzt. Die Funktionen 240 (x?) haben wir so bestimmt, daB die Gln. (III, 3) erfiillt sind.
Durch Differentiation der hierdurch entstchenden Identititen folgen die Gln. (III, 3).
Ferner sind die Funktionen %} (%) € C?, also sind infolge

9450 . 8.0
9x"  0a°

auch die Gln. (I11, 6) erfiillt.
Das Ergebnis dieses Kapitels formulieren wir im

Satz 3: Im Bereich [x?| < S, der Hyperebene #° = o sollen die Funktionen

ub = ug (%), ug (2%) € CY,

o ()

P =150 =—5

25 = pho ()
eine n#-dimensionale Integralmannigfaltigkeit des zum quasilinearen System (III, 1) ge-
hérigen abgeschlossenen Differentialsystems darstellen, in einer Umgebung @& dieser

Mannigfaltigkeit fir dieses Differentialsystem die Voraussetzungen I, IIb, IV und V
gelten und die Funktionen

0Py (22)
0x°

€ Lip [ fur [2*] < S,

sein. Dann hat das System von Integralgleichungen (IV, 32, 33, 34) genau cinen Losungs-
vektor

%Gy (% %)
g = | « (&) €5
Py, (£
Fiir jeden festen Punkt (&) € X, £ > o, sind die Funktionen

a = xl (2% 6,
R CHETIT
By =", (x&)(xo’ )

eine Losung des Systems (111, 8, 9, 10). Eine derartige Losung ist eindeutig bestimmt.

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Albrecht) s
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V.EXISTENZ UND UNITAT DER LOSUNGEN
DES ANFANGSWERTPROBLEMS FUR DAS DIFFERENTIALSYSTEM

(111, 3, 4, 5, 6)

Das fiir das Differentialsystem (111, 3, 4, 5, 6) gestellte Anfangswertproblem soll darin
bestehen, eine (7 - 1)-dimensionale Integralmannigfaltigkeit dieses Systems zu finden,
welche die durch die Funktionen

0 g (%)

22
02°

wh = uf (29, pt = L 0E = 28(a), |22 £ S, =0

dargestellte z-dimensionale Integralmannigfaltigkeit enthilt.
Fir (§) € X ist £, (§) € C' beziiglich der &. Da nun nach den in Satz 3 angegebenen
Voraussetzungen fiir (x*) € X, () € U(X)

A%, (x4 € C* und |A?k| +o0
gilt und die Funktionswerte %*(§") € U(X) sind, folgt aus den Substitutionen (III, 7)
Py, (&) = A (&4 ) 2,
fiir (8*) € X die eindeutige Bestimmtheit der Funktionen
po=pE)

und p* (§*) € CL. Durch die Gleichungen

&= 20 &),

wt = ut (x5 (2%, ),

pf = Pf (x(l;') (xO, 5%)) )

0L <8 ¥ >0,

werden Kurvenstiicke im (#", #%, p¥)-Raum durch den Punkt (&', #* (&), p? (&) dar-
gestellt. Lings des j-ten Kurvenstiickes gilt nach Satz 3

vy __ av 0
dx" = Ay da,

049 849

oxt

a0,

bzw.
A;’é dpt 4- B, dx® = o.

Damit ergibt sich wie bei Gl. (11, 8)
Al dpt+ B, dx = o,
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Dieser Spezialfall der Gl. (I1I, 5) besagt, daB3 lings dieses Kurvenstiickes

dF; [y (20 &9, u* (xf;y (2 €9), p7 (2l (2% E))] = o
und somit
Bl S S e % 50 (x5 (20, £9)] = const

ist (const soll jetzt wieder irgendeine Konstante bedeuten). Der Wert der Konstanten ist
Null. Denn fir 2% = o ist

F;[ x5 (0, 8, u* (28 (0, £9), pF (2, (0, £9)] = o.
Also gilt fiir 2% = £°, 0 < £ < 4,
E [&, u* (&), pt (8] = o.

Da (&) ein beliebiger Punkt des Bereiches X mit £ > o sein kann, erfiillen somit die Funk-
tionen

ut = uf (o), u* (#*) € C1; 7 = p, (), 9, () € O

fir () € X die Gln. (III, 3), da ihre Werte auch noch fiir 2° = o Lésungen dieser Glei-
chungen sind. Damit befriedigen sie auch die zu (I11, 3) dquivalenten Gln. (II, 1), da die
Werte der 2 und #* (x*) in dem Bereich liegen, fiir den |/{| & o ist.

Sollen die Funktionen #* (x*) im Bereich X nun auch die Gln. (111, 4) erfiillen, so muB in
X notwendig

dut(xty
S €9

sein. Es geniigt anzunehmen, daB in X fiir 20 > o

dut(x®)y -
——W'——=p,(x”),a—l,2,...n, (V,l)
ist. Fir 20 = o gilt (V, 1) bereits. Nach Satz 3 gibt es fiir jeden Punkt (§*) € X, & > o, ein
Kurvenstick

2 = x(’;) (xo’ El‘>, 0o S 2° S EO’

lings dem die Gln. (III, 9) gelten. Es ist aber auch jeder Punkt (§**) mit £*° = o, |[£*¢| < S,
Ausgangspunkt eines derartigen Kurvenstiicks, wie aus der Existenz und Unitit der
Loésungen des Systems

dx

= At (#)

durch diesen Punkt folgt. Somit ist fiirr (x*) € X, |2°| < S,,

Qui (x#

Tv) A (2", b () = p(2) 43 (¥, (2)),
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woraus man mit (V, 1)
I dut (a#)
e AN — — = 7
pO (x ) 0

erhilt. Fiir Randpunkte 2® = o, || < S, gilt diese Beziehung mit der in solchen Punkten
erklirten Definition der partiellen Ableitungen nach 2° infolge der Stetigkeit.

Sind nun die Gln. (III, 4) erfiillt, so gelten auch die durch Differentiation aus den Iden-
tititen

2, ut ("), py (2] = 0
hervorgehenden Gln. (I11, 3)
B« w* (), pt ()] = 0.
SchlieBlich sind im Bereich X die Funktionen pf (+*) € 1, so dal wegen

o4 () Rz A

32t - ox

vV, 2)

auch die Gln. (I11, 6) befriedigt werden.
Bei Giiltigkeit der Beziehungen (V, 1) sind also die nach Satz 3 aus den Losungen des
Systems (111, 8, 9, 10) erhaltenen Funktionen

ulb = ut (a), p; = p; (")

eine Loésung des Differentialsystems (111, 3, 4, 5, 6), die fir 2% = o die vorgegebenen Werte
annimmt. Gibt es andererseits im betrachteten Gebiet & eine Lésung

W= (a7, g = (), (a7 € O,
dieses Differentialsystems, so daB fiir x° = o, |2°| < S,
u* (0, 2) = u ()

ist, so gibt es auf der durch sie bestimmten (- 1)-dimensionalen Integralmannigfaltig-
keit infolge Voraussetzung IV charakteristische Integrallinienelemente, die dem System
(111, 8, 9, 10) geniigen miissen. Infolge der eindeutigen Bestimmtheit der Lésungen dieses
Systems ist in X

w* (") = o ("),

7t (@) = py ().

Satz 4: Gelten die Voraussetzungen von Satz 3 und ist fiir die aus den Ldsungen des
Systems (I1I, 8, 9, 10) erhaltenen Funktionen 2* (x*), p? («") fiir (") € X, 2° > o,
0 u* (x)

pﬁ(x”)z—axa—, g=12,...7n,

o uk (x#)
9x°

Pt = p*(x") stellen dort eine Losung des Differentialsystems (111, 3, 4, 5, 6) dar, die fiir

dann ist im Bereich X «*(2*) € C?, pt (2") = , und die Funktionen #* = #*(x*),
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2% = o die im Bereich [#?]| < S, vorgegebenen Werte annimmt. Fiir jede in & liegende
Losung 2% = u** (&), u** (2") € C?, pf = p** (x") mit dicser Eigenschaft ist im Bereich X

W () = uth (a1, ph (2) = P ("),

Aus der Giiltigkeit der GIn. (I11, 6) fiir die Funktionen p? (x") folgt cbenfalls die Giiltig-

keit der Gln. (I1, 4). Denn infolge (V, 2) gibt es dann im Bereich X Funktionen U* (x*),
so dal3

(4
e B e

ist. Lings der Kurvenstiicke

x = x(‘}) (xO’ E!‘), o S xO S 50’

gilt dann
dU7 — du’ = o,
also
U7 (x5 (2% &) — u? (a;y (2° &) = const,
und falls

U7 (x;) (0, £9) = uf (% (0, &)
ist, eindeutig
U’ (5") —— (E")
fiir jeden Punkt (&) € X. Also ist (V, 1) erfiillt.

Die Gln. (III, ga) wurden bei der Integration in Kapitel IV nicht beniitzt. Sie sind im
Bereich X fiir jede Loésung

ut = wbat) 0k =l (#)

des Systems (I11, 3, 4, 5, 6) erfiillt. Wir nehmen nun an, dafl in der Matrix (Aj(-’k) auBBer
den Diagonalelementen A?j nur noch die Elemente A?kj’ #; =F j, nicht identisch null sind,

alle Gibrigen aber identisch null sind und fiir die aus den Lésungen des Systems (111, 8, g,
10) erhaltenen Funktionen

wt = ot (&), p = p; (")
auch die zu den Gln. (ITI, ga) gehérigen Gleichungen

duky
(B2 gty ) 26, (% 4 () = o .3

gelten. Dann sind in X die Funktionen

k
wt =t (), ph = 22T V.9
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Lésungen des Systems (II1, 3). Denn zunichst bestehen nach Obigem die Gleichungen
B[, ut (a4, g3 (#)] = o.
Nun ist in (II1, 3)

ALy ph = (A1 + A% P5) 1y

Mit Voraussetzung (V, 3) ist fiir jeden festen Index j fiir die Funktionen #* = u* (x*),
=2, (2"); k=, k;;

8ut R

o A =27 Moy

also ist auch

F &
E [x uh (), 220 ] —o.

oz’

Die Funktionen (V, 4) erfiillen infolge #*(x*) € C? ferner die Gln. (111, 4). Fiir 2° = o
nehmen die Funktionen (V, 4) die vorgeschriebenen Anfangswerte an.

Satz 5: Gelten die Voraussetzungen von Satz 3, sind im System (III, 3) von den Ko-
effizienten A;)k auBer den Koeffizienten A}, noch die Koeffizienten A;(')k/- nicht identisch

null, alle iibrigen aber identisch null, und gelten fiir die aus den Ldsungen des Systems
(111, 8, 9, 10) erhaltenen Funktionen #* = 2*(x"), p* = pf(x*) die Gln. (V, 3), so sind in
o uk(xH
x‘)‘
welche die fiir 2% = o, |x?| < S, vorgegebenen Werte annimmt.

X die Funktionen #* = #* (x*), p* = Leine Loésung des Differentialsystems (111, 3, 4),

Die durch die aus einer Lésung des Systems (111, 8, 9, ga, 10) erhaltenen Funktionen

= x(’}) (xo; 5!‘))

wt = ut (x(‘:.) (% &)

2y = 2, (505 (" &),

o @ 8 o < B0 () e,

dargestellten Kurvenstiicke nennen wir Cavcuysche Charakteristiken.

Im nichtanalytischen Fall kann bei nichtlinearen Elementarteilern der Matrizen
(azpk 7 a;“k)

kein allgemeiner Satz tber die Existenz von Losungen des gestellten Anfangswert-
problems fiir Systeme (III, 1) gelten, wie zwei Beispiele von O. PERRON [20] zeigen.

SchlieBlich sei zum Vergleich mit dem analytischen Fall [21] noch bemerkt, dal im Be-
reich @ das Geschlecht des Differentialsystems (I11, 3, 4, 5,6) & = 7+ 1 und der Charakter
Syq1 = O ist.
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VI. DIAGONALE UND DIAGONALISIERBARE SYSTEME
111, 3)

Wir nehmen an, daB fiir die Gln. (III, 3) die Matrix (4};) nur die Diagonalelemente
enthilt: quk = o fiir j # 4. Wir kénnen dann 4}, = 1 und 4}; = 4}, setzen. An Stelle
des Systems (111, 3, 4, 5, 6) tritt dann das System

32l +H; = o, (VI, 1)
duw —pidx’ =o, VI, 2)
d (it +H) = o, VL, 2)
d N\ (p%dx) = o. (VL 4)

Die Gleichungen des charakteristischen Systems vereinfachen sich fiir den vorliegenden
Fall wesentlich: Die Gln. (111, 8) lauten

dx’ = Ay dx0, (VI %)

die Gln. (II1, 9ga) kénnen entbehrt werden; in den Gln. (I, 9) werden die Funktionen
@’ unabhiingig von den P;, bzw. p}, denn aus (VI, 1) folgt
P{ 1(’;') e

)0

also fiir die Gln. (I11, 9)
a’uf = —~]Jde° (VI’6)

(A?k) ist eine Einheitsmatrix und die p! werden nicht substituiert. Die Gln. (III, 10) kén-
nen entbehrt werden. Denn unabhingig hiervon 16t sich wie in Kapitel IV und unter
den dort beniitzten Voraussetzungen fiir £ >> o die Existenz und Unitit der Lésungen

x = x(; (° &),
0 = o (xf;, (+°, &)

des Systems (VI, 5, 6) beweisen, so daB die Funktionen x(;, (2% £), 2/ (§") die unter (a) und
(b) in Kapitel IV angegebenen Eigenschaften a) mit 6) besitzen. Damit folgt aber wie in
Satz 5, dal3 die Funktionen

’ . 3 dut (x#)

o7 e et =

u =1u (x")’ .pv ax

Lésungen des Anfangswertproblems fiir das Differentialsystem (VI, 1, 2) sind. Es sind
sogar die einzigen mit diesen Eigenschaften im betrachteten Bereich, wie aus der Uni-
tit der Losungen des Systems (V1I, s, 6) folgt. Dabei kénnen noch alle die Z;, (x*) betreffen-
den Differenzierbarkeits- und LipscHITz-Bedingungen entbehrt werden, die nur fiir die
unter (¢) durchgefiihrten Beweise des Kapitels IV benétigt werden. Wir erhalten dann
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Satz 6: Im Bereich |#¢| < S, der Hyperebene x° = o seien die Funktionen 2/ = #{(x*),
uf (x*) € C* gegeben. In ciner Umgebung & der hierdurch im (#’, #*)-Raum dargestellten
Mannigfaltigkeit sollen die Funktionen A, (", «%), H;(z", «*) € C?, dic Funktionen

0A°. (xn, uk OA°, (xn, uk DF; (a1, uk O Hj (xn, uk) .
o . , () ¢ ) , 5 ),., 7 ( % ¢ Lip [+, ']
ox" dul ox” oul
und die Funktionen
8 1} (x°)

ox°

€ Lip [»°] fiir |x"| <SS,
sein, Dann hat das System (VI, s, 6) fiir jeden Punkt (§*) € X, £ > o, genau eine Losung

2 = x(; (20, &),
W' = ul (xly (2% BD),

o <2<,

fiir welche die Funktionen x(;,(x?, &) bzw. #7(£") die unter (a) bzw. (b) in Kapitel IV ange-
gebenen Eigenschaften haben. In X sind die Funktionen #/ = #/(x"), u/(x*) € CY, p] =
du ()

ox’

— die eindeutig bestimmte Lésung des D.ifferentialsystems (VI, 1, 2, 3, 4), die fur

% = o die im Bereich |4?| < S, vorgegebenen Werte annimmt.

Bei den Gln. (VI, 3, 4) ist die duflere Differentialbildung gegebenenfalls im verallge-
meinerten Sinn aufzufassen. Die fritheren Voraussetzungen IIb und IV sind bereits durch
die spezielle Wahl des Systems (V1, 1) erfiillt. Die Forderung einer LirscuiTz-Bedingung

v
fiir die partiellen Ableitungen —az;)# war frither in der Forderung (IV, 1) enthalten.

Zu den diagonalen Systemen gehort auch die JacoBische Klasse von Systemen partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung [22].

Obwohl die Gestalt der Systeme (VI, 1) sehr speziell erscheint, 1aBt sich eine umfang-
reiche Klasse von Systemen (111, 3) auf Systeme dieser Art zuriickfithren. Wir nehmen an,
daB das System die Form

Ajpk (=", ) Ay (2", u') pE+ (e w) =o

mit A, = 1 hat und in einem gewissen abgeschlossenen Bercich B, 8D 6, 472, (x", #) € C?
ist. In % sollen » Funktionen U,(2", #) existieren, fiir die

oU;(xH, ) =
ou* th

U ) € O

Ajok(xll) ul) (VI! 7)

gilt. Notwendig und bei geeigneter Wahl von % auch hinreichend hierfiir ist bekanntlich,
daB fur alle Paare von Indizes 7, £ in B die Beziehungen
04, a4;,
LI i A2 (VL 8)

1t du*

gelten. Dies ist z. B. fiir halblineare Systeme (III, 3), bei denen die Koeffizienten Ajpb
von den 7’ unabhingig sind, stets der Fall. Fiir die Gln. (II1, 3, 4) schreiben wir dann unter
Berticksichtigung von (11, g)



VI. Diagonale und diagonalisierbare Systeme 41

U (a#, uf)  dut

st o NG W) + H@ W) =o. (V1,9)
Infolge
N an(xll, ul) y 3(/}'(,15'“, ulz_ r
dU(x", u') = e 1 dx’ + T du

gilt weiter fiir jede Funktion 2/ = ¢ (2), ¢’ (") € C! in B, die Identitit

RACK D)

U (x#, uf
e l("j) (=", W) — A0

}'("I) (x#, ul>

oz’ o
oU; (x*, ub)  dut ;
—— Jauk— W }.(v]) (x”, u) 2 (VI, 10)

Nun fithren wir im Bereich ¥ an Stelle der 2/ neue Koordinaten U; ein durch
&= UG %) (VI, 11)
und nehmen an, daf} in ¥ die Determinante

oU; (x#, uf)
’ i i
ist. Entsprechen dann den vorgegebenen Anfangswerten # (+%) nach (VI, 11) die Werte
Uy (%), so ist die Zuordnung der U, zu den 7 in einer Umgebung dieser Werte umkehrbar
eindeutig. Fir die Funktionen

oU; (z#, )
ax¥

)‘(’}) (x"> ul) al HI (xl‘: %l>
bzw. A’ (x*, 2"y schreiben wir nach erfolgter Substitution (VI, 11) C,; (2", Up) bzw. A (2", U)).
Wir betrachten jetzt das Differentialgleichungssystem
ou;
a—xj Ay &, U+ C; (2", U) = o. (VI, 12)

Jeder Lésung
u* = ot ("), u* (") € C,

des Systems (VI, 9) entspricht eindeutig eine Lésung
U, = U (" # @), U, 4 (2)) EC,

des Systems (V1, 12) infolge der Identitit (VI, 10) und der eindeutigen Substitution (VI, 11).
Nun sei umgekehrt

U, = U} (), UF (=) € CY,
Uf (0, 28) = Uyp(a2) fiir 29 =0, | 22| < S,
eine Losung des Systems (VI, 12). Dann erhalten wir nach (VI, 11) aus den Gleichungen

US () = Uy (&, o)

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Albrecht) 6
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in einer Umgebung der Anfangswerte in eindeutiger Weise Funktionen
wt = w* (), u** (") € (1,

die infolge der Identitit (VI, 10) eine Losung des Systems (VI, 9) darstellen.

Gehen wir von den Gln. (VI, 12) zu den Gleichungen

Al P+ C; = o, (V1,13)
d(]] — Pjv da’ =o
iiber, so stellen die Gln. (VI, 13) ein diagonales System der Form (VI, 1) dar.
Die Vermutung ist naheliegend, dafl in Verallgemeinerung der hier beniitzten Integra-

tionsmethode in gewissen Fillen die Losung eines speziellen Anfangswertproblems eines
nicht zur hier betrachteten Klasse gehorigen linearen Differentialgleichungssystems

o uk
g + A =0

ik dx”

dadurch erhalten werden kann, daB man lings der durch den Aufpunkt (§*) gehenden Kur-
ven integriert, die durch das System gewohnlicher Differentialgleichungen

A G e S e —aa e s e (VI, 14)

gegeben sind.! Daf dies moglich ist, soll an folgendem einfachen Beispiel gezeigt werden:

Gesucht sind Lésungen 2! (29, 21, 22), 22(2%, x1, x%) des Systems

dut dul dut du® 012 dul
w T3 %3 T od T am am T am 47O
dut 7 o121 01 o012 ot i (VI’ 15)
8x°+ 8x1+6x2+8x°+26x1 ax=+1_°'
die fiir 2% = o die Werte
1y 8 %) =l L, g o, shi= 0
annehmen. Aus den Gin. (VI, 14) folgt
x(111)=3(x°-—£°)+§1, x(211)='—x0+50+52,
x(llz) = 20— -+ 51, xaz) = — 20 + EO + 52,
x(121) = a0 &, x(221) = ol ¥
x(122)=2(x°-—§°)+§1, x(222)=_.x0+§0+£2_

1 Unter welchen Voraussetzungen sich nach diesem Prinzip durch Anwendung im kleinen (Differenzver-
fahren) Niherungslosungen des Systems finden lassen, scheint nicht untersucht zu sein.
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Schreiben wir infolge (VI, 15)

A1t (a0, 3(20 — 80 b £, 20 O 4 ED) — JaB (a0 20— 0 L £, a0 L B0 £2) = 440,
At (30, 2 — 80 EL 20— 0 £ + duP (a0 2 (A0 £0) + §,— a0 4 8 ) = — da

und integrieren wir jeden Summanden in diesem System formal von 9 = o bis 2* = &, so
erhalten wir unter Beriicksichtigung der Anfangswerte fiir den Aufpunkt (&0, &1, £2)

w (88, 8) —ur (2 8,8) = 280+ &8+ &,
wt (8 & 68 + P (&8, 8, ) = —3 8 + & | &2

Die sich hieraus ergebenden Funktionen
I e LD x° 1 2 20,0 L1 .2 S0
28 (3% %, 2%) = —— + a2t + 2% u (x,x,x)=——-2-x

sind eine Losung des Systems (VI, 15), die fiir #° = o die vorgegebenen Anfangswerte an-
nimmt. Dies liegt an der speziellen Wahl der Anfangsdaten. Denn schreiben wir fiir das
System (VI, 15) die Anfangswerte

2y (4, 2%) = (&), ug (x', 2%) = o

vor, so erhalten wir in gleicher Weise wie oben die Funktionen

0

i) = 20 g L g ey,
0

TN e 5; i~ % =@tk & (—2% + a1

Diese nehmen zwar fiir 2% = o die vorgeschriebenen Anfangswerte an, sind jedoch keine
Losung des Systems (VI, 15).
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