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Auf Grund des Darboux’schen Satzes, daf die Charakteristiken der partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung, von der das Problem der Biegung abhingt, durch
die Haupttangentenkurven der vorliegenden Fliche gegeben werden, hat man diese Kurven
als Parameterkurven besonders bevorzugt, dadurch aber nur in besonderen Féllen (zumal
bei der Verbiegung des Rotationsparaboloids) bemerkenswerte Resultate gewonnen. Niher
liegt es, die Minimalkurven als Parameterkurven einzufithren, denn sie bleiben bekanntlich
bei der Biegung invariant. Im folgenden werden deshalb zuniichst diese Kurven allgemein
eingefiihrt, was durch Gleichungen geschieht, die auch schon Bour aufgestellt, aber nicht

. benutzt hatte.

Die Untersuchung dartiber, welchen Hinflul orthogonale Transformationen auf diese
Gleichungen ausiiben, fiihrt dann zu einer Methode, um aus jeder Fliche unendlich viele
Biegungsflichen abzuleiten und zwar durch blofe Quadraturen; dabei werden bei jedem
Schritte zwei willkiirliche Konstante eingefiihrt. Indem diese Konstanten selbst wieder
als Funktionen der Variabeln aufgefafit werden, gelingt es die Aufgabe auf eine Reihe
von Quadraturen zuriickzufithren, nachdem die Differentialgleichung der Minimalkurven
der gegebenen Fliche als gelost vorausgesetzt wird. Das gewonnene und in den Glei-
chungen (83) enthaltene Resultat ist nachtriiglich leicht zu bestiitigen; man konnte also
diese Gleichungen anschreiben zusammen mit den Gleichungen (76) und (79) und dann
zeigen, dab alle Bedingungen erftillt sind; d” h. man konnte alle Entwicklungen bis zum
§ 9 streichen, wenn es nur auf das Resultat und nicht auf den heuristischen Weg an-
kommt.

Zur Erliuterung werden iiberall bekannte Beispiele eingefiigt. In den letzten Para-

graphen werden besondere Probleme bezeichnet, die mit der Biegung zusammenhingen
und historisch von Bedeutung sind.

§ 1. Die Minimalkurven als Parameterkurven.

Nach Analogie mit den Enneper'schen Formeln fiir Minimalflichen, machen wir,
wenn a und § die Parameter der Minimalkurven einer beliebigen Fliche bedeuten, fiir
die Koordinaten der Punkte dieser Fliche den folgenden Ansatz:

2= §[pUda + v, Vdp),

(1 Y = I[sz Uda + v, Vd§],
z2 = [[p,Uda 4 v, Vdp],
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wo mit U, V,

s Wy Ya W Funktionen von o und f bezeichnet seien. Sollen

:.'/,1_ 1/1‘2_ //,

'3
die unter den Integralzeichen stehenden Ausdriicke vollstindige Differentiale sein, so miissen

die drei Bedingungen

- dpi o, oU Rl oV = :
(3) a yol [/ J’- (/-‘l PR T -~ i// AKL; ?Jy@ 0 fUV b= ET <
P op oo o

erfiillt sein. Dann bedeuten a, § in der Tat die Parameter der Minimalkurven, falls die

Funktionen ¢; und ; noch den Bedingungen

3) Pt oitet =0 wituwitul=0

gentigen. Hieraus folgt weiter:

; E . P > Ry 3y
o S g s 0, Sy =
; 2a ap da - 9P
und mittels dieser Relationen erhilt man aus (2):
Qs e
Vg, — - S g e —10,
T ks Ja Pi Pi :
o af[:; E U S
b S| TR 1 gl )
(5) 2p ap
s 8(/,”,‘ a([’i L 5 3(‘1’;’%‘ 3 Vi A 3V > 8(/‘7
20,08 Ja.:0a | Ja e
S 2 Wi 3’1/”1; 5 [7 X Sf/“l alf‘,: e 2 (] St ail”z'
“ 3a 3p i ap g itag

Von diesen vier Gleichungen sind die beiden letzten Gleichungen (5) infolge der
te’ D D
beiden ersten Gleichungen (5) von einander abhingig.
SV
Setzt man namlich den Wert von aus der ersten in die dritte Gleichung ein, so
da =

ergibt sich:

@ @y E : L @i Dy = dp; , dw.]
(b) v ' /L,]Z e @iy = V . :(’,ﬂ, Wi - > ’l i > W; 77—,‘,1 Shay @4 £t ;
2a 9p da da da da
~ T
5 . P o . ol
und ebenso aus der zweiten und vierten Gleichung durch Elimination von ——;
o /")
L et o s, e s, B, S
(() vz @iy == U = PPy & AR ) — @y n e s TP [
2a 98 ; 2p 2p op ap

Diese beiden Gleichungen aber werden infolge der Bedingungen (3) mit einander identisch.
Letztere Bedingungen konnen wir néimlich, da es wegen der zur Verfiigung stehenden
Funktionen U und V auf einen gemeinsamen Faktor der Funktionen ¢; und w; nicht
ankommt, in allgemeinster Weise durch den Ansatz befriedigen:

¢
=y

@, = cos 4, @y =— SiBA, s

(8)

W, == COS U, Yy = Sin 0, Wy




wenn 4 und p Funktionen von o, f bezeichunen.

2 @iy = cos A cos w -} sin 4 sin w + 1

. S dun S QU Y

o, — = sin(A—p) - ==, Sg; ==

da da ap

e da i ey . Oy

9) 2w = sin (u—2) - - i

: da da op
< 2@ @, QA D4 = oY Y5
a3 2a 3p’ T da 2a
L@ ja T o1 3 u Q@ dwy

> = — cosin (1— w) e =

da da da da ap 3p

Setzt man diese Werte in (6) und (7) ein, so gehen

Dann wird:

sin (A — w)

sin (u—4)

du A m

= S0 9p"

cosin (A—u) -+ 1,

o

cosin (A—p) -

3p’
Q1
) ‘f)‘ :

o

4
2 3"

38

13
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beide Gleichungen (nach Strei-

chung eines beiderseits auftretenden Faktors 1 -~ cosin (A—u) iiber in die einfache Relation:

i s ot <ol
(10) ril =i,
da Ap
und, wenn zur Abkiirzung
(11) A—p = o

gesetzt wird, so ergeben die beiden ersten Gleichungen (5):

(12) gle b @ A 2lg U
Tee da 1+ cosinw da’ 28
also durch Vergleichung mit (10):
dlo Vs dlgl vV
E = s b
> 3 5 oder

= sin @
1+ cosinw 98’

3l

95 .

A

Die in (1) auftretenden Funktionen U und ¥V lassen sich folglich durch eine

Funktion Q mittels der Gleichungen

20 20
i o e
(I{D . S L 9/’3
ausdricken. Wir sefzen im folgenden
2.0 2.0
4 & e Q _
L]Zl) Ql 8(1 ) 2 a/} L]

dann erscheinen die Gleichungen (12) in der Form

olg i, -= 3w 4% olg O,
2 a Shi2 Jda : 2] ﬁ

w 3

,2‘37/3

@ ou
% N3

_l__

%)
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BEs ist folglich:

S Au w dlg du dw w 3lgf
1 BH Yt o Fetl 1 SE S 3 . 1 i SO ;
(15) Sl cotg 5 35 Y Y + cotg 9 3p ° und ebenso
oA dw w 3lgh, 22 w d3lgQ
= et sl CGb sl s g gt ool
e . . . o s 5s

also, wenn man die erste Gleichung (15) nach f, die zweite nach a differentiert:

3 - g, 3 w 3lg 2, %w
(o) da (COtg S oo )+ T e )“” 3a3p"

Durch diese Differentialgleichung, in welcher 2, und 2, durch (13) und
(14), o durch (11) gegeben werden, sind die Funktionen @ und £ an einander
gebunden. Ist w bekannt, so ist dies fiir £ eine partielle Gleichung dritter Ordnung;
ist umgekehrt £ gegeben, so bestimmt sich w durch eine partielle Gleichung zweiter
Ordnung. Sind 2 und o bekannt, so wird w aus (15) und sodann 4 aus (11) gefunden.
Es ist 2 zu u konjugiert imaginir, w rein imaginir und 2 ebenfalls rein imaginidr. Die
Formeln fiir die Darstellung einer beliebigen Fldche durch ihre Minimal-

kurven werden, wenn man noch 2 durch — i W und in (1) 2 durch — 2z ersetzt:
P We oW - (e . oW . :
X = 2]1 — cosin A da — — cosin w n’f/)’}, Y — zf[ -sinAda—-—— sinu d/j] y
: da ap s da ap
(17)

oW AW =
W o £ o) e : / i 5 i
7 j[au fa + 28 a‘/)] W - Const.

Die Funktion W genligt derselben Differentialgleichung (16), wie die Funktion Q;
dieselbe wird:

sin @ [

SWoW (W W | #W sW\ _ W [ W(aW)\* 2 W(a W\? }

da 3p \3a?3p 2p da2p* 3a ) dadf | da? aﬁ) op*\da

_ AW BW (30dW  dwdW) _ , ., 0 o (W) @WY
9e 8f eudp \Bu9p  dpon) . 0 2 ‘padp\a ap )"

(18)

Man iiberzeugt sich leicht, daf infolge der aufgestellten Gleichungen der Ausdruck
cosin A+ W,-da = cosin u- Wsz-dp in der Tat ein vollstéindiges Differential ist. Soll
allgemein

PWada 4+ QWgdp
ein solches Differential sein, so ergibt sich
(183) (P—Q Wop = QW — BsW..

Setzt man nun
B — coum A, @ = — cosin u,

Wao = @+ Wag, ta Wg = - Wag,
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so ergibt sich, falls W,z nicht gleich Null ist:
(18Db) cosin 2 -+ cosin u = @sinl -+ y sinp,
und wenn @ = — 1 == cotg (;j gemif (11) gesetzt wird, so ist diese Bedingung identisch

: : : : e d
erfiillt, indem beide Seiten gleich 2 cosin 9 (A—p) - sin 9 (A + w) werden.

Nachtriiglich bemerkte ich, daB schon Bour!) die Gleichungen (17) aufgestellt und
fiir W die unten folgende Gleichung (86) abgeleitet hat. Er macht aber von diesen
Gleichungen keinen weiteren Gebrauch, er sagt nur, dak er auf die Integration der
Gleichung (36) spiter zuriickkommen werde, was aber nicht geschehen zu sein scheint.

Auch Bonnet fiihrt die Minimalkurven einer Fliche als Parameterkurven ein und
kommt zu folgenden Formeln?):

doe = & (W24 nd)da+i(m'2 4 n'®)dp,
dy = (m®*—un¥da+ (m'2—n'?)dp,

de = 2mnda 4+ 2m'n'dg,

deren Integrabilititsbedingungen zu der Gleichung?®)

: A 9@ 2@
18¢ f—s8?) — 2 —qr — 2 pt + 4 = 0
() e aﬁ'ﬂ Sapt 24 2a3f -
fiihren, wo i@ == mn' — nm' und wo p, ¢q, 7, s, ¢ die Differentialquotienten einer Funk-
tion ¢ bedeuten, aus der m und m' durch die Gleichungen
L 18
2 — = n‘? . — 5
me —p — e — 35

bestimmt werden; es ist ferner ¢? = F, wenn I die GauBsche Fundamentalgrolle be-
zeichnet. Bonnet verwendet seine Gleichungen nur fiir einige besondere Kille.

§ 2. Die Fundamentalgleichungen der Flédchentheorie.

Die sechs Fundamentalgrofen der Flichentheorie bezeichnen wir in iiblicher Weise
mit E, F, G, D, D', D". BEs ist dann fiir die Variablen a,

ag) =~ 2= 9 0 F:[l—}—cosin(&—‘u)]a?;avV:2-cosin”~f§—-T/VaWﬂ.

1) Journal de I’Ecole polytechnique, tome 22, 1862, p. 18 ff.

2) Vgl. Journal de 1’Ecole polytechnique, tome 25, 1867.

3) Vgl. auch Darboux, Legons sur la Théorie générale des surfaces, tom. 3, p. 261, wo diese
Gleichung als besonderer Fall einer allgemeineren erhalten wird.




Ferner:

; (AWN2 aW 34 ] oW a4
D = 2 X 2,uY.28 = ' \ % y ll cosin (A=)l = L
e \E‘cz Jeoop aal] = e ), da %o

i AW W\23u 3 ; = AW 3 u
Dl— > ity — = - 11+ cosin(A—p)|, = — =y B
Az da \ 3p 2p ¥ ap 9p
(20)
: : dWN\E 3 W 31 : aW 37
D= v sy ;= |- lScosm (A— 1)l — dod s Tl
pYa i Q0 7, m/; aﬂ L ! ; ( ¢ ": 2a 9‘,"; /
aW (e WN\*ap I, | ial ) oW du 7
= — —|—) — |1 4cosin{4—u)| = T
da \ 3p ) 3a | S 38 da
und hieraus in Ubereinstimmung mit Gleichung (10) und (13), wo 2 durch —iW zu
ersetzen ist:
@1) eWeala oW ou
. da 3f o da

Aus (20) ergibt sich:

S , AW\ /aWN\3T. S 2 /3 27 o
DD" — D't = (’: ) ( 7 ) |1+ cosin(2— u}l et i of St
da J \9p § s lENda b 2 3a)

and hier ist auf der rechten Seite nach (11) und 1i5):

du i du 34 s 2 g Op
L — = w,wz — cotg o R
da 3 af 2 e W, = W)’

Andererseits ist nach der berithmten GauB’schen Formel:
DD“ e ])12 e ]7 » (_["1,/, L ]'75 e I’i' jﬂ,,_‘,;:) _— — H,/ “//; . [’73 . (/,L Mg = /‘“ﬂ IIJ,,;)

Setzt man hierin den Wert von F,, Fp und F,p aus (19) ein und vergleicht die beiden
Ausdriicke fir DD — D'?, so ergibt sich wieder die Differentialgleichung (16) bzw. (18)

zwischen W und o.

Die sogenannten Codazzi’schen Gleichungen ergeben hier:

i A n 7
i (QD = ”)) L el e R

da 3p 3p Ja
(22) 5 g
% i a i 111 4 (7
S 3la_ 3
2p Jda 2a op

Setzt man in die erste obige Werte (20) ein, so wird:

2 ) 2 e 3 1 - /1 71’
(23) (a Wl el s aW 3k oF _ .
3a’ 3 dadf da 30 9f da

oder wenn man statt 1 mittels (11) und (15a) die Funktion o einfiihrt:




R ————— e R s A

R e

(24) cotg )

P2 (WWy) — F.W, Wil oWk,

und die Gleichung wird zur Identitit, wenn man o mit Hilfe des in (19) gegebenen
Wertes von F eliminiert. Entsprechendes gilt fiir die zweite Gleichung (22).

Die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven ist:

Ddo2 42D dadp + D"dp? = 0
oder:
e gl el
(25) ——dida — —~ dpdf = 0
da ap
und die Differentialgleichung der Kriimmungslinien:
D"dp* — Dda® = 0
oder:
oW 2u oW 21 ?
(26) e e s — 0
&0) 2 ap Lhs da da
Fiir die mittlere Kriimmung und das KrimmungsmaB findet man:
(27) ! - 1. 8D . o Walp o Beke . 2l
R, i e il F sinw - W, Wpg
(28) 1o D0 0 Wiy il 0
S B, R, Ik iz P 0
Lo F cosin? —
2
Die Differentialgleichung der geoditischen Linie wird:
arp dp\? o
29 : Pt sl R S )
= Her o da) ‘da ;
worin F, F,, Fj aus (19) einzusetzen sind.
Das sphirische Bild der Fliche ist gegeben durch die Gleichungen:
4 x— A 4y — B M — (.
WO
Fralond i ; e . Au . A—u
A= y,o0 —ypz, = i W Wp(sind I sin w) — 2iW,W;s sin j) L cosin - ,_,)—il—
- d
e : : S o . Atu A=
B = z,25 — 2px, = — i W, W (cosinl 4 cosin ) == — 2iW,Wpscosin ~ -~ - cosin-—
- =
s : PR . A—p . A—p
C = a,yp — 29y = — W, Wy sin (A—p) =2 WWy sid -~ €osin 2/
~
4
: o b : o . W
A2 = A2+ B2 (? = — F? = —W: W3 (14 cosinw)? = —4W;W; (cosm o) ;
also: . : :
§ A 12 SN £ & A=)
sin T’ cosin 4 gintess :
- 2 ! 2 , : 2 ., A—p
P . : Y = —— . , e e e
A L oy o
cosin cosin ~— cosin ——

Abh. d. math.-phys. K1. XXIX, 8. Abh. 2
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Die Vergleichung dieser Ausdriicke mit den unten in den Gleichungen (50) auf-
gestellten fiir die Darstellung der Kugel durch ihre Minimalgeraden liBt erkennen, dak
die Gleichungen 2= Const. und u = Const. auf der gegebenen Fliche diejenigen
Kurven darstellen, welche bel der sphirischen Abbildung in die Minimal-
geraden der Bildkugel tibergehen.

§ 3. Die Biegung einer Flache.

Bei Biegung einer Fliche bleiben die Minimalkurven derselben bekanntlich invariant.
Es wird sich deshalb empfehlen, das Problem der Biegung mit Hilfe der Darstellung der
Flichen durch ihre Minimalkurven, d. h. auf Grund der Formeln (17) in Angnif zu
nehmen. Sind dann E=0, G =0, F = I (a, p) die drei Gaul’ schen Fundamentalgréfen
erster Ordnung einer gegebenen Fliche, so handelt es sich darum, die Coordinaten @, ¥, #
einer ihrer Biegungsflichen vermoge der Gleichungen (17) so als Funktionen von o, B
darzustellen, daf die Relation (19);aduh:
; : w W oW = :
(30) 2 cosin ? e = F(a, p)
erfillt wird und daf zwischen den Funktionen W und o zugleich die Gleichung (18)
besteht.
Eliminieren wir aus beiden Gleichungen @, s0 ergibt sich eine Gleichung zwischen
W und F in folgender Weise. Aus (19) erhalten wir durch logarithmisches Differenzieren:

2w b w l’Vm: —.% 1 V,,/-; 2] 15% ik
L e = o — 5
a2 W W s da '
(31) s £
> Qw w Was . Wes g I
. to = e e e
L e A R 20 .

Gleichungen, die sich auf die Gleichungen (22) zuriickfihren lassen; also durch Addition

bzw. Multiplikation:

tg 2 - (Wpwat Wawp) WeWs = Wi + QW s W Wi + WasWe -

' i Sl ain gy I E0
(32_) == W 5 W g ra - W B W " 3 ﬂ .

tgrs - WiW} wamp = (n Wy + W W — WalWp é)

i g £y =
(H' £ Wg + Wes W, — W, Ws F) .
Es wird somit:

%)
2

tg (; lW,,,, "If/—, W wp tg = W (W, Wps + wg ”’fl\)J

(33) P Sy T 2]
g 7 > 172 P r _Z',,.f;’,’ 17 r -p»' r —F(L
& WL el e
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Durch nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (31) findet man ferner:

A% L w 3tlg 17 1 w.wg
72 TATS . S e s T o : el 72
W W3 tgz — W:eWws 50 35 5 ai WeWws
cosin? 5

d W Wi (Weusg Ws + Wega Wo) — Woag (WeWps + WiEWoa).
Infolge dieser Relation nimmt die Gleichung (18) folgende Form an:

2l B
g F

(AN Pl 3 e 7 y ¥ S 7 P b P y AT - AXT
(34 — Wi (@ Wy + 03 Wo) = —sinew =00 WalWs — tg g < waw W W .

w
2

Multiplizieren wir beiderseits mit tg (30— und beachten, daf nach (19)

o= : ) : s F
(35) sino-tg o = 1—cosinw = 2
2 W, Wg
zu setzen ist, so ergibt sich unter Anwendung von (33):
= e BB e B s
WoWee — Wig + W, W, ]«'2‘ — W W, j:' = G 5
(36)
?lg F' ol
7 ”T = M
a 8 f dadp

Wie zu erwarten war, ist diese Gleichung fiir W identisch mit jener Differential-
gleichung zweiter Ordnung, der die drei rechtwinkligen Koordinaten eines Flichenpunktes
geniigen miissen, wenn sie aus den Fundamentalgrofen I, F, G bestimmt werden sollen,
wobei hier £ =0 und G = 0 zu nehmen ist. Man kann den Inhalt der unsere Fliche
darstellenden Gleichungen (17) somit dahin aussprechen, dak sie lehren, aus einer be-
kannten L&sung der Gleichung (36), zwei weitere Lisungen durch Quadratur
abzuleiten, so daB alle drei eine Fliche mit den FundamentalgroBen £ = 0,
G =0, FF= geg. Funktion darstellen.

Dab zwei derartige weitere Losungen durch Quadraturen zu finden sind, war auch
sonst bekannt.?)

Wie wir die Gleichung (36) durch Elimination von o aus (18) und (19) bzw. (30)
fanden, so kann man durch eine Elimination von W eine Differentialgleichung zwischen
o und F aufstellen. Man hitte zu dem Zwecke die Groben W.s W, Wps aus den
Gleichungen (28) und (31) zu berechnen und in (36) einzusetzen. KEs scheint sich aber
kein iibersichtliches Resultat zu ergeben.

§ 4. Simultane Differentialgleichungen fiir die Koordinaten x, y, 2

Sind E, F, G gegeben, so geniigen die Koordinaten z, y, 2 eines Punktes der Fliche
bekanntlich einer Differentialgleichung 2. Ordnung, die man auf folgende Weise findet.
Nach GauB bestehen fiir die zweiten Differentialquotienten die Gleichungen:

1) Vgl. z. B. Bianchi, Differentialgeometrie, 2. Aufl. S
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2
(B G— F?) fu"; = A DG Fry LB L (B — Fa) (B} E),

(36a) (EG—F®) e AP (o, Fe)(F,—1G)+F (Be,—F2.) % G,

2
(EG — F?) ;’l L= 4D + (Ga.—Fz)} E + Bo—Fr)}- G,
U o o

wo A, B, U und 4 dieselbe Bedeutung haben sollen, wie am Schlu& von § 2.

Bildet man hieraus den Ausdruck DD" — D’2, so wird (wenn 4= EG — F*):

f ])]}“ — 1)‘2) * A2 = ;%;2 % ,11 STEE é ]';H ((}.’L’,, R Jnxz:) e 1\1{24, b Tl 5 J’Lr) ( llf-'rx”“‘ —lf‘ra!) '

3 5
92 4 — E. G, Lz, — Fux,) — (‘_]" v — ‘14 G.) ((’r.ﬁlf,!—.f' To)
o P
2z ; ‘ : Z

e die BB, (Gwi— Fit)y — 4 Gu(Boy— Fu)]
Bu3w GalEny e 4

und auf der linken Seite ist:
10,0 ¢
A? = Ly Yu 2u| = Ad—Gzi— Ex; + 2 Pz, 2,.

| £y Yo 4y

Da nun nach der GauBschen Formel D- D% — D'® auf F, F, G zuriickgefiihrt
werden kann, so ist damit die gesuchte Differentialgleichung gewonnen. Sie wird auch
von % und 2 befriedigt.

Ersetzt man in (36a) x durch y, so ist auf den rechten Seiten 4 durch B zu ersetzen.

| Die drei Gleichungen (36a) entstehen aus den Identitéiten
S Ty Xyu = ’%‘ —1’1147 S Lu Ly = ‘é V—Iv 5 S Ly Xy == ]Jv ST ; Gu 3
S Ly Lyu = 1-4‘15 ST ’é‘ lgvv S Ly Lup — > G"u ’ S Ly Lyy — }; (T,: ’

& A, wsbih S il Sl adog §

und erscheinen daher zunichst in der Form:

i x k)
j *‘2 lﬂ'u Yuéu

|
o A Ty = | l",” — 1 ]’J,) Yy 2y = AD — 111,1 -
36.¢ | i '
| o o e B0
| de o ADE - H e e

| WO

(36 d)

1o Lo
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Ebenso ist:
!‘:[ ']/““ i —[)) 1) T /'UI ’ -:'J ?/m: == ];j)l
4 Yoy = B

i yg .

A

S Ays

(\r}‘.l e)
Aus den beiden Gleichungssystemen (36¢) und (36d) erhalten wir:

(4 Luu -+ 45 1) (‘i/‘ Yoo 1T dys) T (dTe b Azs) (4 Yuu + Ay1)

36f
( : ) — 2 (IIZC.‘U: + l,_)) (J"il?juu + 4",[/!) = 24D (]) Sl ])‘2)‘

und hier ist

1005 Dulod BaliGale 8 il
—A J; T Lo ‘jln & 5 Lo ,’fu fy | == Xy E F
R s H ‘

= (Yuly + Yo%) ' — 2. G — 2, 0,

wiahrend wir fiir 2 allein hatten?):

362 (A, & de)iClon, B doy o—cllg 4 |
20 9 e ; g
i = (DD"—D'?) (4 — Gz, — Bz + 2 Fau,).
Wir schreiben die Gleichungen (36¢g) und (36f) in der Form:
S af —iod (DD e D) 4y — a0y
Da auch y der Gleichung
v, y} = 4 (DD*— D)
geniigt, so ist offenbar:
{ax =+ Z)?j, ax + b:(/} = a? {x’ 9} = ab {SC, 7/} + b? {.?/) !/} ’
= (@2} 0% - (DD — D'H) 4.
Die Koordinaten z, y, # geniigen also als Funktionen beliebiger Para-
meter %, » den Gleichungen:
e,y = {y, y} = {22 = DD"—D'?) .- 4
(36 1) e} =Wt = 5% = ( )
%yt =0, Wit = 8y {g, 2} = 0

und hierin ist:
{2, 2} = (A% + d21) (Ao + dzsg) — (A Zuo
+ (DD —D'?) (Exi + Gzl — 2 Fa,x,)
(361) {2, ¥} = (AZuu + du1) (Yoo + dys) + (AYuu + dy1) (d2or + Az 3)
8 (U Dusy G i)
+ (DD — D'?) [@uyu G + 2o B — F (@ulo + 2:Yu)] s

worin der Ausdruck DD" — D'? nach der bekannten GauB’schen Formel einzusetzen ist.

/JIA‘Q)E

1) Darboux erwihnt (Legons, &. 3, p. 253), daB er diese Gleichung in seinen 1872 erschienenen
Mémoires sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques aufgestellt habe. Die elementare
Ableitung des Textes ist nach Enneper’s Vorlesung aus dem Winter 1871/2 gegeben; Enneper schrieb
die Gleichung Bour zu, doch scheint sich das nur auf den besondern Fall F =0, G =0 zu beziehen.
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Die lineare Kombination ax -+ by -+ c¢2 geniigt infolge dessen der Gleichung:

(36 k) fax + byt ce, ax+by+cal = (a® + 02+ ¢%) (DD" = D'?) 4.

Denken wir uns die Parameter «, # der Minimalkurven eingefiihrt, so wird:

b= 0" ((Fx 1 ) (Fy — Foxy) — Figi, + 2 (FFy—FuF,) xuy]
= I } Iz (-rzm Ly :’3:!':’) — BBy, I I oo 1 T B LA v*'"v-"’)r}
{JI, .7/} = [* |FA (s’ruuywv ‘f‘ Lo Y — 2 Lo :(/uﬁ) e 1(‘[‘4'“ (xw Yu '{' Yev -7/'74:)

FF, (Yo + Zo¥a) + @utpo+2.4) Q Fup F+ Fy F))],

wo nun # und v durch a und B zu ersetzen sind. Die erste Gleichung (36h) wird dann:

7 (a?x el ( 2z )’) ” dF 222 3 7 ol 2%z s x

dat 3 p? 203p 2f 3a? 23p 3a 3p* du
sHolliexon - - 2° 1 daox
2 £ {:) «f— ;) ]( N 4]
da 3 2a 3p dadp 2a dp
19 o2 ]{Y n aj-ﬂ a—lﬂ
Q2adf S dadny

und damit identisch mit der Gleichung (18) fiir W. Ist also W eine Losung der
Gleichung (18), so geniigen die beiden durch (17) definierten Funktionen x
und ¥ den Gleichungen:
(87) (3,2} = (g} = F(FFyp— F.Fp), {o,y} = 0.

Fbenso sind die (leichungen erfiillt:
(387 a) g, 2} = F3(FF,3—F,Fp), {y,2} = 0; {z,y} = 0.

§ 5. Die Rotationsfldchen.

Insbesondere sei eine Rotationsfliche durch die Gleichungen
(38) Z=r-cosing, y=r-sinp, z=/[f()
gegeben; dann wird
(882a) L dst = (L4 @) dr? + rde? = 4r2dadp,
wenn «, / die Parameter der Minimalkurven bedeuten:

il — (i(/ + &l/l +/>|2 ([.;.I‘".

2dp— do L-Vii—,Lf'Z dJ
¥
(VZ.;i.

7

dop = da + df, da — dp = iYL=k fe
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HEs hingt also » allein von a — f ab, und ¢ kann gleich a + § gesetzt werden,
so daB:
(88b) =z =cosin(a+p) - I, (ac—p), y=sin(a+p) -F(a—p), &= DP(a—p),
und, wenn wir die vollstindigen Differentiale einfithren:
z = ([{cosin(a+ f) Fi(a—p) — sin (a+ p) I, (a—f)} da
— {ecosin (a + B) F; (a—f) + sin (¢4 ) F, (a—p)} dp],
(39) y = ([{sin (a+p) F{(a—p) + cosin(a+p) F,(a—p)} da
— {sin (e +p) Fi(a—p) — cosin(a+ p) F,(a—p)} df],
o f[ D' (a—p)da — D@ (a—p)dp] = DP(a—p).

Dabei ist:

(89a) el o s Ot
Diese Gleichungen sind auf die Form (17) zu bringen. Hier ist W = @ (¢ —f)
gegeben; es ist also:
e - oW = W e aWw *W
(39h)  Pa op '’ gat . - 9p dadp’ sufap 2a3p?
= D' (a—pf) = @' (a—p) = — D" (a—p),

und die Gleichung (18) wird:

. e ; : , : ; da ¢
— 2sinw - [P (a—p) - P'(a—pf) — P'(a—[)*] — P (a—p) P'(a—p) ( (J,) e m)
(40) 2 o op da
©.20 pugs
2 2adp '

= 2

Zur Bestimmung der Funktionen 1 und u dienen die Gleichungen:

U cosin 1 = cosin u - Fj(v) — sinw - F,(v), V cosin u = cosin % - Fi(v) + sin u F, (),

U sin 2 = sin w - Fj(v) -+ cosin % - I, (v), Vsin u = sin w - i (v) — cosin « I (v),
wenn
(41) Wii==dar==0h v = a — f

gesetzt wird. Hieraus ergibt sich:

: F 4+ Fitow
b = ! = be i —

— F, tgu+ Fy’
F,+ Fitgu

- v e
Fi+ T tgu ’

sin A = _ : e = cosin (w — u),
(42) VX F2V1+tstu
cos 4 = e = sin (w —u),

VE+ F2 Vit tg'u

sin u = cosin (W -+ u), cosin u = sin (w 4 u),

1) Ist umgekehrt @ gegeben und soll F' bestimmt werden, so ist dies eine vielfach behandelte
Differentialgleichung; vergl. Darboux, Théorie générale des surfaces, t. 4, Note VI.
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wobei
i . Fy - Py
(43) cosin w = e sin W = - -
: V e 4 b2 IV F 2 L P2
gesetzt ist, w also eine gegebene Funktion von v =a — f# bezeichnet.
Die Gleichungen (17) werden fiir eine Rotationsfliche:

x=1i ([P (a—Ff)" sin (u—w) da + D' (a—p) sin (w - u) df]
= ([(F: - cosinu— F, - sinu) da — (F cosin w + I, sinu) d ],

(44) o — j[ @' (a — f) - cosin (u —w) da + D' (a— ) cosin (w + w) df]
— Ls [(F, + cosinu + I, sinw) da + (&, cosin u — I sinw) df}],
2= D (a—p),

wo die Funktion w durch (43) definiert und die Funktion ¥, (a—f) mit & (a—p) durch
die Relation (39a) verbunden ist. Die durch (11) definierte Funktion @ berechnet sich
aus (42), nimlich:

cosin @ = cosin (A — p) == sin (u—w) sin (w+w) + cosin (u— w) cosin (¥ -+ w)

I
(45) ; :
o == casin- 20 also v — 2w,
ist also Funktion allein von a—pg. Dieser Wert von gibt eine Losung der Differential-
gleichung (40), und zwar wird

. o1 . F. oo
(46) bg o =gy - 171’12 , B = 11
Aus (43), (45) und (15a) folgt:
| i R i o) 2 V ) B TSR fl
(47’ 9//.. s ] 1“'1 ‘].1”]01 = C(’)t.g {.: ; = ]Q}‘gu : A S ‘{71 '[w 1 :I‘“A
' ap I i DL0 0 g8\ e da s+ I

und es ist nach (39a) und (46):

%l aliy . e B et s D A £

a0\ E Ja 2p @' TeETE AR

so daB die Gleichung (47) in der Tat mit (15a) iibereinstimmt.

Die FundamentalordoBen werden:
e

a)

F = 2 cosin? o W, « Wyee= 2 B,
(48 , S Fafs kA
(£8) Bime d"agi2ll - - = m o
Die FaWiohses 30k I o

Die Differentialgleichung der Kriimmungslinien wird daher:
da® —dpt=0 oder da—+ df=0 und da—dpf=0,

wie es sein mufi. Diejenige der Haupttangentenkurven wird:
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(F, Fi—2F2—F}) (da®+dp*) + 2(F + FF)) dadp = 0,
oder wenn wieder # = a-++/f, v = a—f gesetzt wird:
F, Fidu? — Fidv® — F® (du+ do®) = 0,

also durech Quadratur:

: , Yl e
(49) " — j‘ l/ 7, lﬁl : 711{,1,? d

Handelt es sich z. B. um eine Kugel von Radius 1, so ist in (38)

fr) =V1i—»
zu nehmen, und es wird:
o Iy 2 1 : _
s e e 1/1 7), o r=F (e—p) = @ (a—p) =i tg (a—p)

~ cosin (a—p)’

und aus (43):

cosin w = cosin (a—f), sin w = sin (a—p), w = a—_p
und also aus (44):

sin 20 sin 2 a

2 o

cosin (a +-f)
4t :

e j cosin? (a— f) d”_] =
(50) " “‘f cosin 28 i cosin 2a l”} sin (a 4+ f)

SR - b C = - 7
cosin? (a — f3) cosin (a—p3) '
— e (] — ,
cosin® (a—[3) cosin? (a—p) P cosin (a—f3)"
[ . sin (a—f)

" cosin (a—p)

J da d /"7) ]
P ol i 2 AN s g 3
Lcosin® (@ p) cosin? (a—f3)

Setzt man hierin

p = tga, g = tgp,
so erhilt man die iibliche Darstellung der Kugel durch ihre Minimalgeraden in der Form:
1o 8 i . p—q
(51 X = el Yy = . e e i
. 1wy =7y 1l —pgq

Im Beispiele der Kugel ist also:

We=itgla—p), A=(E-=2p, p=_ %4, o=20-=24

: 2 : 2 1
e S b g F

~ cosin? (a—p) 1 ™ cosin(a—p)

§ 6. Verbiegung von Rotationsflichen auf Rotationsfldchen.

Da nach (48) die Fundamentalgrofe I7 sich auf die Funktion ¥ (a—f) reduziert,
so sind alle Rotationsflichen auf einander abwickelbar, bei denen [, denselben Wert hat;
dieselben konnen sich dann nur durch die Funktion @ unterscheiden, wobei nach (39)

oF STV T iR
Abh. d. math.-phys. K1. XXIX, 3. Abh. 3
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Um aber alle Funktionen @ zu finden, die auf dieselbe Fundamentalgrofe F' fiihren,
miissen wir auf die Differentialgleichung (36) zuriickgehen:

2 byl : ; e jal
H! 2 - A= 0 DR = (il 1 0 D il e
2+ (%) L —wi2en(s )

il R s l”u) . (F‘ - ol
. hH!2 i CHE Ty B o - o :
iy ol - ( i A . O ]) :

eine linerare Differentialgleichung der Form

oder:

dt -
Ll VI T
dv 1
WO
ol Ji4 : j‘,n i,m
= — 2 =, Vi— Bt ),
I fil : I TG
also:
: —§Vav o Ve .
P2 — 3V (O [T V- dy), v = a—p,
ATLE 7 Al Ak
(53) == ], O f e o S I
: F J oF e o B 2
und, wenn wieder I'= 2 F? genommen wird:
(53 a) $la = D F YOy
B e I : s : : .
so daB sich fir C = — - wieder die gegebene Rotationsfliche ergibt. Da F) als ge-

geben gedacht wird, so kann die gesuchte Rotationsfliche aus den Gleichungen (44) be-

stimmt werden.

Setzt man

(53b). @' =aa, B =ap, F,(¢'—B) =al, (asa'—ap’), a- &b, (a'—p) = P (aa'—ap’)
so wird: S o l
P\ 2 2 it
L e D g
a* \da' a0 G e
man erhilt also fiir 2 ¢ = — a* die frithere Relation (58):
D = — Iy — T

und die auf eine gegebene Rotationsfliche abwickelbaren Flichen werden:

1 Qd o o1

LR b 8 1 o] : =

x = cosin Barialf o] F, (ao'—af'), Y — sio —:—L « F, (aa'—ap')
a

B B= B@—p) =i |[VEP L Fid@—F

— ij]/_a‘lf‘{ @a'—apP + o F; (ao'—ap) d(@'~p).
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Diese Gleichungen enthalten eine willkiirliche Konstante @, sind deshalb ebenso all-
gemein wie obige Gleichungen (53). Man kommt zu der Form (54) auch direkt durch
folgende Uberlegung.

Eine Fliche bleibt ungeindert, wenn man die Parameter a, # durch beliebige Funk-
tionen A, B dieser Parameter ersetzt. Fiir eine auf die gegebene IFliche abwickelbare
Rotationsfliche, bei der I7, durch I7, ersetzt wird, muB daher auch der Ansatz gelten:

dst — 2 Hdadp — 4 Edad) — 4 A B FE (1—B2dads.
Hier soll links F7, eine Funktion von a — f sein; es ist also
4 = aa, B = ap
zu setzen, wo a eine reelle Konstante bezeichnet, folglich:
I,(a—p) = al, (aa—ap),
wodurch wir zu den Gleichungen (54) zurtickgekehrt sind.

Setzt man

w = — (a' 4+ B9, b— ale — 0.,
a

so ergeben sich hier die folgenden Beziehungen:

cie o) el ) tuw A
BT R0 — F@tgu g

a Iy - cosin u — I, - sin u

Va T+ F?

b

] a F; sinu+ F cosinu ; = oa I B
SUI g == — = cy, 2
’ Vel sp Ib E s )
F Y @y (W,)uz Ladb b
tew — @ 1 = —cotg ! 1% = ek T M
: '3 ap 2 (W)a a al/2 4+ F”

F, sinu + a I} cosinu : 17, cosin u — a I\ sin u
e ; sin u, = = = :
VaF2 4+ F: ‘ Va2 Fi2 + I

at 2 — Fi - — 2a I, I}
B B ——i- =
Aty ! a? 2 4 I}

cosin u, ==

cosin @,

Mit Hilfe dieser Werte ist die Parameterdarstellung der Fliche nach den Formeln
(17) aufzustellen.

Die Rotationsflichen konstanten positiven KriimmungsmaBes sind auf die
Kugel abwickelbar. Wihlt man das Kriimmungsma8 gleich Kins, so findet man sie also
aus den Gleichungen (50) bzw. (52) in der Gestalt:

Sl 3 . a+p
cosin —J;/) sin ?:i
T =0 —————, B b
cosin a (a—f) ’ I cosin a (a—f3)
(®5)
2 — 1q f 1/>c-c-‘3_jr:ﬂ(1 ;—az) cosin? av di : v = a—pf,
cosImm“ av

3#
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Fithrt man die Variabeln 4 =a+ g, v=a—p ein, so entstehen die bekannten
Formeln.

Die Rotationsflichen konstanter negativer Kriimmung erhilt man ebenso
aus den Gleichungen fiir die Rotationsfliche der Traktrix, namlich:

: : 7 0 Mg |
& = Ficosin @, 4 — i Sin @ e =—ilg tg (4 i 3) S0 — )
WO y = cosin 0.
BEs wird:
i 1 V1272 e )
() = —tgd, v =7 = z::»—u-[» a7 — i 0i— g
/ ( ) 29, ¥ i (5‘.—/}’) 3 v r J 1’ 2 @ P

Die Rotationsfliche der Traktrix, bezogen auf die Minimalkurven, wird somit durch
folgende Formeln dargestellt:

- cosin (a -+ f) sin (a-+ f3) ; ; — dv
56 b= = g = Ba—p) = SV1+o*-
oh i (a—p) ! : i(a—p) : L j‘l T Ve
ferner nach (42) und (45):

tQ (ru T P 1 ). ) tg /" = ?j /i_’— tg(a ;—¥‘ /i))) 3
0 2 =P (a—p) tg (a+p)+ 1

w

; : 1
W—t — o f— = a-}p + arctg ( ,)) ;
2 i Q=g

und somit:

/1427 1 1
T } 'zj_?/ [ sin (u—i— arctg 2) da ~ sin (u‘ — artg ——7‘) d/?] :

: - :
(57) = J‘Vl;jiv [cosin (u + artg i) da - cosin (u — artg 1> L'Zﬂ] ;

v

=

—xs Vlfr v 4 1g 0+ V1447,

§ 7. Einfluss einer Koordinatentransformation.

Bedeuten a;, b, ¢; die neun Koeffizienten einer orthogonalen Transformation, die

also durch die Gleichungen
B o = Dy ey ¥, = % + by + €%,
(58)
B, = Ugx 4 by & 64

gegeben sei, S0 wird aus einer Fliche eine kongruente Fliche entstehen. Haben 2, 4,
M, w fiir die neue Fliche dieselbe Bedeutung wie W, 4, u, @ fiir die gegebene Fliche,
so wird man versucht sein die folgenden Gleichungen anzusetzen:
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: 20
sin A da —sin /V\ 5

il e la.(.)z Ma!z e
2z =4} |cosin’ da — cosin 1 =
; J . da ')J’ Y .J da

3f

3.2 a0 -
g, = f — da + — df|,
J j2a op

wobei zwischen £, A, M, w dieselben Beziehungen bestehen sollten wie zwischen W, 4,
u, w. Dieser Ansatz ist aber nicht zuldssig. Infolge der Gleichungen (1) und (17)
wiirde sich ndmlich ergeben:

(59) /

tcosin A @ — Ll . joeosin M@ — M W,

1
(599) isind - Qp = Ly- W, = s Y Oy = M W
9% e bW QL BT, S
wenn
(60) Ly — ia cosini—+ibesinl 4+ e, M. = g cosinp—ibysin i o,
fiir i =V —1, Jimk i 958

gesetzt wird. Zwischen W, L, und M, mibten also die Gleichungen erfiillt werden:

61) al W, M Wg 9 (7L1 WNewia (W, W, (L2 W, MW,
o 88 .. ;8w i 80 \cosind ~ 7 2a\cosinM)’ 38 \sin 4 ba smM -

Infolge der obigen Gleichungen (15) und (15a) wird die erste dieser Relationen in
der Tat zur Identitit, und die beiden anderen lassen sich auf die erste mit Hilfe der
sogleich fiir cosin 4, sin 4, cosin M, sin M aufzustellenden Formeln reduzieren.

Auch sonst fiilhrt der Ansatz (59) zu Widerspriichen. Aus ihm wiirde sich nimlich
ergeben :

it s 1 a4 iy cosin L — @by sind — ¢, 94
o / e e s e ] Loy
. . L cosin? 4 3f L op’
G—J
G2 Laa e e 1434 °¢ —uay cosin A 4 ib,sind 34
cosin 4 = o sin 4 — L I 35"
entsprechend fur M bei Vertauschung von ¢ mit —,
[1 + cosin (4 —M)] 2,2 = (1 + cosin w) Q, Qg = (1 + cosin w) W.Wp
(B i

[1— cosinw] Q.92 = [2 Ly My — (1 + cosin w)| W, Wy,
wobei die Relationen

; D4+ Li+ Ly = 0, M2+ M;+ M; = 0,
68 Lo 4 LM L0, — 15 cosin w = LgM, (1 + cosinw)

zu berticksichtigen sind. Wir stellen diese Formeln zu spiterem Gebrauche hier zusammen.
Nun sollte nach (15a) sich ergeben:

24 s i w Q,l;;
Tomea b

ey S R o i T
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oder:
s Lo . 5 . " v B - 1 . A " A o
b ¢y — 10, cosIn A + @b, sin A 1 -+ cosin w . by cosin A — agsin A w
\6;)) daik = - i — i e e i + o 3
: £ 2

2L, M,—1—cosinw { L,
und man iiberzeugt sich leicht an einem Beispiele, daB diese Gleichung im allgemeinen
nicht erfillt ist. Ks gibt indessen Ausnahmen. Nimmt man z B. g, =0, =¢ =1 und
alle anderen Koeffizienten gleich Null, so werden beide Seiten der Gleichung (65) nach

: e o o : : . At R :
Multiplikation mit cosin® A - cosin @ gleich sin —_ -~ ; ebenso nach Multiplikation mit

“

j7s
/

e : g . A+
sin® 4 - cosin @ gleich cosin ~ ==, wenn man nur @, == ¢, = dg von Null verschieden und

gleich 1 annimmé. Allgemeiner kann man ¢ =1, a,=0, b,=0, a, = b, = cosin @,
@, = —b =sng, ¢ =0, ¢;g=0 nehmen, ohne die Gleichung (65) zu storen. Dieser
Fall entspricht der Drehung der Fliche um die Z-Achse, die man auch dadurch darstellt,
daf man in (17) die aus (15) und (15a) zu bestimmenden Funktionen 1 und x um die-
selbe additive reelle Konstante #ndert.

Transformiert man die Relation (15a) mittelst der Formeln (59a), so erhiilt man
die entsprechende (ileichung zwischen den Funktionen A, M, 2, w (= 4 — M). Aus
den Gleichungen (62) findet man durch Aufldsung:

{1 - 1)275111 At i‘ by

i ¢, Sin A 0f

cosin:d =

a, cosin A 4 a, sin A 4 i a, e b, cosi

% S a

¢, costm A - ¢ysin 4 4 éo ¢, €os
also:

L, = e, f(1 + ) (o, cosin 4 4 ¢, sin A) (1 —4) ],

; ¢y [(1 — %) (¢, cosin M + ¢, sin M)+ (1 + @) ¢].

I

Diese Werte hitte man in die folgende Gleichung einzusetzen:

i 9 1/ (1 4 cosinw) L:,'jlla Q.5 itagcosind —ibgsind 94
¢g—iagcosink + ibysind 3f 2— L, M, (14 cosinw) | £, & L3 gl

Es geht hieraus hervor, daf die Gleichungen (15) und (15a) in bezug auf
orthogonale Transformationen keinen invarianten Charakter haben.

s 8. Aufstellung unendlich vieler Biegungsfldchen einer gegebenen Fléche.

Ist eine Fliche gegeben, so stellen wir die Koordinaten ihrer Punkte zuniichst in
Form der Gleichungen (17) dar, was nach Integration der Differentialgleichung ihrer
Minimalkurven stets moglich ist. Nach § 4 haben wir dadurch drei Losungen der par-
tiellen Gleichung (36) gewonnen. Aus der dritten Losung (¢ = W) werden die beiden
anderen mittelst der Formeln (15) und (15a) gewonnen. Wenden wir aber diese Formeln
auf eine lineare Kombination der drei Lisungen an, wie sie in § 7 vorlag, d. h. gehen
wir von einer Losung

W, = [[(acosin A+ ibsin 1+ ¢) W.da— (ia cosin u~+ ibsinpu—c) Wedf]
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aus, wo zwischen den Konstanten a, b, ¢ die Relation

(66) ' a? 0% ¢ = 1
erfiillt sei, und bestimmen wir eine Funktion o, durch die Gleichungen
oW, a W, oW s W

(1 4 cosin w,) = (1 -} cosin w) 5

da af ap '’
ferner die Funktionen Z,, u, durch die Gleichungen (15) und (15a), d. h.

W = A

1 b
1 : 2 17 i ‘
8), e cotg o 0 . i SH’ S0 gte o 32-—”{,’
3‘7)) da i 3(13/}" da af; Ha 8((3[)”
und setzen dann
B Botie i e i AW g
i) f cosin 4, - —1 dp - gosin @ Seind a’/;’J :
du p
= s Al : oW, ;
67) e l l sinidas Beclodly = hsinanaii s — Ll Bils
( J Y, T 1 S 21 3,")} P
oW oW :
i AL | - 1 Q Siesi T
Z e el ; [ s ] /
, j [ - ] W,

so geniigen diese drei Funktionen nach § 4 den Differentialgleichungen:
N AF 3 F
dadf da 3p
2, ot — U {vi.2r = 0 i — U

s
——

'{xl’ x]} b {7/1* yl} i '{315 &

i (F
(69)

und es ist identisch:

oxy\? 24\ 34\ _ 3z, \* (33{1 - (931)2 g
(3&) +_(éd) +-(9a> = (aﬁ) +- Sﬁ) . ap T

o el

L L A By | 8508 g
da 3f da 2f da 3

Die Grdten z,, ¥,, # sind also die Koordinaten eines Punktes einer Fliche, fiir
welche «, f die Parameter der Minimalkurven sind und die auf die gegebene Fliche ab-
wickelbar ist. Die neue Fliche hingt von den drei Konstanten «, b, ¢ ab, zwischen
denen die Relation (66) besteht, und nach den Untersuchungen in § 7 kann sie nur
in ganz besonderen Fillen mit der gegebenen Fliche kongruent ‘sein.

Auf diese neue Fliche kann dasselbe Verfahren nochmals angewandt werden, und
so kann man aus jeder Fliche unendlich viele andere Flichen ableiten, die
alle auf einander abwickelbar sind, und bei jedem Schritte werden zwei neue will-
kiirliche Konstante eingefiihrt.

Fiir das Beispiel der Kugel haben wir

W= a;m(laf— 3 [a cosin (a+ p) + bsin (a+f) + icsin(a—f)]
1

= cosin (@ — B) [o cosin (a4 f—0) + ée¢sin (a—p)],
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wenn
@ — o cosino, 6 —— ¢ sm o ¢ to —= 1.
& | ¥ 3 ) : ) 7 3\ vl 7T
Sei ferner wieder # = a4+ p, v = a—f, und nach (82), 1 =—5—2§6,
S ,r[ D ‘ a1 e
Bes 5208 % wird :
oW, —posin(2f—0) +ic oG fe—psin (Zo=0) 00
?a cosin® v ! 3f cosin ? v :
aW, s > S e
alg y o cosin (u—0) 4+ icsin v
S — - e e
= cosinv - [psin (2 —3) —ic]
3p
sk 7 cosin? v
gosing — == G s : -
2 [osin(28—98) —ic] [osin (2a—0) + ¢ ¢]
Ao 0* cosin (2 a—0) cosin (2-0) +c*+igc [cosin(2a—9) — cosin(2/ -0)] — cosin®v
2 [(»bm(uu—é)—zdlo sin (2a— 0) +ic] .
s v i,
(69) 87»: Y sm (24 0) + ac sin v .
i ap 0 sin ()/»—(5) — ic V R
WO
R = (osin(2p—0) —ic) (osin(2a—9) + i¢) — cosin? v,
entsprechend fiir u,. Ist insbesondere 0 =0, =0, ¢=1, so wird:
l‘* 7 tﬁ' (( 0) a;'l (5} al”l
e — e Ui S e e
1 5 ! ap = da
und man findet
cosin (a+p) sin (a4 £) e <
y o jaoein g froIm s B o g @)
cosin (& — )’ cosin (a—f3)

in diesem besonderen Falle filhrt das Verfahren also zur Kugel zuriick. Ist dagegen

und o = 1, so wird

R = cosin (2 -0) cosin (2a-0) — cosin’v = 3 [cosin (2u—-2 ) + cosin (2v) — 1 — cosin (2v)]

I

—sin2 (w—9),

also
i, 21 . : 7T 1
L » T it ah difes o
9 = cosin(2f—0) ™ Fae (; Pevis ‘)
Nun ist
e oS < b i —lgtg @ 1
cosin A, = cosin (ilgtg ) = (8%’ e ¢ g 7) = Sin (29)

sin 4f (= singi (Gl tg 9) = - (el27—e lgts?) = — § cotg (29).
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Es kann unbeschadet der Allgemeinheit § = 0 genommen werden; dann findet man
aus (1a):
cosin (a -+ /)
cosin (a—pf) ’

x, = itg (a—p), e sin (a+f)

= e
cosin (a—/f)’ ! :

also auch wieder die Kugel, wie es nach den Erorterungen in § 7 sein muB. Im allge-
meinen aber wird durch die Funktionen A, und W, eine neue Fliche konstanter Kriim-
mung bestimmt.

§ 9. Die allgemeine Losung des Problems der Biegung.

Wir kehren zu den Gleichungen (59a) zurtick, in denen die Funktionen 4, M, O
wieder mittels dreier Funktionen L,, L,, L, bezw. M,, M,, M, durch die Funktionen 2,
w, W ausgedriickt seien, wobei aber jetzt die GréBen @, b, ¢ nicht Konstante, sondern
Funktionen von a, f bedeuten mogen, die den bekannten Relationen zwischen den Koeffi-
zienten einer orthogonalen Transformation geniigen, so dak wieder, wie in (64):

. LI 4 L3 =0, © IR+ IR FM =0,
7
) LM + L,M,+ L,M; = 1+ cosin®.

Es sind dann die Grofen z,, y,, 2, wieder die Koordinaten der Punkte einer Fliche,
sobald unter den Integralzeichen in (59) vollstindige Differentiale stehen. Dazu ist nétig,
daf die erste Gleichung (61) und die entsprechenden fiir L, und L, erfiillt sind, so daB
die drei Gleichungen (vgl. den Schluf in § 1):

OL, w00 &l e
W, 37/? — VV,: =y S ,/Vﬂﬁ (Lx e ‘z‘/fl) —0

S 3L, o oM, - e
(71) W. B — Wy =5 + Wi @L,—M,) = 0,

oL, . i a
W. 9[77 — W B '972 aF I/Vftﬂ (L3 s ﬂfs) =1,

erfiillt sein miissen, oder infolge der Gleichungen (15) und (15a):

(a e zﬁ) ke (aTﬂf* Sy -M) W e

3p P
‘ M,
(72) (%% + L, tg Z’ : lﬂ) W. — (%5* — M, tg 523 : m) Pe =0,

3L, ) oM, ) oy
(?ﬁ +L3tg—2""/7-ﬂ) W, — (Sa — M, tg — ,u,,) Wsg = 0.

Durch Multiplikation mit L,, L,, L, bezw. M,, M, M, und Benutzung der Glei-
chungen (70) folgt weiter:
Abh. d. math.-phys. Kl. XXIX, 3. Abh. 4
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o.M, aM oM
L, — 4+ L, —2 e —— = &l S
E . o
i2) 2L ) L
5 oL 3
M, 1 M, 2 + M = — i - A
M ) + M, Y + M, Y sin @ -« Ag,
ferner aus der dritten Gleichung:
M; L; ; ;
2L cﬁ-— + = M; == —sin - (da— o) ,
a da :
o M; 3L : ,
2 L; Sp 1 > M, a’/; = —sin o (lg— up) ,
so daB sich auch die weiteren Gleichungen ergeben:
o9 Iy : = o :
(74) =M, Sy e nipe - Ao SL; T e e

Die ersten beiden Gleichungen (70) erfiillen wir identisch durch die Substitution:

e L, =—'h cosn D, B —= B smP, L, = &,
(&) M, — B.cosin®, M, — R.sn¥, M, = —iR.
Dann wird die dritte Gleichung (70):
(76) RR' (1 4 cosin (P—¥)) = 1+ cosin (4 — w) ,
und die Gleichungen (73) bezw. (74) werden:
RR, [1 + cosin (?—¥)] + BR'¥,sin (P—W) = sinw - w,,

RR; [1 + cosin (P—Y7)] +
H.E[1 4 eosin(@—7)] —
RgR' [1 + cosin (P — s

Von diesen vier Gleichungen ist die

RR'¥; sin (2—Y)
RR'®, sin (?—Y)
RR'®g sin (P—Y)

dritte eine Iolge

= idinswie g
= —sinw - 4, ,

= —sinw - 4s.

der ersten, die vierte eine

Folge der zweiten vermdge der dritten Gleichung (70), die mit (76) identisch ist. Setzen

wir zur Abkiirzung:

(78) : e — 1 DI O — s (),
so werden die Gleichungen (77):
qjm = [‘u.—l, 2 tg (r)i D 9 157—’7?‘] cOtg %l L] ll[ﬁ T {‘llﬁ 5 tg (U‘ T S%f;zi ] C'Otg %‘ ?
L 0]
(79) 2] - ¢ c E)
D, = [2“ -tg ' 4+ lag(}RJ cotg W', Dy = {Zﬁ St ?1;);/)]‘»] cotg T’ .

Die doppelte Berechnung von @.; aus den beiden letzten Gleichungen fithrt zu

folgendem Resultate :

I8
5 1 Thets ,,-,,p — =
(p(,ﬂ tg DY ‘+‘ @a cosin? DIRE ;'“.5
DIY
_ i Sewd S R
Vil e

wgp

tg o' 4+ L

‘

: w
ctgw' + Ag — =

cosin #

a?lg R
w' da dp '
?lg R

" cosin? ' 2a3p ’
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also durch Subtraktion:
D, BWp — DB, Ao p — Agwg

(80 = s
) cosin 2 AP’ cosin? w'

Der Zihler der linken Seite ist gleich _; (D, Wy — Py W), der der rechten Seite

S - - 3 ; : : 4
gleich —— (daup dgp.). Zufolge der obigen Formeln (19) und (28) ist die rechte Seite

gleich dem Kriimmungsmafie der gegebenen Fliche, multipliziert in.die Fundamentalgrofie
F; und da @, ¥, W' fir die Biegungsfliche dieselbe Bedeutung haben wie 4, u, w' fir
die gegebene Fliche, so sagt Gleichung (80) nichts anderes aus, als daf das Kriimmungs-
mak beider Fliichen identisch ist. Dieselbe Gleichung ergibt sich aus den ersten beiden
Gleichungen (71).

Die beiden Integralititshedingungen der Gleichungen (79) sind folglich
identisch erfiillt, denn die Gleichung (80) ist von der Gleichung (76), die als erfiillt
vorausgesetzt wird, nicht verschieden, da das KriimmungsmaB nur von F abhiingt und
nach (76) die Fundamentalgroie F fir beide Flichen dieselbe ist. Letztere lautet jetazt
infolge von (78):

(81) 7 - cosin W' = cosin »',

wenn noch
(81a) Rer-e'v, el

gesetzt wird.

Das gewonnene Resultat hitte vorausgesehen werden konnen. Die Gleichungen 79)
nimlich sind identisch mit (77), bezw. (73) und (74) und letztere lassen sich in der Form

LE +LE ;I Ea=al, M K, MK, + MyKy = 0

schreiben, wenn mit K,, K,, K, die linken Seiten der Gleichungen (71) oder (72) be-
zeichnet werden. Hierzu kommt die dritte Gleichung (70), d. h. K, = 0, so dafi:

LK+ LK, =0 wd MK+ MK = 0.

also auch:

denn die Determinante ol
LM, — L, M, = R R sin (D—¥)

kann im allgemeinen nicht verschwinden. Die Gleichungen (73) und (74) sind also in
der Tat eine Folge der Gleichungen (79), und die Gleichungen (74) waren aus der dritten
Gleichung (70) gewonnen, die sich nun umgekehrt durch vorstehende Rechnung als Inte-
grabilititsbedingung der Gleichung (79) ergibt. Sollte @ = ¥ sein, so wiirde auch A= u
folgen und dann wire nach (28) das KriimmungsmaB gleich Null.

Man kann die Zuriickfithrung der Gleichung (80) auf diese Gleichung (81) auch in
folgender Weise direkt erkennen. Oben waren die Gleichungen (79) zuerst beiderseits
mit tg W' multipliziert und sodann differenziert. Berechnet man die Werte ¥,; und D4
direkt, so ergeben sich die beiden Relationen:

4#
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cotg I3’ i tg o’ N 1 B .o ; S
cosin? w?! o) sin 2B’ et sin 2 28 ilgr ) i)l = 9.
L cotg Iy’ tg w' 1
s e e e D D e el DIty Gqan
8B @) BB — ey [0 n B +i(p B = O,
wo zur Abkirzung z. B. pewp— upwi = (4, w") gesetzt ist, und hieraus durch Sub-

traktion bezw. Addition (da i—u = o = 20'):
» tg w! - (wlv %l) + (lg 7y %1) = 0 3

(81b) . ; f ; : E s :

cosin W' - sin W'+ (1+ u, ') cosinw’ - sinw'-(A+u, W) — 2icosin ' cosin - (¢, W) = 0.

Nun findet man aus (81):

% i
®1e) B = — G 0B
und somit geht die erste Gleichung (81b) tber n
e anini’' s
i W e i
(w?, L") {tg ) . CosinﬁB‘J G

und hier verschwindet die zweite Klammer infolge von (81), so daB die erste Gleichung
(81b) erfiillt ist. Aus den ersten beiden Gleichungen (79) erhalten wir unter Benutzung
der ersten Gleichung (81a):

(P, B = [(n,B) tg o' — (gr—1i g, )] cotg T

(814d) cosin? Iy’ o cosin? ' el
— - . ) _ — s LAY
cosin? w' i 2 cosin? w' £

Denselben Wert findet man fiir (@, '); es ist also:

S
(D + ¥, B) = [+ 1, T) tgo’ + 2 (@, B)] cotg B! = 908{333‘ e, A7

"3 cosin“® w
Diese Gleichung aber ist wegen der Relation (44 u, ') = (@, 4) mit der zweiten

Gleichung (81b) identisch. Die beiden Integrabilititsbedingungen (81a) reduzieren
sich also auf die eine Gleichung (81), auf die auch (80) zuriickgefiithrt wurde.

Zur Bestimmung der vier Funktionen @, ¥, R, R' haben wir also die Gleichung
(81) und die vier Gleichungen (79). Von letzteren war wegen (81) bezw. (76) die dritte
eine Folge der ersten und die vierte eine Folge der zweiten. Es brauchen also nur die
zweite und dritte Gleichung beibehalten zu werden. Wegen der erfiillten Integrabilitiits-
bedingungen ist aber auch die zweite eine Folge der ersten und die vierte eine Folge der
dritten, so daf nur eine der vier Gleichungen (79) etwas neues aussagt. Diese
Gleichungen sind aus den drei Gleichungen (71) durch zwei lineare Kombinationen ge-
wonnen. Hs muf daher noch eine der letzteren Gleichungen hinzugefiigt werden. Wir
withlen die dritte. Dieselbe wird infolge von (75):

(82) Ry Wo+ RiWs+(R+ R) Wy = 0.

Diese Gleichung liBt sich in mehreren anderen Formen schreiben; durch die Sub-
stitution (81a) wird z. B.:
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(822) oot (58 + ion) Wt Was + (55" — i) ok Wy — 0,

und infolge von (15) und (15a), wenn W,z nicht Null ist:

dlgr

e2wi (8[5’ + ipp + 7/atcro)J W. + [alcrr

— i@, — patgw'| Wy = 0,

eine Gleichung, die auch in den folgenden Formen geschrieben werden kann:

208 By W, + W Ws = 0,

oder: '
Lo 8?;[:” — Jg - arg(:”’ + rdsu, (mf — Y ) boros i — U
oder endlich, wenn man
Rii=—dlliF 3V, Bl=U—iV
setzt:
(82b) UsW, + UWs+ i (VaW, — V. Wg) +2U0W, = 0

Sei also zur Abkiirzung:
Q = l(sz‘ }1/n + U(/. .I/‘?ﬂ + 2 UFVO{IS)

und denken wir U als Funktion von a, § willkiirlich gegeben, so ist auch £ als Funktion
von a, f bekannt, und ¥V bestimmt sich aus der Gleichung:

) ViWe — VW = Q.
Die Gleichungen der Charakteristiken sind
—da (G oV,

W il
und ein Integral derselben:

(824d) ; W (a, p) =

sodann das zweite:

(82e) ' Yy

: W};

wo @ und b Konstante bezeichnen. Bei der Integration ist f aus (82d) als Funktion
von a und @ zu betrachten und nach der Integration ist @ durch W (e, ) zu ersetzen.
Das allgemeine Integral ergibt sich, wenn man b gleich einer Funktion von a setzt
und sodann @ aus den (leichungen (82d) und (82e) eliminiert. Doch geniigt uns hier
das vollstindige Integral (82e), in dem schon die willkiirliche Funktion U enthalten ist;

denn, wenn man 2 durch Q, + Wy -9’ (W) W, ersetzt, so wird eine neue Funktion V"

in der Form
Q. da ;
Tf‘ I ;/V/} = ( I/V) + COIlSt.

gefunden, also eine Losung, die sich ebenso ergibt, wenn man in (82e) die Konstante
b = — vy (a) setzt.
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Die Bestimmung aller Biegungsflichen einer gegebenen Fliiche ist hierdurch, sobald
man die Parameter ihrer Minimalkurven eingefiihrt hat, auf eine Reihe von Quadraturen
zuriickgefithrt, und die Koordinaten der Punkte der allgemeinen Biegungsfliche
der durch die Gleichungen (17) gegebenen Fliche sind dann:

B == j[re"’/ .cosin ®-W,-da + re~ivcosin ¥- Wg-dg],
(83) y, = [[re'” sin @- W, -da +re-trsin W Wp-df],
2y =if[re""f W da — re—tv- Wi dp].

Um diese zu finden, hat man die gegebene Fliche durch ihre Minimalkurven in
der Form (17) darzustellen, was die Integration einer gewdohnlichen Differentialgleichung
erfordert; dann sind 4, p, W, o als Funktion von a, S bekannt; die entsprechenden
Grofen @, W, r, ¢ der Biegungsfliche bestimmen sich sodann in der geschilderten Weise
dureh mehrere Quadraturen.

Das Entsprechen von @, ¥, W zu A, u, @ tritt auch darin hervor, daB sich z. B.

die erste und vierte Gleichung (79) in der Form

¥, = — cotg — —— :
o a
83 a
e ) W dlg(r-e? W)
.(P/a, oy C()tg‘ 9 R = B éﬂ____w ’

<chreiben lassen, also genau in der Form (15), bezw. (15a); denn fiir die Biegungsfliiche
wird die Funktion W durch die Funktion

(33 b) g, == ij'[re“f/ s W, da —re—i7 Wegdgs]

ersetzt. Die Gleichungen (79) bezw. (83a) bleiben ungeiindert, wenn man & mit 4, ¥ mib u,
W mit @, » mit »—! und @ mit — ¢ vertauscht; dieser Vertauchung entspricht die Riick-
kehr von der Biegungsfliche zur urspriinglichen Fliache.

Der urspriingliche Ansatz, nach welchem die Koeffizienten ai, bix, ¢x in den Aus-
driicken L,, L, L, zu bestimmen gewesen wiren, ist im vorstehenden zurlickgetreten, da
die Funktionen L; direkt berechnet werden konnten und nun die Bestimmung jener
Koeffizienten iiberfliissig ist.

Nachdem die Gleichungen (83) gewonnen sind, ist nachtriiglich leicht einzusehen,
dub sie das Problem l6sen. Krstens niimlich stellen sie eine Fliche dar, da infolge der Glei-
chungen (79) und (82) unter dem Integralzeichen vollstindige Differentiale stehen. Zweitens
sind die Bedingungen

N\ (Sy‘ . 3z,\? (accl (Sy,)'“’ (azly
e i o : S0
(3(1) Tdga) Tda .E 55) T \ap) T \as
infolge der Gleichungen (79) identisch erfiillt, und drittens besteht nach (76) die
Gleichung:
oz, 9z, 3y, 3 dizgiosyes S S
i 3ﬁ+ad Y 30 38 = F = 2 Wa W - cosin” —5
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§ 10. Die Differentialgleichungen des Problems.

Die Gleichungen (83) liefern die allgemeine Losung der in (36) gegebenen partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung, wenn eine Losung W derselben bekannt ist; ins-
besondere kann der Ausdruck (83Db) als eine solche Losung gelten. Diese Funktion 2,
geniigt zuniichst der Gleichung, welche aus (36) entsteht, wenn man /' durch I'* ersetzt,
nimlich :

S 9z ( G )2 v 3z, 3%, dlg F™* glg F™* e 9, 0l I

. aa* 3f2 \Padf da 38 2a ag e 08 9
(84 :
g 0z gl N BsdmelghE (8 o lg
ap? 9a 3da Jda 38 Fnal dadf ’
wobei :
, it : Tt oW oW
(84 a) e — 2L cosin 5 (D—W) - 5.

gesetzt wird und @®—¥ mit F* durch die Gleichung zusammenhingt, welche aus (16)
durch die angegebenen Vertauschungen entsteht, nimlich:

3 3le R W, 3 , dlg R'W, o7 W'
e ¥ Ui =} = o , St L e — 2 ———
ga(cotg% ap ) + Y (cotg% 50 ) 50 3
Nun war aber nach (76) F* = F'; es geniigt also 2, auch der Gleichung, welche

aus (84) entsteht, wenn man F* durch F ersetzt. Ist folglich W eine partikulare
Losung der Gleichung (36), so ist die allgemeine Losung durch die Funktion
# =i ([BW.da — R Wgedp]
gegeben, sobald R und R’ der Gleichung (82) geniigen und durch die Gleichungen
(79) und (76) mit den Funktionen @, ¥, 1, u zusammenhingen.
Setzt man in (84):

32, o oz, L
— = {RW, 1 — _4R'W;,
da ¢ EW.., ap : -
so ergibt sich zwischen B und R' die Beziehung:

R.RyW,Ws + RRyW.. Wy + R.R Wgs W — Ry R.W, Wy

(84h) — RR.W;W.s — RyR'W, W3 — R.RW.W;Fy; — RE; W, W, F,
= FF,; 1—RR),
wenn zur Abkiirzung F' = lg F gesetit wird. Die Funktionen B und R’ sind also an

einander allein durch die Bedingung gebunden, daf in dem Ausdrucke fiir #, unter dem
Integralzeichen ein vollstiandiges Differential steht, d. h. durch die Gleichung (82), aukerdem
aber mit W durch die Gleichung (84b) verkettet, die eine Folge der ibrigen Gleichungen
sein mukR. »

Wir betrachten als Beispiel die Flichen, welche auf eine Ebene abwickelbar sind.
Da sie das Kriimmungsmag Null haben, ist nach (28): (4, u) = 0, also u eine Funktion
von /4, ferner nach (80) auch (@, ¥) = 0, also Y eine Funktion von @D, ferner
F = Const., also nach (36): -
(85) ' : Weo Wgg ' — Wig.= 0,

e e St
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ferner nach (19):

(86) W, W cosin® o' = Const. = C,

und durch Differentiation:

Wru.u. "/v'ﬂ + WA. 1/Va/)’ e

2 ( sin o'

—— .3 Bt (U/’,,,
i cosin ® w
(86 a) o't st o'
= : 2 (C sin o
" /'“' K 8 1’ a Vg = ERSUHE T i o va 3
Vs Wp A WoWos cosin? @' = O F
folglich :
(86 b) (w', W,) = 0 und (0, Wp) = 0,
d. h. W, und W} sind einzeln Funktionen von w':
(87) W, = v (), W = 4, (@),
(87 a) yi (@) w, = p' (o) wg .
Dies ist eine partielle Gleichung erster Ordnung fiir o', welche ergibt:
(88) ayi@) + v (@) = 7 (@),

wo 7 eine weitere willkiirliche Funktion bezeichnet und wo nach (86)
y (0" -, (@) - cosin® 0! = C.
Durch die Gleichungen (87) und (88) sind W und @' als Funktionen von «, S

definiert; A und w ergeben sich dann aus (15) und (15a), wobei die Beziehung A—u = 2 o’
zu beachten ist. Hs ist W bestimmt durch

W = {[v(@)da + v, (") df]

und hier steht wegen (87a) unter dem Integralzeichen ein vollstindiges Differential.
Fiir die Biegungsflichen haben wir nach (82) R und R' aus der Gleichung

(89) Rpy () + Riy, (@) 4+ (B+ R)vy' (o) wi = 0
zu bestimmen, was nach den Entwicklungen von § 9 geschehen kannj; dabei ist
(90) RR W,Wscosin? B = C = W,.Wycosin’ .

Hier sind wegen (83b) RW, und R'W; partielle Differentialquotienten einer Funk-
tion 2, und diese muk der Gleichung (84) geniigen, welche sich wegen I™ = Konst. auf
Paon [9nY
da® 3f* 2ad3B)

reduziert. Fiir B W, und R' W, bestehen also dieselben Gleichungen, wie oben unter (87)
fiir W, und Wj; d. h. diese Ausdriicke sind Funktionen einer Funktion W (die an Stelle
von o tritt); und folglich ist

(RW., R Wy = 0,
oder entwickelt:

RR! (W Ws) + W.R (R, Wy) + W; R (W, B) + W. W, (R, B) = 0.

Diese Gleichung aber ist fiir unseren Fall mit obiger Gleichung (84 b) identisch.
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Eine weitere Bigenschaft der Differentialgleichung (36) ist dadurch gegeben, daB sie
ungeiindert bleibt, wenn man a durch eine Funktion 4 von a und f durch eine Funktion
B von f und F (o, f) durch F (4, B) A'B' ersetzt, wie aus der geometrischen Bedeutung
hervorgeht.

Durch Aufstellung aller Biegungsflichen einer gegebenen Fliche ist auch die Losung
anderer Differentialgleichungen gegeben, auf die das Problem zurtickgefithrt werden kann.
Es gilt dies insbesondere von der Gleichung:

Pz 2 ax
il lo'ed o

{
ol
B Qe

=

auf welche Weingarten das Problem zuriickgefiihrt hat') und in der @', o die Krim-
mungsradien der gegebenen Fliche bezeichnen, wihrend %, v die Parameter von Kurven-
systemen sind, durch die das Quadrat des Linienelementes auf die Form

ds? = du® + 2pdudv + 2q do®

gebracht wird. Zur Einfuhrung dieser Parameter ist zuvor eine gewdhnliche Differential-
gleichung zu lésen, durch welche u, v auf a, § zuriickgefiithrt werden.

§ 11. Die Biegungsflichen der Ebene.

Um alle auf die Ebene abwickelbaren Flichen zu erhalten, gentigt es, von einer
solchen auszugehen. Wir withlen den geraden Kreiszylinder mit dem Radius @, darge-
stellt durch die Gleichungen

& = a cosin (a + B), y = asin (a1 6), 2 = ia(a—p) = W
92039z . ,A—u
2 2 f— Fy — e S i g,
ds? = 4a>dadf = 2T dadf 48(135005111 5 dadp.
Bei Anwendung der Formeln von § 5 hat man F,=a, also D—iqg(a—p) zu
setzen und:

tgl = —cotg (a+p) = tgu, cosinw = 1, Sinab =0, 5.=0,

= — a+p’—%,

und nach (44): :
T j‘[—asin(a—}—ﬁ) do — asin (a+ p)df],

y = [[—acosin(a+p)da —a cosin (a—+B)dp], 2= ia(a—Pp).

Da hier W5 = 0 und W, = — W; ist, so folgt aus (82):
2L ; 3R
(91) R =35 e
wenn 2 eine reelle Funktion von o und B bezeichnet, also aus (81)
cosin o' cosin A .
Nl —cosin == o
5 Ve o

1) Comptes rendus t. CXIIL, 1891; vgl. Darboux, a. a. O T4 p 808 i
Abh. d. math.-phys. K. XXIX, 3. Abh. 5
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Hierdurch ist @ — ¥ =28 bestimmt, und die Gleichungen (79) werden:

e e - 13lg 2, :
7, = — 55 cotg B, e S T
e 1 alg Q
(ﬁa = ? 43(1— COtg DI s (])’,; = z" ”'8/3“' COtg %‘ §

In der Gleichung (84b) wird infolge von (91):

'-Qruf, ‘Ql/}/’;’ TR 'Q(ff) e 0,

in Ubereinstimmung mit (85). Da hier o' =0 ist, so ergibt sich aus (90):
(92) Q, Q4 cosin? W' = C;
es konnen folglich dieselben Betrachtungen Platz greifen, wie oben im Anschlusse an

Gleichung (86); d. h. ersetzt man in (86a) W durch £, w' durch W', so ergibt sich,
dat Q, und 24 Funktionen von 9B sind,

(93) 0 = [ [y @) da + v, (B) df],
wobel

w (LY - p, (W) cosin? W' = 2 a?,
a i (B + B (B) = 7 (B,

wenn v und y willkiirliche Funktionen bezeichnen. Damit sind die in § 10 aufgestellten
(leichungen wieder gewonnen. Dort wurden sie erhalten, indem wir von der Forderung
eines: verschwindenden KrimmungsmaBes ausgingen. Jetzt ergeben sie sich als Folge
unserer allgemeinen Losung des Problems, die Biegungsflichen einer gegebenen Fliche

(93 a)

(hier des geraden Kreiszylinders) anzugeben; aber sie ‘erscheinen doch als ein Ausnahme-
fall dieser allgemeinen Formeln. Nach letzteren nimlich sind R und R’ allein an die
Gleichung (82) gebunden, und diese ergibt hier das in (91) gegebene Resultat; aber im
Falle des Kreiszylinders bleibt 2 nicht willkiirlich, sondern infolge von (92) sind £, und
s Funktionen einer Funktion ¥8' von o und B, und dies bedingt die weitere Hinschrin-
kung der Funktion £, wie sie in (93) und (93a) erhalten wurde. Diese Ausnahme
kann offenbar auch nur dann eintreten, wenn die Fundamentalgrofe F gleich
einer Konstanten ist.

Als Beispiel nehmen wir die Fliche der Tangenten der gemeinen Schraubenlinie
auf dem Zylinder mit Radius @, dargestellt durch die Gleichungen:

% = @cosin@ — ¥sing-siny, y = asing -+ rcosing-siny,
2 = a-q@-cotgy + rcosiny,
also
G — ( S do dr\g 4 72sin?y dg?
. e A sin®y dg
— [(d+ Br)de + dr] [(4—Br)de + drl,
wenn
P b= sin gy,

sin y’
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Wir setzen:
ar

=B V2 dp = do

V2 da = do + -
V2a =g+ 3 lg(d+Bn, e o A 9 —2:1g (4—B7),
V2 (@—p) = 3 Ig (4+Br) (4—Bn),
ds® = 2 (L—Br?) dadf — 2V PP dadf — dao' dp’,
wenn: V2 Ba = lg (V2 Ba"), V2B = —1g (V2 Bp'), und hieraus:
a' 1. A+ Br

22 .2 9 2 2 1 x
I)"i" = A2 — ZB‘ O!l[}” ’ 2 Q- == B ]g *ﬁ" —l‘ ‘——E 1g Z—]}’}‘ :

s wird so, wenn wieder a, f statt o', p' geschrieben wird:

Briitel o + - Ly cotg y - cosin it
. By T XA B A—Br) 3a'] G ° il
1 ¢ i 2 A ¢ : ar
_ = coto v _— fo ) y | —
Ba' cotg ) A B2z cotg ) - cosin. ¥ 2a'’
22 —1 2 A : ar
5/37 .= B cotg y (Az;w]j’”br‘é cotg y -+ cosin y) 2p

Nun sollten Q,, Qs Funktionen einer Funktion von a und f sein; in der Tat wird,
wenn man lga' =a, lgp' =0 setzt:
aa
wie es sein sollte. Ks ist nur zu beachten, daf aus den Gleichungen (86b) allgemein
hitte geschlossen werden konnen:

W, — w4, W = v, (o) - B,

wo A und B Funktionen bezw. von a und B bedeuten. Es braucht dies aber kaum be-
tont zu werden, da das Einfihren dieser Funktionen an der geometrischen Bedeutung
nichts andert. Die Funktion @ — ¥ hat man aus der Gleichung:

3z 22 Dralfn

— — cosin? —
2a' 3 2

- 0% ;
= 0, = Funktion von e%+?, 35 = (J = Funktion von e%+?,

1

zu berechnen, und sodann @, ¥ aus (79) durch Quadraturen zu bestimmen.

5*

S ——




§ 12. Die Biegungsflachen der Minimalfldchen.

Fiir die (durch die Bedingung R, + R, = O charakterisierten) Minimalflichen findet
man aus (27): W, = 0. Nach (15) und (15a) ist jetzt 4 eine Funktion von a allein,
u eine Funktion von f allein; man kann also setzen:

(94) e | == 20, .

wo A und B bezw. Funktionen allein von o und allein von 8 bezeichnen. Die Formeln (17)
geben dann:

& if[cosin %2a - A'da — cosin2p - B’ clﬁ],
(95)
y=ij[sinZa-A‘da——sinQﬂ-B"d/)’j}, s ik

Man leitet hieraus leicht die bekannten Enneper’schen Formeln ab, die auch
Weierstrass aufgestellt hat.

Die Differentialgleichung (82) wird hier:

KR b = o o S04
A4 9/34—_73 =0 oder: - =
also:
__aP(oz,ﬁ) e Ty qf(aﬁ) L ;
(96) R = ___a,v(l_. % A T PA’ R = — 3 /f)) B S St PB:

wenn P (a, f) eine willkiirliche Funktion von a, f bezeichnet, also nach (81):

cosin ' = ecosin i (P—P) = cosin (a—f)

V —PiPp
sodann aus (79), da 1y = 0, m, = 0 ist:
D . ek
e =" f g, o0 8 L gy
9f V P4Pp—+ cosin?(a—f)

Sl dlog Py cosin (a— fB)
g bsiiika ettt e : - da,
97) Zf[ o ] V P4 Pg + cosin® (a—p) ¥
9
YI - i failgiPn GOSin (a#ﬂ) K , da
da V P,Pp+ cosin? (a—p)

L ?,f[2 tg (a—p) — Q%ﬁff] e Doy ooy

V P4 P5 + cosin®(a—p)
Die Koordinaten der Punkte der allgemeinsten Biegungsfliche der Minimalfliche (95)
sind dodann nach (83):
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s f Zf-cosin(ﬁ-da——zg-cosm l—p‘dﬂ]’

S d el 5 gL
(98) Ui = f 3(_1 'bln(ﬁ-da——ﬁsm T-dﬁ],
Rk
"1"Jhaa da ﬁdﬁ]

wo @ und ¥ durch (97) definiert sind; dabei bedeutet P eine rein imaginire Funktion
von ¢ und B. Wihlt man insbesondere, wenn ¢ eine Konstante bezeichnet,

P e alson Bin—df s B =—— ¢ it

so ergeben sich die Bonnet’'schen Biegungsfliichen der Minimalfliche (95), die selbst
wieder Minimalflichen sind, in der bekannten Form:

K
I

n i f[e”-cosin2a-A'da — e *cosin2p- B' df],
y, = i [[e*sin2a-Ad'da —e~*sin2p. B df],
e ‘f[ei” A' da + e~ B' df],
indem hier @ und ¥ aus den in (97) an dritter Stelle angegebenen Integralen zu be-
rechnen sind.

Wihlt man z. B. W = —ia (a—p), wo a eine Konstante bedeutet, so geben
die Gleichungen (95): ;

# = a [cosin 2a da + cosin2f df] = — a - cosin(af) cosin (a—p),

y = af[sin2a da + sin 2 dp] = a sin (a4 p) cosin (a—p),

2 = —ia(a—p).
Bs ist dies eine Rotationsfliche, bei der in den Formeln (38b) I, (a— ) = a cosin (a—p)
gesetzt ist, wenn man noch # mit — x vertauscht, und folcrhch @' = —ia; die Gleichung

der Meridiankurven ist

22 + y? = a?® cosin? (a —f)

also: 7 = g (6“ —i—e.a):

die Rotationsfliche der Kettenlinie. Die allgemeinsten Biegungsflichen des
Katenoids sind daher durch die Gleichungen (98) dargestellt, wenn man in (97)
A durch —iaa, B durch iaf ersetzt.

Die Biegungsflichen des Katenoids sind bekanntlich die Evolutenflichen der Flichen

konstanter mittlerer Kriimmung und der Flichen von negativem konstantem Kriimmungs-
maBe (vgl. § 13).




1
Gl SR TR . RS i LPOR. L LR LR P s ko e e

38

§ 13. Die Biegungsflichen der Kugel.

Hier ist nach (52), 4= gMZﬂ, o :; —2a, W = itg(e—p). Die Diffe~
rentialgleichung (82) wird:

2R oR

- - tg (a—p) = 0,

also wenn R = G (a,f) beliebig gegeben ist:
R : ;
T 2R tge—p = G—26 t8—hH
woraus R' durch Quadratur bestimmt wird. Um symmetrisch zu verfahren, und um so-
gleich R' zu R konjugiert zu finden, geht man von (82b) aus; man hat

R=U=+iV; RBi=U-<iV

zu setzen; dann ergibt sich:

sl el 3l e 5
5p. . Pa nel (aﬁ W a72> el e

Hieraus bestimmt sich U, wenn ¥V beliebig gegeben ist, oder umgekehrt. Nimmt man

2. B. V=0, so kann U gleich einer Funktion f (a—f) von dem einen Argumente a—pf

werden; und f bestimmt sich durch die Bedingung:

fila—=p) 7 itg 0-—=p) =0,

also f = O cosin (a—f), wo C eine Konstante bezeichnet. W#hlt man U = 0, so bleibt
nur die Bedingung V., + Vz =0, d. h. ¥ kann eine beliebige Funktion f (a—p) werden.

Die schon in § 6 behandelten Rotationsflichen konstanter Kriimmung erhalten wir
nach der allgemeinen Methode des § 9 in folgender Weise: Die Kugel mit Radius 1 sei
durch die Gleichungen (51), d. h.

_ cosin(a+) L
~ cosin(a—p)’ Y = Cosin -0 z = itg(a—p)

dargestellt, so daf: &::%——2,6, M:%—Qa, o = .

eine Konstante, und setzt man

(A— p) = a—f. Bedeutet a

ro|

W=y v = a—p,

- . cosin % Snnw . e dv
== —— T =
: cosin v’ 4 cosin v’

und es soll sein:
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2z cOSIN % - Sin ¥ — @ + sin % - cosin v : 2z : i
e B = = Rcosin - — = Rcosin @ ————,
da cosin? v 2a cosin % v
=Y @ - cosin % - cosin v -+ sin % - Sin v : 2z : )
Gl e — = RBsin ®- — = Rsin D - —
da cosin ? v da cosin? v
a 2. i gy e o s e SR PR T . aZ 1
= Va*+ (1—aP)sin’o =4 R ==l e
da cosin“ v Ja cosin “ v
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt:
a-+ tou-tow - :
(94) g @ =-— = — 2, — R? —a? 4 (1 —a?) cosin? v,
tgv—atgu
(=) te ]
und letzterer Wert stimmt mit der dritten Gleichung iiberein, so daf
R=—iVa@+(1—ad)cosin?v, R' =i} a*+(1—a®)cosin®v, 2°=a®-+(1—a?)cosin?v.

Es ist jetzt W' = L (@ —7) aus der Gleichung (82), d. h.

V a? 4+ (1—a?) cosin? v - cosin W' = cosin (a— ) = cosin v
zu berechnen, und es ergibt sich

cotg W' = i cotg v .

Ferner findet man aus der ersten Gleichung (94) durch Differentiation:

a?—1 cosin? v
gba G A T 3 9 v .
@ o>+ (1—a*)sin?ve
Nach den allgemeinen Formeln (79) soll man haben, (da 4. = 0):
dlg R
D, = —2— . cotg !
da = :

und beide Resultate stimmen in der Tat vollkommen iiberein.

Die Bestimmung aller Flichen konstanter Kriimmung fithrt man bekanntlich sonst

auf die Differentialgleichung
2 5

(94 a) = —ai H = sin @
du” ov*
zuriick, wo u, v die Parameter der Kriimmungslinien bedeuten. Um die Koordinaten der
Flichenpunkte zu finden, hat man dann noch ein System von gewthnlichen Differential-
gleichungen zu integrieren. Es hingen dann E und G einfach von w ab und es ist
F = 0. Jenes System liefert zuniichst die Richtungscosinus der Normalen und aus ihnen
findet man z, ¥, # durch Quadraturen. Die Integration der Gleichung (94a) hitte nun
so zu erfolgen, daf man zuerst die Differentialgleichung der Kriimmungskurven auf der
Fliche (83) lost und dann E, G durch w, v ausdriickt.

Auf die Gleichung (94a) fihrt man nach Enneper?) auch die Bestimmung derjenigen
Fliichen zurtick, die sich so biegen lassen, daf Kriimmungslinien in Krtimmungslinien iibergehen.

1) Math. Annalen, Bd. 2, 1870; vgl. auch Bonnet, Journal de I'Ecole polytechnique, cah. 42 und
Adam, Bulletin de la Société mathématique, t. 23, S. 195.
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§ 14. Unendlich kleine Verbiegungen.

Die in § 9 gegebene allgemeine Losung des Problems der Biegung gibt auch von
selbst die Losung des Problems der unendlich kleinen Biegungen einer Fliche. Zu dem
Zwecke haben wir zu setzen:

1:x+8§7 91:J+877a ZIIZ+EC’

P=A4+:e4, V=p+:eM, R=i+¢Q, Rl=—i+e@Q,
und erhalten dann an Stelle der obigen mit gleichen Nummern bezeichneten (leichungen :
(76%) A—M = i (@'—Q) ootg “ S,

A—M o ;
3 & - e :
Mo-tg o'+ =5 hn? o P i
A—M o e
kA s SR el e n
e e e 2 cosin: 0 L Qs
x/l—‘ M )\-(/ .
i i s Ol w0 )
4a - tg o + 2 cosin? w' t Qo
A g M )»G .
. to i e L e S S 2 S i B e PN
L 2 cosin ? o' v s
(82%) W. Qs+ We@l+ Wep(@+ @) = 0.

Die Funktionen ¢ und @' sind also an dieselbe Bedingung gebunden, wie oben
die Funktionen R und R'. Aus ihnen findet man A—M und dann aus (79%) durch
Quadraturen die Funktionen A und M. So ergibt sich

& = ([(€ cosin A—i A -sin 1) Woda + (Q' cosin  + i M sin u) Wedp],
(95) n = ([(€sinid+¢ A - cosin 2) W, da -+ (@' sin o — ¢ M cosin u) Wedp],
¢ = if[(Q Wada— @ Wsdf].

Sind p und g die Parameter der Haupttangentenkurven, so wird das Problem sonst
guriickgefithrt auf eine Differentialgleichung der Form?®):

RNC)

(96) a[*)*aq = k- ()] .

wo & eine bekannte Funktion von p, ¢ bedeutet, welche gich aus der Gleichung
»?VK : e
T T &+HVEK

bestimmt, wenn f die betr. Fundamentalgrofe des sphiirischen Bildes der gegebenen Fliche
bezeichnet und K durch die Relation

SOCl 9yl L OERE R

o7 30 T 9pag T apag o
bestimmt wird. Auch die allgemeine Losung der Gleichung (96) ist durch die vorstehenden
Entwicklungen auf Quadraturen zurtickgefiihrt, sobald die Differentialgleichung der Minimal-
kurven integriert ist.

1) Vgl. Darboux, Théorie générale des surfaces, tom. IV, 8. 19 ff, sowie eine Abhandlung des Ver-
fassers, die am 2. Juli der bayer. Akademie mitgeteilt wurde und in den Sitzungsberichten erscheinen wird.
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§ 15. Die Weingarten’schen Flédchen.
Als Weingarten’sche Flichen bezeichne ich diejenigen, zwischen deren Kriimmungs-
radien o, o' eine Relation besteht. Stellt man diese mit Weingarten in der Form
o — Gk, ol = Ok) — k- 6 (k)

dar, so wird bekanntlich das Quadrat des Linienelementes der einen Schale der Kriimmungs-
zentra-Fliche in der Form

dsi— O (R dbk | k2 d o

erhalten, und diese Form entspricht nach (38 a) der Rotationsfliche

97) Z = 7 cosin ¢, 9 — FiSIn g ()
wenn b—r, L Efun = Ol):

gemacht wird. Alle zugehorigen Evolutenflichen sind so auf eine durch die Funktion
© (k) oder f(r) bestimmte Rotationsfliche abwickelbar. Umgekehrt werden alle Wein-
sarten’schen Flichen aus den Biegungsflichen der Rotationsflichen als Evolventenflichen
in bekannter Weise erhalten.

Sind » und » die Parameter der Krtimmungslinien einer Weingarten’schen Fliche,
so muf die partielle Gleichung zweiter Ordnung

3 (LO" 3k 3 (O 1
98 e he B Rt ol
L du ( 0'*? 8‘24) . v \ A2 av> ko

integriert werden, um % als Funktion von % und v zu bestimmen; und dann ergeben sich
die Koordinaten der Punkte der Weingarten'schen Fliche durch Quadraturen.

Da man nach § 9 alle Biegungsflichen der Fliche (97) kennt, so ist auch die Inte-
gration der Gleichung (98) auf Quadraturen zuriickgefiihrt, sobald man noch #, v durch
a, B ausgedriickt hat. Die geodiitische Linie ¢ = Const. der benutzten Biegungsfliche
gibt dabei direkt eine Krimmungslinie der abgeleiteten Evolventenfliche; die andere
Kriimmungslinie wird durch die andere Schale der Evolutenfliiche geliefert.

Tiir Rotationsfliichen ist in (82b) nach § 5 die Funktion W durch die Funktion
& (a—f) zu ersetzen, die wir hier (um eine Verwechslung mit der in § 9 gebrauchten
Funktion @ zu vermeiden) y (e — f) nennen wollen. So erhalten wir aus (82b)

¥ (o= 0p—Uu—i (Ve V)l —2 Uy a8 = U5
oder, wenn wir die neuen Variabeln

Wo— 0 10— d P

einfithren:

2U . 3V iy
—2-)71)—,‘-%——1’1]—)6——0’

also, wenn U willkiirlich gegeben wird:

o (oo
V—f(@U e = du,

Abh. d. math.-phys. K1. XXIX, 8. Abh. 6
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oder, da x* eine Funktion von allein ist, wenn U = § Udw gesetzt wird:

g g o Sl e - on . gl g
V—“lx‘ Pees Amaioly %,u, ’R_E‘d—i—”'ﬁ_k}"u‘
Es wird also: 2, = j‘[R;(‘ do 4+ R'y' dp]

e ,lglil__‘ﬂtail_nu (‘?ll ,.“311 i o
——J'KAM iyl e gt U ae o+ o se iy g ey A8
oder, wenn man du und dv einfithrt:

2y /("fg;lj du + fx‘ %1—?)1 dv — éfz“ll dv
und durch partielle Integration:
b zufx' (i0) - aa% dv,
wo nun 1 eine willkiirliche reelle Funktion von o, B bezeichnet.

Das Rotationsparaboloid wird durch die Gleichungen
x = 2py (a—p) cosin (a+p), y = 2p-p(a—p)sin (a+p5),
2 = 2py (a—p)?
dargestellt, wo die Funktion v so zu bestimmen ist, daB die Gleichung
Flt F2 4 &2 =0

erfillt wird fir F,=2py, @®=2p y?; so ergibt sich:

1 Il 1 )
l/) ((L——‘g) -——— é tg 19” und a-—ﬂ == 2 L%éi;fj e f2 lg (tﬂ' ‘) 2
Fiir die auf diese Fliche abwickelbaren Flichen scheinen sich keine einfacheren
Resultate zu ergeben; zur Ableitung der von Darboux entdeckten geometrischen Higen-
schaften dieser von Weingarten zuerst behandelten Flichen scheinen die Minimalkurven

kein geeignetes Hilfsmittel zu geben.

Zusitze: S.9. Die Gleichung (27) soll lauten:
W 1 2D  —2iWals _ 2iWepa —2i W
R SRR

T iR o o e W

Die Gleichung (25) ld6t sich auch schreiben: Wjzigdp® — W, A, do? = 0. Von den
drei Tangentenpaaren der Kurven (25), (26) und der Kurven dp? —da® = 0 ist also
jedes zu den beiden anderen harmonisch; vergl. Scheffers, Einfithrung in die Theorie
der Flichen, Leipzig 1905, S. 215 f.

S.23 Z.7 v. o. lies Q-Kf‘ statt an.
2a 2a

S92 5y 0 ., oFB . 0F0
S. 28 ist die Nummer (8la) zu streichen.




