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EINLEITUNG:

Die Theorie der Bewegung derjenigen Kérper des Sonnensystems, deren mittlere Be-
wegung sehr nahe in einem niedrigzahligen Verhaltnis zu der des groBen Planeten Jupiter
als hauptsichlich storendem Kérper steht, hat seit der Entdeckung des typischsten Ver-
treters, des Planeten 108 Hecuba im Jahre 1869, bei der Schwierigkeit der mathematischen
Behandlung des Problems bis heute eine fast ununterbrochene Anregung zur Untersuchung
dieser und analoger fiir die Mechanik des Himmels so wertvoller Spezialfalle des Drei-
korperproblems geboten. Grade der Hecubafall hat die bedeutendsten Theoretiker der
Neuzeit, Gyldén und Poincaré, zu ihren wertvollsten Untersuchungen angeregt und
insbesondere die Frage nach den strengen Lésungen des Problems wachgerufen; durch die
Arbeiten Poincarés iiber die Fille der niedrigzahligen Kommensurabilititen ist durch
die Auffindung der periodischen Lésungen ecine ganz neue Epoche der Mechanik des Him-
mels heraufgefithrt worden. Eine Reihe wertvollster strenger Ergebnisse, von der Theorie
der periodischen Losungen ausgehend, ist von den Schiilern Poincarés erzielt worden,
insbesondere von Simonin in seiner Untersuchung ,,Sur 'orbite d’Hécube* (Annales de
I’Observatoire de Nice, Bd. 6), worauf ich sogleich noch auSfiihrlich zurackkommen mul.

Praktisch bietet grade das Sonnensystem eine mannigfache Zahl und Gelegenheit zur
Behandlung besonders schwieriger Bewegungsvorgénge, sowohl bei den grofien Planeten
wie bei den Planectoiden und den Satelliten der groBen Planeten, weil eine tiberraschend
groBe Zahl nahezu kommensurabler Bewegungen vorhanden ist, bis zu dem neuen grofen
Planeten Pluto in Beziehung zu Uranus und Neptun, worauf ich als einen besonders inter-
essanten, zugleich aber sehr schwierigen Fall einer sogar dreifachen Kommensurabilitat
in den Astr. Nachr., Bd. 240 (1930) in den ,,Bemerkungen iiber den transneptunischen
Planeten Pluto‘‘ aufmerksam gemacht habe. Denn in diesem Falle verhalten sich die mitt-
leren Bewegungen sehr nahe wie 1:%/,:1/3. Unter den Planetoiden ist neuerdings als nun-
mehr typischster Vertreter der Hecubagruppe mit dem Verhiltnis 2:1 der mittleren Be-
wegung zu der des Jupiter der Planet 1101, Clematis entdeckt worden, dessen oskulierende
mittlere Bewegung 7 = 602”2, so daB die kritische Differenz der mittleren Bewegungen
n—2n' = - 3"/ g betrigt, wihrend bei Hecuba die entsprechende GréBe den Betrag von
+ 19”70 erreicht. Dazwischen liegt eine groBe Zahl kritischer Planeten, ebenso wie nach
der negativen Seite hin.

Gegeniiber den fritheren meist komplizierten Untersuchungen nach Gyldéns Methoden
z. B. durch Harzer in seiner berthmten Abhandlung ,,Uber einen speziellen Fall des Pro-
blems der drei Kérper!‘ aus dem Jahre 1886 in den ,,Mémoires de I’Académie impériale de
St. Pétersbourg** hat in neuerer Zeit Simonin in dem 6. Bande der ,,Annales de Nice*
(s. oben) im Anschluf an Poincarés Theorie der periodischen Lésungen eine periodische
Bahn als Generatrix angegeben und die Variation dieser Bahn auch mit den Beobachtungen
verglichen, wobei die Differenzen zwischen Beobachtung und Theorie wéhrend des Ver-
gleichszeitraums von 1869—94 sich auf 4 4’ belaufen. Ich habe aber schon friiher in
meiner Schrift in den Astr. Nachr. Bd. 195, Nr. 4676 ,,Uber die praktische Verwendung
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. der Poincaréschen periodischen Bahnen im Sonnensystem‘‘ auf einen theoretischen Mangel
I der Simoninschen Methode hingewiesen ; es wurde namlich die Jupitersexzentrizitat nicht
; gleichzeitig mit der des Planeten trotz der storungstheoretischen Gleichwertigkeit beider in
’ allen Typen, bei denen das Verhiltnis der mittleren Bewegungen nahe gleich (Z 4 1):2 1St
in der Stérungsfunktion der Generatrix beriicksichtigt, sondern erst in der Variation der-
E , selben. Da bei diesen Typen die kritischen Glieder der Stérungsfunktion in den Exzentri-
|

-zi zititen ¢ wie ¢ linear sind, wird deshalb nach Simonins Verfahren besonders die Lingen-
K storung aus einer Generatrix gewonnen, die von vorneweg um ein gleichberechtigtes Glied
“ in ¢’ reduziert ist, so daB die Substitution der aus der Generatrix erlangten Langenstérung
in die Variationsgleichungen zu einer theoretisch wie praktisch-numerisch nicht einwand-
“! freien Losung fithren kann. Simonin war zu seinem Verfahren gezwungen, weil bei &'
{ » == o die von ihm als Generatrix gewihlte periodische Ausgangslésung einer rotierenden
% Ellipse mit Jupiter und dem Planeten im Perihel, sobald die Kérper in Konjunktion sind,
o nicht mehr existiert; bei einer bei ¢’ & o angenommenen generierenden Ellipse mit fest-
liegendem Perihel beider Planeten ist andererseits beim Hecubatyp die zugehorige Ex-
m, zentrizitit der periodischen Bahn nahezu 0.9, was wiederum fiir die Praxis unbrauchbar
A : ist. Daraus folgt also, dal im Falle des Hecubatyps praktisch cine strengperiodische L&-
sung als Generatrix der Variation prinzipiell und strenge nicht anwendbar ist. Deshalb

* habe ich schon damals in meiner oben zitierten Arbeit cinen Weg angedeutet, der die

Kalamitit bei der Simoninschen Lésung vermeidet. Auch vom Standpunkt der Praxis
diirfte es nunmehr geboten sein, diesen Weg zu beschreiten, zumal nachdem der zur Zeit
am stirksten kritische Planet 1101 Clematis entdeckt worden ist; auch mit Riicksicht auf
die Spezialfalle des Hecubaproblems, zu dem seit einigen Jahren auf der Miinchener
Sternwarte (s. die Jahresberichte der Miinchener Sternwarte in der Vierteljahrsschrift
S der Astron. Gesellschaft seit 1926) umfangreiche systematische numerische Quadraturen
ausgefiithrt worden sind, ist zur nunmehrigen theoretischen Diskussion der Ergebnisse
der neue Weg mit der unten folgenden Theorie einzuschlagen.

Der Verzicht auf eine periodische Lésung als Generatrix erscheint beim Hecubatypus
o geboten, und Poincaré selbst hat in ciner damals 1907 mit mir wegen der Simoninschen
Losung gefithrten Korrespondenz eine Erweiterung der Losung aus den obengenannten

prinzipiellen Griinden anerkannt, und zwar in der folgenden Richtung, die ich in meiner

’ obengenannten Arbeit {iber periodische Losungen auf S. 386 angegeben habe.

K Beriicksichtigt man in der Stérungsfunktion im Falle derjenigen Plancten, deren mittlere
Bewegungen sich zu der des Jupiter allgemein nahe wie zwei aufeinanderfolgende Zahlen
(Z + 1):7 verhalten, neben den Sikulargliedern nur die aus dieser gendherten Kommen-
’ surabilitit entspringenden kritischen Glieder mit den Argumenten

¢ =il—GE+1)I'+o

@ TSRS

: wo Z, I die mittleren, @ und & die Perihellingen, und nach deren linear kombinierten

W | Vielfachen 4 = a{ +BY (am-p=0+41,+2.. ) die Stérungsfunktion, wie aus ihren

1 allgemeinen Eigenschaften leicht zu ersechen ist (s. unten) fortschreitet, so wird, wenn
noch Q, den allgemeinen von vorneweg mitberiicksichtigten Sékularteil bezeichnet:




(2) Q — QO + Ea,/’)’ Qa,/’f COS (OCZ + BC’)J

wo Q, und Q, s bekannte Funktionen der groBen Halbachsen @ und & sowie der Ex-
zentrizititen ¢ und ¢ des gestérten resp. stérenden Kérpers sind. Simonin gibt nun
in seiner Generatrix, also bei ¢ = o, also bei Nichtvorkommen von ¢ in Q dem kritischen
Langengliede nach dem Vorgange von Delaunay die Form: £ = oY 2 7 sin aly,
wo &, = 2, + 2,7 und z,und 2, Konstanten und # die Zeit fixieren. Nimmt man aber
¢ == 0 an, so daBl neben dem Argument ¢ auch ¢ und die linearen Verbindungen von ¢
und ¢ zum Vorschein kommen, so gebe ich der entsprechend erweiterten Lésung die
auf 2 Argumente erweiterte Form:

@ [: =Co+z\~‘22a/~; sin (a8 4 BT C0:30+31't]
3 1 ’ ’ v ’ : ’ 2 WO 4 ’ ’ ’
€ =G+ 222, sin («%+BE) W
und g, und z; 2 Integrationskonstanten, dagegen 2, und g; und die Koeffizienten Z
n* Z, z zu ermittelnde Unbekannte sind.
Analog lauten die Lésungen der Differentialgleichungen fiir die halbe groBe Achse a
und die Exzentrizitit e:

a,f

a=ay+ayX2A4,; cos (@l + BL)
e—¢ | 22F, . cos(al, POl

[
(5) 1
WO @, und ¢, zwei weitere Integrationskonstanten und der Faktor 2, wie auch schon oben,
hinzugefiigt worden ist, um mit Riicksicht auf die spateren Produktionsbildungen von
Fourierreihen einen Faktor 14 zu vermeiden. Poincaré vertrat in der genannten Korre-
spondenz mit mir die Auffassung, daB die von mir vorgeschlagene Methode, die einem
erweiterten Delaunay-Verfahren entspricht, cine umfangreiche Arbeit verursachen wiirde.

Das war und ist auch meine Ansicht, aber gegentber der oben formulierten prinzipiellen
Forderung nach einer gleichwertigen Behandlung der Exzentrizititen ¢ und e’ ist eine Er-
weiterung des Formelsystems nicht zu vermeiden; zugleich ist aber der Versuch einer Uber-
tragung allgemeiner Delaunay-Reihen von der Mondtheorie auf das Planetensystem
von theoretischer wie praktischer Bedeutung, zumal nunmehr seit der Simon inschen Be-
arbeitung eine grole Zahl neuer nahezu kommensurabler Planeten vom Hecubatypus ent-
deckt worden ist.
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§ 1. Die Diiferentialgleichungen und die Entwicklung der Storungsfunktion.

Die Behandlung des Problems soll in 2 Teile zerlegt werden, insofern zuerst das ebene
Problem, also unter Vernachlassigung der gegenseitigen Neigungen der Bahnebenen von
gestértem und ungestortem Korper, untersucht werden soll. Die Beriicksichtigung der
Neigungen soll unabhéngig nach einer Methode erfolgen, die ich in den Sitzungsberichten
der PreuB. Akademie der Wissenschaften, Berlin 1gos, S. 1062 u. f. in der Schrift ,,Zur
Erweiterung eines Problems der Sikularstérungen'‘ und ferner in den Astron. Nachr. 1911,
Bd. 188, Nr. 4491 in der Schrift ,,Uber die langperiodischen Veranderungen der Bahn-
form und Bahnlage der kritischen Planeten® auseinandergesetzt habe.

Die Basis fiir die Entwicklungen des Problems nach Delaun ay-Reihen sollen die
Differentialgleichungen der Variation der Konstanten bilden, bezogen auf die groBe Halb-
achse @, die Exzentrizitit e, die mittlere Lange der Epoche € und die Perihellinge o fiir
Hecuba, wihrend die entsprechenden Elemente fiir den Jupiter gestrichelt sind; dann ist

bekanntlich im ebenen Problem:

da o L g 2 0Q _ 1—Vi—20Q ]

T e T = S feas 2 = L

dt nade’ dadt na aa+l 1 F na®-e Oe

(6) - = e .
W Va0V nan Vi—a 00
g nat-e 0% S A ). natee de

Ich habe diese Gleichungen als Ausgangsform der Lésung gewihlt, weil die entsprechende
Entwicklung der Stérungsfunktion Q von Le Verrier fertig entwickelt in den ,,Annales
de 1’Observatoire de Paris‘ vorliegt. Die Stsrungsfunktion Q besteht aus den folgenden
sikularen und kritischen Gliedern, und zwar bis zu den Gliedern 4. Grades der Exzentri-
sitaten einschlieBlich, damit die rechten Seiten der Differentialgleichungen vollstindig ein-
heitlich bis zum 2. Grade der Exzentrizititen cinschlieBlich entwickelt werden kénnen.
Unter Benutzung der Le Verrierschen Darstellung im 10. Bande der ,,Annales de I’Ob-
servatoire de Paris‘‘ ergibt sich dann die folgende Entwicklung der Stérungsfunktion:

G = [ Foty (2 4 &%) —Fyecost 1 Faetcos2l+ Fue cos{—Fyed cos@ +C)

D e con(L—-C) + Iy 00 L E.AfcosTH Foed?cosC + F e’ cosC
EE Vel Py e2d cos (20 —C) + Fus G/ cosll 2l B o e gt
e a0 0+ Feedlenl@ 28+ Fur eBcos 30+ Fge* + Fuo o
2 F Pl cos(l- Ut Py 2 cos ((—U) + Fyyee’ cos (2¢—20)+ Fage*cos2C
T e e & e cos(C+T)+ faed cos (LH0)+ Foe v cos 20

4 Fodccos3l—C)F Fy ed?® cos (—3¢) + Fage cos 4+ Fyetd cos (30 +C)

4 Bt fcos(2b+20) 4 Fggee®cos(C+ 30
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unter Weglassung der in ¢* multiplizierten Glieder, weil sie bei der festgesetzten Be-
schrinkung der rechten Seiten der Differentialgleichungen bei der Differentiation von Q
fortfallen, ebenso wie Fy; und F;;. Die nur von den groBen Halbachsen abhingigen
Koeffizienten #; haben die folgende Bedeutung, wobei die A die Laplaceschen Tran-
szendenten sind:

® Fo=2d Fi=_ (44, Fi=_@4A+4)

N |-

By —t@atrai+ay, B34 +at—st)

3

N

1 : . 1
s =gl d tagdited), F—_@'—4i—4)
1 2 b g 1 o g 2
£ =Z(19A“7Af+/15), Fy=g(144s+ 2.5 47 —6 45— 3 43
Fy = ; (64 A% 4647 —16 A2 —6 A2 und bei analoger Form:

1

Fm:—g(m12Al—[—4 +14 46 +8£§)
1 . a
Fn:»g-(——mA 20909 T3 +12g“é)
1
F12:”8“<‘_52-5A3*_9-5 k7 k3 g
1 0
F13=§<0'A = .
1 5
B s C 134 465 = D )
1 5
By JE i Bl R s )
ik
g (- gi6d E % 3 )
ik
& & 8 tu L ) FlSZT%(Ag_I—A‘(D
Fro=g (L + 7 43+ 12 43+ 6 4
1
Fap=—g@A;+94;+64)

Fg]_:;*(A(l)'—*l eyl L "“15 —6 )

Fzzz%(ﬂﬁ—l +1 44 +2 )

Miinchen Ak. Abh. 1935 (Wilkens) 2
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1
Fzg:—{6—'(——1982/3144—702/3 8 L6 L4 )

1
Fg,lz;é(—1408f_l“—390 L5 6o H12 )

1
2 (A 8 54 s L2 )
Fw:fl—lé @Goad 270 — 78 —66 —1i3

By — 115 ¢ 3044 60 tas +teo 1z )

1 b5
T — = (b d 168%, . -2 —is 4 )
1 a
F29:1—6(+471/3A1—~42/3 . "‘422/3}?2)
L 2570 5 032
F30—16(-I— . i - 18 i3 L1 )
1 : 2
Tn = (— 36404 — -393 =340 54 4 )

- i 3
]132:—'175"(_# g757 A%+ 2131 + 541 +8 46 )
1 12010

L st ﬁ =
6 A 382 58 4 )

2 3

DaB die kritischen Argumente der trigonometrischen Funktionen nur aus den Summen
der Vielfachen von £ =/ —2/ + ound §{' =7 — 2/ 4+ &' bestehen, folgt daraus,
daB das Argument in Abhingigkeit von /, //, & und @' allgemein von der Form ist:
A=oa(l—27)+ 76 + 7 e, woiund i/ —o0, &1, +2,— ——, so daB gemiB den
Eigenschaften der Stérungsfunktion in bezug auf die Koeffizienten der /, // @, und &’
e mul: oLt — 6 abest — o ¢ Da nun identisch auch 4 = a (/— 27")
S do—so 6 do —alr 0 ) ®» -+ 7/ &' oder bei Substitution von & — 7 = A
A— o — ¢ (6 —& ). Da andererseits nun nach den Definitionen (1) @ — &’ ={—T/, s0
wird schlicBlich -1 = ¢ == ¥, q.e.d. Die Sikularglieder; die alle das Argument A, =
k(& — ') haben, wo 2 =0,1, 2,— — —, haben also die spezielle Form 4s = £ ( — oy,
d.h. esist B =—a.

Was nun die Lésung der Differentialgleichungen (6) durch die Reihen der Form (3) und
(5) betrifft, so ist prinzipiell zu bemerken, daB diese Reihen keine absolut, sondern nur
halbkonvergente Reihen sind, wie die meisten Reihen der Stérungstheorie, gemif den
Beweisen Poincarés; aber sie sind wie alle sonstigen Reihen dieser Art praktisch von
hoher, weil zeitlich weitreichender Genauigkeit, wie die astronomische Praxis bisher aus
dem Vergleich zwischen Theorie und Praxis hat schlieBen kénnen. . . . Erst fiir ganz groBe
Zeitraume wire das Restglied zu berechnen, was ich mir vorbehalte. Eine etwas vermehrte
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Arbeit konnte mich nicht davon abhalten, die grundséatzlich wertvolle und niitzliche Me-
thode der Delaunay-Reihen der Anwendung zuzufithren. Auch Charlier teilt im
2. Bande seiner Mechanik des Himmels meine Auffassung, daB3 die Delaunay-Methode
sich besonders in ihrer Ubertragung auf die kommensurablen Bewegungen im. Planeten-
system als sehr tauglich erweisen werde (dort S. 437).

§ 2. Die Entwicklung der Ableitungen der Storungsfunktion
und zugehoriger Funktionen nach Delaunay-Reihen.

Die Bestimmung der Koeffizienten A4,q, £,p, Z,5 und Z,, sowie der Zeitfaktoren z;

und 2z{ in {, und g beruht auf dem Vergleich der Koeffizienten von (5321 (aCy B L) sowie

der konstanten Teile auf beiden Seiten der Differentialgleichungen (6). Zu dem Zwecke
sind zunichst die aus (6) folgenden Differentialgleichungen fiir C und ¢’ zu bilden. Aus den
Definitionen (1) folgt fiir den Hecubatypus, den wir von nun ab allein behandeln wollen,
mit Riicksicht darauf, dal3 / = ¢ j ndt:

e U . e

o e P
(©) :

dc p— dl__z ! —-__al€_+ — 4

i ode .

Zuerst wire dann die mittlere Bewegung # in eine Delaunay-Reihe nach ¢, und €, zu
entwickeln. Grundsitzlich werde vorausgeschickt, da3 in den Reihen (3) und (5) wie in
allen analogen Reihen die Indices «und 8 so gewihlt sein sollen, daB3 stets « = o oder - 1,
+ 2, +3,——— ist, wahtend B =@ eder =t 1 - F 2 — "~ csein soll, webei weiln
o = 0, alsdann  nur positiv sein soll, so da3 also nur A, niemals aber A4, ,; auftreten
kann, was bei den Rechnungen bequemer ist, als « und 8 jede beliebige Zahl zwischen— oo
und + ©o zu erteilen. Zur Beschrinkung, die analytisch wie numerisch von vorneweg ge-
boten erscheint, um die Untersuchung so 6konomisch als nur moglich zu gestalten, mégen
die Indices @ und 8 nur bis zu der Absolutzahl 3 laufen, schon dann bestehen die 4, £ usw.
aus je 12 Gliedern, wenn der Index 3 nur in einer einzigen Verbindung benutzt wird,
namlich in A4,,, £q, Usw.

Da nach (5) ap = a (1 + 4) ist, wo 4 = X2 .4 4 cos (a8, + BE,), so wird die mittlere
Bewegung des Planetoiden mit der Masse 0:7% = £-a ", wo 42 die GauBsche Kon-
stante, bei Entwicklung nach 4 bis zur 2. Potenz:

(10) 7= n0l1 —2 %24, cos (aly+ B -+ ,{85. ()_j 24045 cos (x 8, + @sz_‘_ — ]

wo 7y = £ ay . Bei der Ausfithrung von 4?2 als Fourierreihe nach ¢, und ¢ werden
die Quadrate von 4,4 nur bis zu den Indices 4 1 beriicksichtigt, bei den gemischten Pro-
dukten 4,4+ 4 5 werden nur noch die Produkte mitgenommen, bei denen nur bei einem
Faktor die Indices 2 vorkommen, sonst werden sie vernachlissigt, vorbehaltlich ihrer even-

2%
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i' tuellen Beriicksichtigung nach der numerischen Feststellung ihrer Betrdge. Generell
1 werden die Koeffizienten 4,4, £, Z,p und Z,; als klein von der ersten Ordnung, und
5 zwar von derselben GroBenordnung wie die Exzentrizititen e resp. ¢, entsprechend den
_ Ergebnissen Tisserands betrachtet, unter der Annahme einer héheren Ordnung fiir die
£ Koeffizienten mit hoherem Index, entsprechend der Annahme einer Konvergenz der Ent-
&f wicklungen. Die Doppelfourierreihe (10) fiir 72 lautet dann entsprechend.
= . / : $5 : bl
(11) 7=t + Moo -+ 2Ny cos (alo + BL), wobed Moy = 2 (o + iy +Ab Ai)
i S
" 2N10=*“3A10+—25”(A10A20+A11A01+A11A21+A1ﬁ~1A2—1+A01A1——1)
Tofi
2Ngp=—345+ _25‘ (;Afo +A4,4 3+ A A + A01A2_»1)
¥ ‘
el !
e _ 2N30:_3A30+’§(A10A2(>+ Ay Ay + A4 1 A4s)
wﬂq
k| 1 -
A | 2N11=_‘3A11+”;’(A10A01+AmAz1+A11A22+A20A1—1+A12Ao1+A1—1A02>
* S 1
. S 2N12:—3A12+—251(1410,1422—%-1410‘4024—14“1401—l—A1_1A21)
; 1
2Ny =—34ua+ _25 (Ao Aqy + Ao Ay + Ay Aio + Aoy Ao + Ary Ay_s)
1 B
2Ny  =—34, 4+ ':23 (Ayo Aoy + Ayo Aoy + A1y Aso+ Ayy Ao+ Ay Ay o+ A 1A o)
i3 1
% 2Ny p=—34; o+ —25" (Ayo Aop + Ao Ap2 + Ay As 1 + A Ay )
! 1
f 2Ny =—345+ *25‘ (Ayo Ay + Azo Ay + Ao A1y + Ao Apa)
o .
b 1 Ii5
2Ny =—3 Ay + S <A10 A + = Aiy + Ao Am)
‘\ 1 =
x4 2Ngp=—3 Ao+ ; (Aw L L A A 5‘1401)
!‘ 1
; ( 2Ny  =—34, 1+ ;5 (Ao Ay_y+ Ay A5+ Azo Aoy + Ao A, )
1 .
<1 1 1 2
£ 2N, o =—34; 2+ ?5 (A10 A HAG A, F 5 Al——l)
o 2 No3 = “25‘ (A Ao+ Az Ay 1+ Ao Age)
. 1
w1 2 Ng = 55“ (Ayo Ay + Aig Aso + A A2e)

2Ny 4= 1-25 (Ayp As—y + Ay As o+ Az Ay _4)




1
2N = )5 (Ao Aze + Ay Am)
15
2Ny = e (Appds n+ A, 4 )
2Ny = 125 (Ayg Aoe + Ajs Aoy + A Ayy)
2N 5= 125 (A Ao_g+ Ay Ao+ Ay 4 Ags)
e
2 Nyg = = (Ayy Ayp + Ay Azo)
vaz—s = ‘125 (Al—l Al—‘l == A01 Azz)

1
2 Ngg = “’2§A11 Ass

2Ny 3= ‘1‘25 Ay Ay 5
Da 7, als von der 1. Ordnung zu betrachten ist, indem in runder Rechnung 7, =
600" sin 1 = 3 ', da ' = 107> = Masse des Jupiter, so ist deshalb # nach (11) bis zur
3- Ordnung entwickelt. Da in den Ableitungen der Stérungsfunktion #z’ als Faktor auf-
tritt, und andererseits der Faktor von 2’ in Q bis zum 2. Grade in ¢, ¢/, Ao Eyp USW:
entwickelt wird, so schreiten die Entwicklungen der rechten Seiten der Differentialgleichun-
gen (6) bis zur 3. Ordnung fort.

; : s e - -
Gemil (9) ist dann weiter 5 auf Grund der Definition in (6) zu entwickeln. Wird im

2. Gliede rechter Hand der Koeffizient : Ly

1 1 i G
daB — (1 — ) 1—e?) = —e + - & ..., so geniigt wegen des Faktors -,
e ( 1 1 e ) 2 ! 8 { g g g aé’
Falle des Hecubatypus in Bezug auf ¢ schon mit der 1. Potenz beginnt, und die Glieder

wenn auch Q im

~ 5 . = 1
3. Grades rechter Hand von ausgeschlossen werden, die Mitnahme des 1. Gliedes 5

de
at
Da auch der Faktor)/ 1 —¢2 desselben 2. Gliedes rechter Hand bei Potenzentwicklung und
Beriicksichtigung des niedrigsten Gliedes in ¢% zu Gliedern 3. Grades fithren wiirde, deshalb

also gleich 1 gesetzt werden darf, so lautet folglich die abgekiirzte Differentialgleichung:

»a{ar Z?Q i 0@

12 = s ;
L dt nada 2na®de

: 1 1 s - :
Die Faktoren — und werden, da 7 = £a bei Entwicklung nach A4:
na 7 a®

e
e 2(1 Patie gy )

na®  wug al

(13) :h‘..l._,(ht;A_;Au...) und

na %o Qo

wo fiir 4 und 42 die entsprechenden Reihen zu substituieren sind.
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SchlieBlich sind die Koeffizienten #; und ihre Ableitungen %51 = F!, sowie die analogen

2. und 3. Ableitungen derselben Funktionen in Taylorreihen nach 4 und dadurch in
Fourierreihen nach g, und ¢j zu entwickeln, weil sic alle von @ = @, (1 + A) abhéngig sind,
und zwar mit Riicksicht auf die angestrebte Genauigkeit bis zum 3. Grade von 4, wie

: ; ; AT . : = :
weiter unten mit Riicksicht auf 7 ersichtlich wird. Es wird also allgemein:

1 n+2) (n -+

(n) (n+1) 2 1 3) :
(14) Fi(n) :F(Zo) —+ F(ao) 'dDA—FE Fag)  ap A2+6 Foyp. ag L+...
(3 (3 1 i

wo wieder fiir A2 usw. die bekannten Reihen zu substituieren sind.
Ferner treten auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen auch die Funktionen
- .. ges s -
E2?, E% AZE und deren allgemeine Produkte mit . (%o + BY)) auf, so dab zunachst noch

die letztgenannten Funktionen allein in Fourierreihen nach ¢, und &; zu entwickeln sind,
nachdem sie zuerst in Taylorreihen nach Z und Z' entwickelt worden sind und auch
hier bis zum 3. Grade der Z und 7' So sind von den allgemeinen Funktionen der Form

et o Z?:l (o -+ B¢s), wobei aber immer nur ein Produkt hochstens 3. Grades zu
entwickeln ist, die nicht geringe Anzahl von 102 Koeffizienten darzustellen.
: . : dic: & : : :
Zuerst ergibt sich fiir die Ableitung - die folgende Reihe, wobet nach der Potenz-

entwicklung zur Vereinfachung des Druckes stets ¢ statt Fi((z%) gesetzt worden ist:
(15) —— =gy 2 2€4pCOS (2o + BLo

= : : . - de :
wobei die Koeffizienten e, in folgender Weise aus der Ursprungsform von —, entwickelt

nach den 4,4 Eup Zop und Zg, hervorgehen; diese Ausgangsform lautet, unter Ein-
fithrung der sogleich zu definierenden Koeffizienten (1), (2) usw.:

D 2 Gt WA O PO () ek
1 (8) B cos G () Z 9in Ty + (10) co3 2 Ty + (1) E cos 2Ly + (12)c08 5o
4 (13)Z sin Gy + (14) A cos Ly + (15) cos (Lo + &) + (16) £ cos o+ (&)
L (17) cos (T —TD &+ @8 B 65 (&, — U + (19)cos 2L (20) o (31) B
1 (22) cos G + (23) Z sin Gy (24) Aicos Ly + (25) E coslo + (20) A cosy
1 (o) cos 2 0 -+ (28) 8 cos 218 = (69) 608 (o + L)+ (30) Beos ot o
+ (31) cos (Co— o) + (32) E cos Gl nag £ Lo E -+ (35)AEcost

- (36) F Zsin L+ (37) E®cos 2 ol

wobei die Terme (1) bis (19) aus dem 1. Gliede rechter Hand von (12) und die Terme (20)
bis (32) aus dem 2. Gliede stammen und alle in den A, E, Z, Z' linear sind, wihrend die
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Glieder 2. Ordnung in die Terme (33) bis (37) zusammengefaBt sind. Die Definition der
Koeffizienten (7) als Funktionen von ¢;, ¢’ und der Laplaceschen Funktionen £7; und deren
Ableitungen ist die folgende:

/ ’ 2 7 L T Il 1 ! L
aD O=Fb @=dF, @=¢"F, @=FitaFy+a(Lri+er)
e
(Y=2¢,F),  (6) =—¢,F), <7>:—eo(;-ﬁg+at.ﬁg}, (8) = — 7%,

©=af, (Go=£F, (@y—ugf, o a0

e ! TN / / 3 i 7 ! !
(14) =e (2 leﬂLaoJ[’(L), (15) = —¢ ¢, F§, (16) =—¢e - i, (17) =€ ¢y I,

G — (19) — i F., (20) :mi e 51, <21>:~——60F1,

2 0 ao
G =tieyt @D=—tal Go=+ler, Go=—ti- B
GO=—Fens (P=—1aZ @=—ul ei—tlsaD
(30) = + ; J 2 Bu=—" ¢z ‘; G f;‘)
<33>=~;F6+—;—%F{J +;a3 £y’ (34>=Fi~ég{,
GO=—{0 P aPF, GeA- & e LD

Die Entwicklung der Koeffizienten der (¢) in (16) in Doppelfourierreihen nach &, u. %)
ergibt dann fiir die Koeffizienten €xp In (15) die Ausdriicke:

75

(18 o0 =—2" [0+ + B (D Aao+ O Buo - 6) Zuo b (1) o - (13) 2
+ (14) Aoy + (G6) Buy +(18) By + (20) + (23) Zyo -+ (o) Ao + (25) By
+ (26) g+ (28) By +(30) By o+ (32) Euy + (33) (2 Ao+ 2.4, + 2 4%
+2 43 + GO @B+ 2B + 2 By + 2 BL )+ (39 Brdus + Fuy A
T Eu o &0, T B4 B o) F(36) (Biy Ziv— B Z4s

— By T+ By Zy + EnZi + B, o B (El+ 2 E By )]

2 £2

2e49 = = ORGP ) 0 L Lo G
+ D —2Z1 )+ ) Ayt d; ) 16) (Eoy+ Ba) - (18) (B - Bo )
+2(21) Z 10+ (22) + (28) Zao + (24) Ao + (25) By + (26) Ao -+ (28) By
(39 (Bot + Eu) + (32) (Bor + Epy) + 4 (33) (Aoy Ayg + Ay A, )
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+4 (34 By B+ En Bx D+ 35) 3 Epo A+ 2 By Ay + By Ay,
L o E A, D GO T E e R )
+2 (37 (BEx L+ En E14)]

2ep = —-%f%f—” [2 (4) As0+ 2(5) Eoo+(7) Aso+ () E1o— (9) Z1o+ (10) + (13)(Zas
2L ) )yt Ay F(6) By, +(8) By 2(21) By—(23) Zyo
1 (24) A1o + (28) Eyo+ (26) Ao+ (27) +(30) Ey_y + (32) Eyy + 2(33) (410
+2 A4, A )+ 2 (34) (Eio 2B, F. @) Body T2 Ly Aro
L B0 T e L) F (36) (2 EyZ + Buda
! S B B o F G (ELNFELT Enit B

e i e ) 2 () By
+ (16) Ey_y + (18) By + 2 (21) Egg—(23) Zao T (24) Ao+ (25) Eao+(26) Ao
+ (28) By, + (30) Es_y + (32) Boy + 4(33) (Ao Aro+ Aoy A+ s e
4 4G (Eso Erot Es 1 By Eoy By 1)+ (35) (Erp Aot B As1 £ 14 n)
L (e B BeaZw) F 237 (Ba Bk B By

B2
+ 24 = _—27;20—47:1 [(11} Ey + (28} Foo+ (35) (Eyo Az + Eyy i) — (36> (£10 Z30
+ EsZ10) + @7 (Efo +=2FE E1—1>]
A2 -
+2¢=— Z%Z’ [2 (4) Ay +2(8) Eyt+(7) (4 otAe)+ @V (Eat+ Ey)+©@(—Zn

4 Zo)+ (11) Byy + A3 (—Z{o+ Z1o) + (14) (Ayo +A1) + (15) + (18) (Bo
4 B+ 2(21) gy + (23) (— Zoy + Zog) + (24) (Aor + A21) + (25) Eoy £ L)
1 (26) (Aoy + As) + (28) E1_y + (29) +(32) (Bao + Zop) + 4 (33) Aor Aro
14 4(34) Eor Ero+ (35) (2 Eyg Ay + Ero A+ Esg Aoy + 2 Eyy Ao+ Eor Ao
LB AL E AL L EyAy) Tt 6 EBed i FEnZat 2 EnZi
LB b e B 2t BeZu) Y20 Entai
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2o = — 2 L ) b2 (5) Bt () st ) B (0) Zun b (1) By 1) 2,
+ \14>An+ué> Zort (18) By + 2 (21) Byg— (23) Zoo+ (24) Aos - (25) oy
+ (26) Ao+ (28) £y + (30) Eoy+ (32) By + 4(33) Aoy A+ 4 (34) Eor £4y
+ B8 EuAut By Ay 14 By Ag+ By Ay) + 36) (B Zyy + By 2,
—EnZu—E; 1 7)+237) Eoi By 4]

20 = — 2 [209) dy + 209 Eusck () (s A4 -8) Burck B (0) (2

T2+ () (Ba + By s + 12) + (13) Za + (14) doa + (16) (Bso + Byp)
T8 (Bt B o)+ 2 (20) Boy + (23) (Zun + Zi ) + (24) (dyy + 4, )
T @5) But B ) + 26) (du + 4 ) + (28) (B + B, ) + (30) (&g
TE)+ 32 Bt B o)+ 33) (A dy A A D Gy (B, By
ThyEr ) F B Ayt Bl Bl 5 By Ao+ By Ays
T2l BB A B dpt Eq At Es 1 & (05, -,
— Bl —EyZ, EnwZan—EByZptab 2 | L T B 7
T 28nZut EBnlZn + EwZ: 1) + 2 (37) (Bro By + By B, )]

F e =2 L A 2D Bt (D (At A4+ ® (Bo+ Ey_y)
T OCutZe )+ (0 Eat(3)(Zie—Zi0) +(14) (ig+ 4y + (16) (Zy
TED A7) +2G0) By +23) ZutZo 1) + (24) (o tdy )+ (28)( By,
+ 1) + (26) (dor+-As_)+(28) Ey,H(30) (Bapt Eow) + (31)+4(33) Aoy Ao
+4(34) Eq o+ 38) (B, St o B4 H By A+ By A
+ Ly Apt2 By Ay+E,, Ayy) + (36) (E10 2y —FE0Zy, BB Zag
gl T o B Ziw—EwZy) +237) By Ey]

- ropEERRY. . (11) By
TADZiat ) A4+ GO By ok (08) By 2 GO B o+ (3) 20
+ (24)Avet(25) Eoa4(26) Ags+(28) £, +(30) £y 1+(32) Egy+4(33) Aoy A4

+4(34) Ep, E 1—1 T (35) (Fos At B A +Eoy Ay + E . 4d,+E, Ay

Miinchen Ak. Abh, 1935 (Wilkens) 3
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it an Azo) + (36) <— Eeozoz i E]] 217771 = EmZm o E1W1 Zn -5 E1—1 214x
+ By Zsp) + 2(37) Eoy Eu]

260 = — 25 [ () At 2 () Bt () Aut B Bi— (O 2+ (1) Bu—(13)Zi0
+ (14) ug + (16) Byg + (18) By 2 (20) By — (23 211 + (24) A+ (25) Zus
+ (26) Ay + (28) Eoy + (30) E1o + (32) Er + 4(33) Aio A + 4 (34) Ero £y
+ (35) (Ero Aort Eoo Any+Ezp Ay 1+E1y Aso+Eoy Ao+ £, A+ Ey 5 Ays
a4 ) LB A Za BanZih T ExZiat B gy Ba Zo
G E 2B 2 —FE 7, D23 BBt By o e

£2
+2322:'—’%;Z"”’m [ 2(4 ) Apet+2(5) Eoot <7>A12+(8>El9_(9>/13+(11)502__'(13)7’1

- (14) Aoy + (16) By + 2 (21) Egp— (23) Zyo + (24) Ara+ (25) Ennt (26) 4o
+ (28) Eps + (30) Eyy + 2(33) 451 + 2(34) Eiy + (35) (Bro Aoz + £11 4
SR L L O B B By 2y — B Zy)
+ (37) (&8 + 2 B E1 )]

D 2 m

+ 2o =— 257 [2.(4) dort-2 (5) Eoart (7) (o 419 +®) Bt Er) + O Zo
B Z, D— (13) Zhy + (14) Aoy + (16) By + (18) Exy -+ (19) + 2 (21) B
| 4 ) (Zaat 2o + (@) (it Ay )+ 5 (Erat Er_g) + (26) (Aig+4_5)
1 (30) By (32) B+ (33) (2 A+ 4 Ay Ay ) + 39 @ Eq+ 4 En By y)
+ (35) (Eyo 4o2 + £y At Bty P Ead o 2 By A
LGB i s Eazia— B 1 Zy) + (D (ELT Ei]

+2¢ 3 =—= *—v[ 2(a) As s+ 2() Be i+ (D A+ B Ex 1— () Z1 1 (1) Ey
- (13) Zho + (14) Aso + (W6) By + (18) By + 2 (21) By — (23) Z1a
Yo 4 Ty E @ 0 0B Bt (30 Bl (32) Eyo
+ 4(33) Aro Ays + 4 (34) Ero By + (35) (Bxo Aor + Eso A + Eso A1
4 By Ay Eyy Ao + Eoy Ayo+ E1 1 Asy+ Eo Ary) +(36) (Ero Zor +EnZu
G B 7 By ZatEnZe—EnZiot B iZy—EeZi)+ (37 Ew E
BB D]




19

+2e 5=—— ‘2“%‘“ [2 () o i 2 (5) Ey o-(7) A s+ (8) £y s— 9 Z, s+ (11) By

70 Qo
UL, P04 T8 E T2 E L, S0 0
T E@E T (04 OB L E Gy A oG E
T EndntBud, P E G4 s L0 0 .
T E aZa—EnZp) )l GG, T BB

2
+ 2 g3 = — 2%0 = 03 03— (13) Zgs + (14) Agp + (16) E,_, -+ (18) By
+2@L &, | (30) £, 5 + (32) Eip + @RV oy ol Aoy + Egg Ayy
&4 ) (36> (E11 Zos — L | Egy Zii + Egy Z1~1>]
, _2Fwm

+ 26,4 = e [+ (7 4oy + (8) By — (9 Zos + (11) Eyy 4 (16) Eyy— (23) 2
+ (24) Ay + (25) By + (26) Ay + (28) £,y + (30) Eop + (35) (B Au
+E20 A01+ E11 10+ Em A20) +(36> (_‘ 10211 E‘zoZm_“EmZ]u_“EmZQn)
+2039 En 10]

722,

Theg = —2 e [+ (A T8, —©)Z, D &y F(18) Ezw—@3)2,
o (24> Ay 1+ (5 Ey 1+ (26) 4y 1+ @) E,_, + (32) Eap + (35) (Eyo Ay,
rlos Ao T By A F B Ayo) + (36) (— &1 Zy 4k oo doi= By
—Ey 1 Zy0) + 2(37) Eoy Eyy]

: 2,é m

+2e5,,=—" o @) &, + (16) £y —(23) Z1p + (24) Ay + (25) Ezp + (26) Ay
Q8 E, = (10) £y + (35) (Egy Ays + B Al - By Eyy) — (36) (£ Zog
+ EyZyt EgpaZy) + 2(37) Ep & 11]

. /é m
+2e; 4= [( 1) By, + (18} B, | —(3) L kid s F 25 B,

+ (26> Ay o+ (8)E, ,+ B2 a7 A+ Hy A Eyy Ayp)
(36) (EBap 24 —E 12— EypZyp) +2 (37) Eyy By 1]
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A o ; : : .
Zur Darstellung von d:z‘ ist nun weiter 5, in-eine Doppelfourierreihe zu entwickeln, wobei
& | 0
nach (6): > - b = :
di na’ e O¢

: ‘ g : o 10Q
Rechter Hand wird der Grad der Exzentrizitaten in Q wegen des Faktors o stets um
2 Einheiten herabgesetzt, weshalb die Storungsfunktion bis zum 4. Grade entwickelt werden

muB, wenn auf der rechten Seite noch Glieder 2. Grades erhalten werden sollen, was wir

i : . de . de - .
uns prinzipiell vorgenommen und bereits bei = durchgefithrt haben. Fiir 7 gentigte die

d

Entwicklung der Storungsfunktion bis zum 2. Grade; wegen —— ist aber bereits in der

adt

Entwicklung von Q in (7) der 3. und 4. Grad der Exzentrizititen hinzugefiigt worden.

(Zc

Da = und a;; in der Darstellung der Variablen £ =/ — 2 /' 4+ & gleichberechtigt sind, ist

die Entwicklung von - q;bis zum selben 2. Grade unvermeidlich geworden. In Q, Formel(7),

d

sind das 18. Glied bis zum 22. Gliede die deshalb hinzukommenden sidkularen, und die
Glieder 23 bis 33 die hinzutretenden kritischen Glieder 4. Grades, so daB die Glieder 4. Grades
allein fast genau ebensoviele Terme zu Q beisteuern wie alle Glieder 1. bis 3.Grades zusammen.

100 i = e : :
Da ferner der Faktor ———in Bezug aufden kritischenTerm 1.Grades in ¢in £ zu einem Gliede

e Oe
Ao = : :
— 1. Grades in b fihrt, so muB der Faktor ———— bis zum 3. Grade entwickelt werden,
na

Vi—d _ 1 ' :

so daBB-"— —=——(UFa tata) —e) wo
7o aoy
1 2 3 2 5. 5
@ —=—- A= 1Grad, @ — = 1F— 2 Grad, - oi— —— 1> — 3.Guad,
2 3 16
(19)
2 2 ~ ~2
e —eik 2o, B
. do 3 B ; . . : .
so daB also in o auch 4” und analog Z° A4 in eine Fourierreihe zu entwickeln ist. Das Glied
. . do 1 i : .
— 1. Grades in ¢ in — hat nun zur Folge, dal noch . in eine Fourierreihe zu ent-
adt €9 *}— E
wickeln ist, was aber praktisch erst méglich ist, nachdem - iy nach Potenzen von —
) 2/ )
entwickelt worden ist, falls eine solche Entwicklung zuldssig ist, was nur dann der Fall
: T R :
ist, wenn || <" 1. Da nun aber durch anderweitige Untersuchungen, wie schon er-
0

wahnt, erwiesen ist, daB3 Z von der gleichen GroBe wie ¢ sein kann, so kann eine Potenz-

entwicklung nach Lo zum mindesten allgemein nicht in Frage kommen. Die dadurch
0

dw do

—— das Produkt ¢ —

dat dt

entstehende Kalamitit kann man vermeiden, indem man statt

: ; a
entwickelt; dann ist aber auch statt - C nunmehr

dt
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(20) edfﬁe»—g}——’re(n—wz)vt-e—dt

2u bilden. Dieses Verfahren hat dann zur Folge, daB bei der Ermittelung der Koeffizienten
durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Argumente der trigonometrischen Funktionen
beiderseits die Koeffizienten der linken Seite von vorneweg vom 2. Grade sind, wéihrend
bei unseren 3 anderen Variablen linker Hand nur Glieder 1. Grades auftreten. In der nun

folgenden Darstellung von ¢ a’(; als Fourierreihe nach ¢, und ¢j ist die Entwicklung bis zu

den Gliedern 2. Grades einschlieBlich explizit als Funktion von ¢, und &g gegeben worden;
die Glieder 3. Grades sind hier zunichst nur als implizite Funktionen von ¢, und g; dar-
gestellt worden, ihre explizite Entwicklung wird in einer zweiten unmittelbar folgenden
Untersuchung gegeben werden. Die Glieder 3. Grades allein sind ihrer Anzahl nach, wie
schon erwihnt, ebenso groB wie alle anderen vom o. bis zum 2. Grade einschlieBlich zu-
sammengenommen. Es ist aber leicht moglich, schon aus der folgenden noch impliziten
Darstellung, soweit es sich um die Glieder 3. Grades handelt, jeden Term eines be-
stimmten Argumentes herauszunechmen, wenn es praktisch gefordert wird.

. ; ; gp - - - ‘ j
Wird die rechte Seite von e— in die zunichst erforderliche Potenzreihe nach ¢, ¢’, 4,

E, Z und Z' entwickelt, so ergibt sich die folgende Darstellung, in der stets die Anordnung
nach steigenden Potenzen der genannten GréBen gewahrt ist:

do. Eim : 1”0 @ .
() ¢ -~ e [T b, F 7.5, wobei, wenn noch 7;;2220 = » gesetzt wird :
0 &o

T,=27reF® (14 a; + a) (1——; eg) = 2¢, F{® + 2 FL E + 2 (czUFi—— ;«FI) e A
- 2(aoﬁi~—; /«‘]) . R - 3 F o E - 3higB 2 (?3 F1~;—au A

L F'l’)eo e (%Fl—~; o F;’) 2 r 5

T, =—rFycos{(1+ a; + a, + ay) (1——%62) = —Fycosly+ Fy ZsinGy+ ("“aoF’z

- ; F.Z)A cos §y + (—— ; ay By + ; 2. b Hg FQ) APcos ¢, + i FyZ%cosCy+ (auf";

1

——LFZ) A7 sin G + ;»erg oSy 6

FyZ’sin §, + (—;— ag 5 — ; Fg) AZ%cosk,

2
+ (P~ art ] £ 42 5in%, + =

3 4 1 2 ’ 3 ~f
2 — — gy Fy' & o Fy — a0 Fy
2 6 4

8

+~156F2 A cos Co““é"FQ e ZsinGy (}2‘6‘0 F;"“iﬁz) e® Acost,




23
Ts—zvr b voeos 2l - u, 0, (1~1€2) =2/Fye5c08 28, + 27, Ecos 28y + (2ay F
— Fy)ey Acos 28— 4 Fye0 Z sin 28+ (2ag Fo—F,) + E Acos 20—4 F3 EZ sin 2%,

= (;Ea—f—agF'g/_._zm ]r‘;’;) eo* A cos 28+ (2 Fy—4 ay Fy) g Z Asin 2 Co— 4 Fye, Z2cos 2.2,

o 9 -~ s, -~ 2 2 -, ~
"3 €0 COS 28q — 3 Fye5 K cos 2 ¢, — 3F5¢y E°cos 28, + (‘Zo g ay F3

4

£ cos a0,

»—{~3E,)E.42 cos 28, 4 (2 Fy— 4ay Fy) - EdZsin 2= (K B 2 cos3t,

Tim—r Fyd cos Q+0) (1 4 o a) [1— L) = — & £ cos (G + 8 + (j F
— Fg)e Acos @+ )+ Fod (2 Z2) sia(l, - G ~f—( -y IF dﬂ A

—3F) ¢ cos @+ ) + (a‘, Fi— LR} -0 d@+ 2 in ¢+ 0

o0

-

+5F5d Z+ 2 cos G+ L)+ = Fad &+ cos (Go+ ) + 5,2 2, B cos G+ L)
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15} .
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Die linke Seite unserer Gleichung, die Funktion e if, erhilt bei Substitution von
¢ —eg+ E=e¢y+3% 2 E,q cos (a8 + BT) und von C =Y + 2 Z,, sin (a§, + B die
Form: :
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+ EZ2Z,4(0z + Bap) cos (28 + BLo),
wo E = X2 B, cos (o B&) zu substituieren ist.
Gibt man der rechten Seite nach Ausfithrung der erforderlichen Operationen die Form:
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Die rechte Seite der Gleichung fiir ¢ 77 erfordert auBBer der schon erfolgten Darstellung

do - . e : de de =
von e —— weiterhin die Entwicklung von e s Da nach (15): = -+ X 2¢ pcos(mly
¢

dt
+ %), wo die Koeffizienten gy und 2 e,5 unter (18) gegeben worden sind, so folgt
hieraus:
d ~ oY 7 AL 1f
(26) e af; =¢o&ot+ Lyt e B2e,5c08 (@l +BL)+ EX2 €4p COS (0 Gy + BLp),
oder wenn: EX 2¢,, cos (aly+ BL) =G+ 2 Gyp cos (aly + BTj) gesetzt wird:

d .
@D e = okt Goo+ B2 By eor + 2 0eap + 2 Gop) cos (aly + ),

wo die Koeffizienten &, folgendermaBen definiert sind :
(28) Goo=2FHyge1g+2 Eyyeyy + 2 Egyegy + 2 £y y&
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el E e g o1+ 2 Eoy 814
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2 Gao =2 Pt t2EGE 0B o+ 2L g8+ Eye +2 Ey e

2 G.u =2KHpent 2E58,+ 2 B8+ 2 Ey8 4+ 2B g1+ 2 Eg €01+ 2 £y €10
E2 8 e P2, Soe T2 L5860+ 2FE5e;+ 2 Eyoey 4

2 Gm =2FH080+ 2E158,+ 2 Eent+2Epe;+ 2 Ey s+ 2E58 1+ 2 Eqs €10
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2 G(n =2Fppey+ 208 1+ 2 Eyeot 2E8,4 2 B+ 2Eye,+ 2 e €

+2FE, 6 o+ 2Epp8 42 Ey o8 4

2 G1—1 =2Fpent+2E0¢ 1 +2 B0+ 2E 80+ 2 Egpey + 2 Loiep+ 2 Bore g
+28y 38 s +2FE,8,+2 By &0t 2B F2 B, , €o1 .
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T2E; 55,

6*
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¥ L) Rk N e TR RN . O G . NP e fle L. SR T PO

2 G‘.u =2F,ent 2,802 Esyeoprt+2E136 4 + 2 Eg 00+ 2 oy €2a+ 2 £y €1s

+ 2 Ly enr

1
|
|
I 2Gyu=2Eepn+2Eei+2Ep¢0+ 2Lt 2 Ey g1
I
X
it

G
2 Goe —aHycn 282 EBaei 1 F2E38,1+2 Epcnt+2E 4 e+ 2E4 58

26, (— 2B F2E,8 512 Eyyeor+2Epesnt 2 Egr8 g1+ 2 Ey 180 t2FEs 58n

bl
b +2FE s
| .
g 06, — o e o Pobge 2B 85 412 Ey 181+ 2L 5%
it
_“': Y = = 2 25 ; S
3 26y =2E8 st 2E58 4+ 2FEg e +2E yep+2E0pcnt2E 28
-
J’"j 2Gg =2 Eyg€ay + 2 Eyy €0+ 2 Ego €11 1 2 Ey y8pt+2Ese0+2Eps
4 2Gy 4 =2FEg8 1 +2E8 s+ 2FE08 112 Ey get 28y 58+ 285 50
” 2Ggp —2Eeoa+2 B8 2856, 12 LEg €40
Iy = =
: 26 2 FE.c ,t2E 5128 48 +2 £y s¢10
&) ' 263 =2E e00+ 2 Eqao1 + 2 Eoy €10 + 2Bt 1+ 2E0pen+2E 16
w“,
; 26, s=2Enc 3t 2Ep¢8 2+ 28 1% +2Epe gt 2B sent2FE 5
oY 2G23:2E11512+2512311+2E01€22+2Ez—2€m,
3 2Gy, g=2FE; 18_3+2Epc5n+ 2 Esncn F R R
i
o 26y =2 L5+ 2 Eppen

I
!
I}
!

2G; 3=2E, 158 s+ 2FE, 554

7

i = . a - :
Weiterhin ist zur Darstellung der rechten Seite von e = noch die Funktion e (7 —2#")

als Doppelfourierreihe zu entwickeln, wobei fiir # die schon vorhandene Reihe (11) zu
benutzen ist. Da

e(n—2n)=¢yn—2¢,n + E(n—z2n),

i so bleibt noch die Entwicklung der Funktion Z (7 — 27'). Setzt man allgemein

(29) En—2n")=ny(My + X2 M,cos (8o + BLo)




45

so lautet schlieBlich die Definition der neuen Koeffizienten M, ,, wenn noch zur Abkiirzung

27! : - . :
1 —— = NV gesetzt wird, wobei also /V von der Ordnung der Abweichung der mittleren

720
Bewegung des gestorten Kérpers von der Kommensurabilitit ist, und mit Riicksicht auf

dic Reihe B — %, (E —2 AE -+ '18'57 eE -), wie folgt:
(30) Myy=—3 Ewdig— 38 A3 Bgide 38 4

2]‘/[10: 25,0 N—3E,dyy— 3L 4y—3Ey Az — 3 Epg Ayp— 3 Egy Ay — 3E6p Ay
— 3B gy 35, 38 A 38 A

2 A'jﬂzu: 2850 N—3E04,—3 Eyw Ay 1 —3Eg Ayy— SEnidy 38, L 1B Ay
S Ez—i A()J

21”30: 2 B30 N—3 E1o Asy—3 By Ay —3Ey 35 L B A =3 iy
2—’“41;: o

2] n=2E3N—3E ;4 — 3By Ayi— 3 Eqy Ass— GB35, doy—3 Ey A
3B A3 by A3k Aps—3E5 Ajg—3E9 Ay — 3E5 A,

ZJWm: 281, N—3FE§ Ayy— 3810 Aye—3 Eqy Apy— 5e 4 3B, Ay—3 80 1
— 390 Ajg— 3By A

2Myy=2E,N— 3E0dy—3E0 A4 —3FE, Ay— 3Eudis—38, 0 16, 4.

3B Ay 38 4 B Ay — 3B, A4,

24“/11—1: 28, A N-——-3FH Ayy—3E 0 Ay — 384 Asy—3E Aoe— 3L 411—3 Eyy Ay
=3 Byl == 20y L . 375 Ay — 3 By gy Ay — 3L A
— 3£, 4y

21"11_2 =2F5; N —3FE, L3k Aes— A 3B L 3E Ay
—3E&¢ A3 L, Ay—3B. Ay

2M21: gH V=31 An—3E Ajg—3 Eop Agy — 3E 4, =380 A5n—35 Ayo
= S b A3 Ayy
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2My=2E; N—3Ey A —3Ei1 A —3 B 3Ee s 3 Egy Ay

!
zm§ . 3 ‘
| 2Myy=2Ep N —3 BqAis= g ‘—3E11A1ﬁ1—“3ﬁ12A1o—‘3—501A01—"3ﬁ1~—1A11
k.
: —3Ey 5y
2 ,
2M, = 2E; (N—3E 4 1+—3E1nAi +—3F Ay—3Eo1 Asy—3 Eyds_s—3E1 1410
, —3E, 3 Ay—3E 24,
N
J 20, 20, NV — 3B A 3Fa A4 3B A i 30 Ay — 3E1 54y
%: 2Myz= 2Eps N—3 Eyy A3 End i —3 Ey - 38, i3 B du 38 54
% 2My—2E; N—3E04s—3E0 Ayg—3 Ego Ay —3E1_y Ass—3En Ajg—3Ed 4
A
: 2M,c— 2N 3 hadi 3 a4 i e o E Ayg — 3 L9 Ay
8
.
b ‘ —3 By <y
eMu—2FEy e N— 3 B0 Asn— 3L Ay —3Es Ay —3E2 Aso
2My =2E; ;N—3E; A4 2—3 B 38, Aisis 3k Ao
| 2M;—2E ;0 354 A3 B As—3 Ep Ais—3Eq0 A3 By Ay 3E; 1Ay
i
el ' 20— 28, N e L . — 3L A — ki e 3 Ea o — Sla gy
—3E, 3 An
§i ol o N— 3B Ay 5 Eis Ay — 3B Aze— 3L Aoy
, My =B, V35 Ay_s—3Eoy dyg—3Es Ayy—3E1» o

2Mygy=—3E1; Ase— 3 Eee Ay
2Ms ——3L; A5 o3 Ey o Ay

Damit sind nunmehr alle erforderlichen Entwicklungen fiir beide Seiten der Differen-

tialgleichung fiir e ?Z’E ausgefiihrt, so daB sie jetzt die Form erhalt:
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e = ,
G e DaZt 307 el LB =

=¢g g9 + Gog + Py + = (2 €go Eaa + 2¢, €up T+ 26};3) cos (oely - B,
+ e 720 [N+ Nyg+ 3 2 NV, cos (0o + BED] + 7o [Mop+ X 2 M5 cos (g,
RIS 2 Pyp cos (aly + BLY).

Fir die Differentialgleichung fiir ¢':

dE  de :
(32) o

sind die erforderlichen Funktionen bereits entwickelt worden, so daB nur eine Zusammen-
: - de :
ziehung der Reihen fiir = und 7 verbleibt.

Die die Dimension und die Form der Bahn festlegenden Elemente ¢ und e folgen, zu-
néchst g, durch die Integration der Differentialgleichung:
~ ~ =) 2 ¢
(33) da_ 2 0Q i (Oa? AL %é}) = = (Fg esin {—2 Fye® sin 28— F,¢'sinC

dt na de na na
+2F5¢ee sin (C+C)—2 F,¢2 sin 2§/),

wobei die rechte Seite gemiB der getroffenen Festsetzung auf die Glieder 2. Grades be-
schrankt worden ist.
Die Entwicklung der rechten Seite von (33) nach Potenzen von e,, ¢/, A, Bz,
ergibt:
da _ 27/%m

(34) T = Yods [Tl Thrdl o T:')], wo

na

(35) T1 =222 F, (a)e sin L = 2, Fy (a) sin &£ 7, sin c0+(ao P+l Fg) ¢ A sin &,
- (ao o ; ﬁ) Edsin byt FroZ cos U+ By B2 con l,

720 Qo iy B . .
Ty=—> o Fa@ e’ sin 2 =—2 7, (a,) [2 sin 2 o260 & sin 2L+ £* sin 24]

na

i e o Gae sint — — []74 (ap)sin g5+ (é £ a, Fi) AsinCi+5, 7’ cos C(’)]

.- . €+ L) =2F;(ay) e [eg sin G+ &) + £ sin (&, + ]

na

Ty=—2 %;“F? (@ &P sin2l =—2 F, (a,) ¢ sin e
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§ Der aus der Entwicklung der 7 folgenden Fourierreihe nach ¢, und §; geben wir
,.. die Form:
da 22w
+ st el Lot or !
(36> o o a2 Gyp SN (3l B0,
‘?’4 wobei die von den A s H,us ZLap und Z,, abhidngigen Koeffizienten a,p in folgender
. Weise definiert sind:
4
‘ T : 1 e
*m 37 2 a4 = Fa—¢ (2 L “«‘)Fe) Aog—F5 Bag 1 (2’ Fy+ ap FQ) (Ey9 Aot 2 EAqp
: — Fy Ay 4 2 Epi Ao — £ 2 e Ai_y) + e Fy Zog+ I (E10Z10
¥ ,
- . A1
- S E it BiaZy) — 2 Fy (2 6B+ 2 Eot Enn + 2 Eq £14) —¢ (5F4
- 5
.f + g FL) i A1)+ EZA 2|+ 5 Fr (B Ea)
@ i v
2 ay = ¢ (;Fz + ap Fz;) Ao+ Fy Eqot €0 Fe (Z1o+Z50) +F2<2E10220”E11Zm +Eop1 Z11
2 2 9 9 P 7 1
+ Eo Zi gt Ey 1 Zy)—21F, (i+2 Ejg+2Et2E0T2 L [_ = Fy Ay
& L) e Fldut 2P B
1 1 - ’ |
2 az = ¢ (2F2 + @ Fé) Ao+ Fo E (gf’z + @ Fz) (EIOAIO o Fapdy T £ Aiq)
+ ey Fy Zao T Fy (B Z1o+ B Zeit By == 5 (2 g Eyo+ 2 Ey Eyy
‘2B E, ) t2e Hglfy
2a4 = (:; Fy+ ap Fé) (E10A20+E20A10) + eg Fo Zgo+ 15 (E10220+E20210> —2F3(2e) L
3 = E?o‘i— 2 By Ei )
3
2 1 ;
2ay =¢ (% Fy+ a Fé) (AOL—‘AQO ety <E01—E21> 5= (é Fy—+ a F‘z) (E10 Ai——=Fq A
L "“Em A20 2 Em Aoz — E02 A01> = €o Fz (Zm +Zﬂl> = F2 (2 EIO Zu —‘Elo Zl——l
! + By Zor— Eo1 <20 + Eg1 Zos T by 2y EywZy)—2 1t (CEg iy i 2 Eoi E10)

! = [+ (%F4 + @ in) (Alo““Am) + Fy(Ziot Z{2>] +2e Fy (eo"“E%)
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= e - ,
2 Aye = € (; Fs + aq F’a) Aoe + Fy Eqe + (40 dlsE 5 Fe) =Eada b Ay b Hedy
Elhi ‘411\) + €o Fz (Zzz i 202> = ]"2 (Eu Zu _Ell Z1—1 ‘[‘ EOL Z(Jl o sz—l Zu)

-
—2 F,} (2 €y Elﬁ‘z —]— ZE(H ’bl—1>’ 2

B 2 / /
(s u o Fi) s Pz 25 By

L i / / ~ s
2 Qg1 = &9 (2 Fy + a, F‘z) At o - B Ssseiiii ot s S (‘16 e ’2’};2) (—E 0401

-+ EQO All = E‘ZU Al—l Jf’ Z;11 AZO + Ell ‘{402_—E1~1 A2O s El—l AOQ + EO2 All

B A Jtal 22 JTEPE 2 FE ., 2
=22 . .. - 0
B - E L itE B | ['— (;1«4 = aOF;) L e Z@]
S

2a, ,=¢, (; Fy+ a F’z) ( Aoy — Ay ) Fo(EBo—Fy 5+ (;" £+ ay Fla) B Ay
— B e Bl Hydl, L BEoA AR, e B e 7
tREH, e A TR e 2 - b o7
s F(des B ha By By)—¢ [1 (L Pt a0 FY) (— Ao+ 4, ) +Fu(Zi +z;_2>]
TR B, '

24— (; P F;) Ao Bl ik (; B ko ﬁ) (Budi i+ By B
LB AL Sk sl ) L F, (FuZ, s a e
el 2 0k Ge kg 2 By E)—¢ ]—{— (; i a F-’i) Ay +F421__1TJ

—2d F E, |

1 ==
2a,=¢ (2 &k doﬁé) Ay 0 By (40F2 1= 2F2) (B dos— Hop iy + Eg 4y
— By At HEpndp+ LBy A+ Epa dp EBnd D+ eof3Zyy + Fy(E0Zy,
o+ Ezo Zu s an Zl—l = Eu Zzo -+ E()l Zjo =+ El—l 220 i El—.l 202 = E0221~1)

: 1
—a kel 2B Eytal b, ¢ [‘{‘ (2 Fo+ ay Yy (AQO‘—‘A22>+F4<Zé0

+24) |2 7,2,

Miinchen Ak. Abh. 1935 (Wilkens) 7




3 '“ do, e U - R s A ook i YrE R = { : g :
R : U o . AT TR PSR e e G e 1. % NS [t Y ST TR e SR PR T o G bt s

, 59
.: ' b = i o
"E 20y = ¢ (2 £ig ﬂzf’z) Ao+ Fy By + (“Z"Fz i aoﬁal) (E1g Aoz + Eyy Aoy + Eoy Ay
‘ I + Eog Asgo) + 0 F3Z1s + £ (E10Zo2 + EyZloy+ EnZu+t EypZy)—2F3(2¢ Eqg

- I : = ;
| _ + Ei+2E  E;_)—¢ l("é’F-_l+al)FZ}) A21+ﬁ4/5§1]+2€ Fy Eyy

. 2 an=e (-5t a F) At 4D + P Eut B+ LRt a F3) (Brodos
“
n o B B A B A el (B2 )t Fa(2 By 2o
| L B, Rl BstB)—En
#: tn b [+ (; Bl Fi) e >>] o o
- A :
J e - (% 2 au) L (; 5 aoﬁé) A
] e B A LB P 2 P EaTy
’ L A R A o A
‘ £ . F. B E B D) [(é L ta Fg) el 1
| Bt Zs s |+ 2 ¢ Bis
| 5 (; Eot ao) i s (ao Fi+ %VFQ) - .
LB LR Bzt EaZiai— B Zut Buly)
I L A UnEa R b E ) [— (; Eiiw Fg) - Zé_1]+o
‘ 2 ags = (1 £y + a0 Fi) (— Bu A + Eicy Ao — Bus Au + Eoa A1) + 2 (B Zo
1
L E Bt EnZu—EnZ R EBta Fi) s+ FuZip+ 2 Fye Brs
| 2y, — o (L P £ o) dus + Fo B+ [ Pt Fl) Ero A+ B Ao+ Bus Ao
B ) e B2t Fa(E 2t BnZe B2t EnZa)—2 526 En

+2Ey Eyg)—e FyZs+ 2 Fre Eg
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1 : = o ; ,
2“374: €o (2 Fo A “o)A2—1 e e (2 £y + ay Fz) <EloA1—1+E20A01+E01A20

+E dy) e by B (B i — FHa%or - Egy Zog + E1_1 Zip)
—2H (2l F 2 By By B 2+ 3B e B,

1 7 - !
2 a; = (2 Fy+a, Fe) EywAnteFyZogt Fo By Zyy—2F;(2e0Ey+2 Eyy Ey)+2 Fye Eoy

20y = (; £ + a0 F3) (Bay Aus + B 4w) + F (Bn Zys + Bxy Zo) — 2 Fy (2 00 By,
+2FE. En)

Jq (i e F) Bud, tE A EE
Lo BB

204 =—2F,(2¢) Esy - E2)

2a, s — 27, (20,5, ;B

1 ; . - = IR
2a,; = (2 Iy + ay Fa) (Eor Aoz + Eoz Aoy) + €0 Fs Zos + Fo (Eg1 Zys +EoZy) —e [(;F;

+ a Fi) 4y + F, 2()3]+ 5o

1 e . .
2@1_3:(5-F2+ @y ﬁE) <E01 AOZ + EUZ A()l) = C0 ]#2 ZOJ + FZ <— EOI 'Z()E e E02 ZOI,)

== [*‘ (’; Fi+ a Fi) 4 V|2 FdE

L ! Y / 1 7
2ay, 3= (2 s+ a Fz) (Budo+ Loy di) + Fo(E11Zoe+ Egy Z11)—e ('2"'1’1 =+ Fi) Ayg

+2fe By

1 ) 4
2a, ;= (2 Fy+ a Fz) (By1dopg+ Ewdy y) + Fo(—E_ 1 Zg + Byne te (;Fi

+ & FI) 4,
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El ; 2a,,=0
- :

% 2 01_4: (o}

|

i 2(133:28'}75522
s 2a; z=o.
¥ , Die letzte zu entwickelnde Differentialgleichung ist die fiir die Exzentrizitat, also nach (6):
= & VieEp 1 Ji—F00

dé nate 06 k= na’e oc
. . - . 1
wo der 2. Term rechter Hand bei Potenzentwicklung nach e tibergeht in: — -
na® O

j ‘ : i 0Q) . . . s e =
N Da im 1. Term der Faktor 7= infolge einer Differentiation nach der Perihellinge o not-
i - o : ¢ o .

’ wendig an eine Potenz der Exzentrizitite gebundenist,so beginnt P mindestens mit einem
& | Gliede o. Grades in e. Um die Entwicklung des 1. Gliedes rechter Hand bis zu den Termen
| 2. Grades, wie bisher immer, treiben zu konnen, ist also die Entwicklunge von € bis zum
e : : o0Q
, 3. Grade der Exzentrizititen ¢ und ¢’ notwendig. Im 2. Gliede rechter Hand braucht =
; £
nur bis zu den in ¢ und ¢’ linearen Gliedern entwickelt zu werden, weil der hinzukommende

=~ Faktor e die Uberfithrung dieser Glieder in den 2. Grad veranlaf3t.
& Ferner ist der Faktor /1 —¢%2 = 1— = ¢® + -+ -im 1. Gliede rechter Hand bis zum 2. Grade
zu entwickeln, um mit dem dadurch entstehenden Faktor ¢2 zusammen mit dem Gliede

‘ i e - o -

! o. Grades in — 2= zu einem zu beriicksichtigenden Terme 2. Grades zu fiihren.

2 e 0w
o - : > . e - . -
Auf Grund der obigen Differentialgleichung fiir = ergibt sich zunéchst:

i ‘ \ de F:wm v - P N p s e v
‘, GRl —F,sinl 4 2 Fyesin2G—Fy ¢ sin (C+L)+Fee sin(C—¢ )+ -~ Fyee sing
X a: na L 2
S + Fyefsinl -+ Fye?sinl 4 2 Fiped sin (2 C—UC) -y sin(C—20)

| - . .

& 4 3Fy,fsin3l+ 2 Figed sin(28+8) + Fie é%sin(C+ 2 C’)l
3 &2 £ > ; 7 @y : :
= s Tt 7y,), wobei, wenn wieder ';ia; = » gesetzt und die 7;

5 2
& 72 Qo

nach Potenzen von ey, ¢, 4, E, Z und Z' entwickelt werden:

(39) Ty =—rF,(a)sinly=—7F3(a) sinCO—i—(éFg——a’O Fé) Asin{y— Fp Z cos §— (% Fy

w%aOF; -+ ; agF’g’) A2 sinloﬁ(-~-;—Fz‘—‘ @, F’g) AZ cos ¢, + %FgZ%in G
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T,= 4 27Fy(a)esin2l =+ 2F,(ay) (g~ E) sin 2 {42 (—— i Fy -+ a, F;) ey Asin2¢,

+2(~«; s+ ay Fé)AESin2C0+4F3€OZCOS2CU+4F3EZCOSZCO

Ty = —r Fy(@)¢ sin(G-0) = —Fy(a0)e'sin Gt Gy (— L Futa, F3) & Asin Gt &)

—Fyé (Z+Z")cos (C, + &)

Ty =7 £y ()¢ sin ((—T) = Fy(an)e' sin Co— T+ (ay Fo— L Fy) & A sin (& — 8

+ Fod (Z—2") cos (Lo —1p)

g ; rFy(a)ed sinl — ; Fy(ap) (o + E) e sin
Te—rF (aesint— Ela)e 20, E FF ) sint,
L.l e sinl—F a7 s

To=27Fpy(a)ed sin(28—0) = 2 Fys(ay) (ey + E) ¢ sin (2 {y—1)

Ta=rlh @ il 20 —Fula)i sinllG——20)
Tyw=37rF,(a)sin3l=37F,(a) (et +2e, E -+ Esin 3k,
Ty=2rF;(a)edsin(2C+ L) =2F,(ay) (e, + E)é sin (28, + )

Ty = 7 Fig (@) ¢ sin (C 4 21) = Fiyq (@) 2 sin (G + 2.50). '
Bei der nunmehr durchzufithrenden Entwicklung der 73 in Fourierreihen nach gy und

Co zur Darstellung von Z:(; in der gleichen Form mégen fiir die hiufig wiederkehrenden

Koeffizienten die folgenden Abkiirzungen eingefiithrt werden:

1 1
[%’F‘B—é'“a = ay Py =#

(40) .
aOF§—2Fi =

wobei 7 = 2, 3, 5, 6 vorkommt.

Dann wird:
(41)

wobei :

de £ .
e r . €qp Sin (o Go1 B 5),

dt  ma

: , i = - : 1 4 ,
(42) 2910-_——-}«2a(2 Fy— a, f’z) Aog—1F5 Zyg + 2 Fy EJO"“Z' bl By or By )

e iy [33—2 Yt 2E?1 +2E5 + 2E§—1*‘2 £y El—l] + e
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El : Lok, By 4k 37y, [2e0 £ + gy ZEHEL—J L2k by ok [fﬁo
S A 2A‘121 2 44(2)1 -2 /fi———l 2 An] = [szw LdiZ s B Zn]

E
q

i

1

i

- ;‘ 17 [2?0 4 28— 2203 Zat 220 Zy 1+ 2 ZhtZe it 23—1]

+ 2 ¢o f3 (Ao — Aso) + 2 /5 [Au Bor o+ A Bt ArEiii T Em]

7 ey

¥ +4e Fy[—Zw + Zy) + 4 F [2 Eo Zio+ E£1 2o Foisa foidd
. =iy 201+E21Z11+E21Z1*1+E2771Zu+E2f121—1] - [fa (Aor—As)

LB g e o al e e (Zn 2
* +Zy, —Z5 4]
g 2o, B ok i e ; CE - Ent Bkt BBy
‘R . o a)ber By e By e B B
4*;1 el B o] iR Hy— [245; A - 24y A [2 410 Zsg
| A Za b A Zaat A Zo] s Fa [ 4 Zi0 Zao + 2202 —Zn s
2 B T 2 ZeaBe] el A B
E Ay gt 2 Ay By 4 2 Ay B+ 24,3 By ]+ 45 [BwZs + EsZal
N L A tE e 2 e e R 2]
| ey il E 7 v aB Bt Byt By 2B B ]+ 2Fud By
m LaEL e Bt LBy b aE ] L2 By — k(L
&l Sod 4 o R A Tt A A g+ R 2kt 22020
-g' il 27, Zy o —2 20 By a] F 2eq fo Aro + 2 o [Ar0 B+ Ao Ero + Au B
4 Ay By + Aot Bry + Ay Egi] + 40 Fy Zao+ 4Fs [Bx Zoo— EroZno
. B e B 7, BB B 7
| , O [fs s s+ Fy(Zoy + 2L D)+ [ fo dox + Fo (Zen—Z1)]

Sy — Hady ok 2F3 Eqy + 2 Fe Byt 3F1;[230E10 +2Ey Ein+2E0 E1—1]

= .
St 2Fe By y— fo (AiZao + Ayy Z10) + = Fy[— 222y — 22y Zy

—Z. Zi——l] +2eyf3 Ao+ 2/5 (A Eqp+ 4u B+ 4y Egy + An Ey 4
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r A B e B Ao i Eo) + dep Fy 2oy -+ 4F5 [Em Zio t £y
+ EpZoy + Eg Z syt Bo o Ly —Fo lg - B 01]

- \ -
= b A B (7, Zy) +2F B, —Fye'+ > ¢ B LBy, _‘El‘z]

+Fsl2e(Bir—EBa) b2 Buligl t2Ppe el t & 5l L F e B
L2 B B dforsd By sh Ao Ao d s s A
. ; alin 2. 7
FelylyFoliZu kol 2p oz, 0 o0
o2 foat A By A, B L
. s s o
+ 4P [EwZy By Zoy— By Zs 2By Zy+E, LBy Lov—FEols s
By ol Ba 2y Bl b B 2l iRl T2, T

e [fc 20T Aoa)‘LFG("]zoﬁlz/o e 209‘“7()3)]

—/o (— g+ Aos) — 5y (Zoo + Zoa) + 2, By_o+ & Fy Byy + Fy [200 By
By 2B, By =F ] s P [pe B, | Bl +2Fe B
D s e s
- ;Fg [— 2%+ 224125 428+ 22,2, \+ 22,5200 22, 121

Y2l dal tzafid s Lo fic A Ey—AdpEy A my T4 E
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§ 3. Die Bestimmung der Koeffizienten der Integralreihen.

Zur Bestimmung der Koeffizienten Ayg, £ 4, Z,p und Z,, ; sowie der in den beiden Winkel-
argumenten §, und Z{ enthaltenen Koeffizienten z; und z{ der linear auftretenden Zeit haben
wir den Vergleich der Koeffizienten derselben trigonometrischen Funktion oder Konstanten
auf beiden Seiten unserer Differentialgleichungen der Variablen vorzunchmen, wobei sich
in Strenge ein System unendlich vieler Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten
ergibt. Deshalb kann es sich bei der notwendig vorzunehmenden Beschrdnkung der Anzahl
der Unbekannten nur um ein sukzessives Anniherungsverfahren handeln.

Zuerst sind 2, und 2, abzuleiten, da sie in allen Bestimmungsgleichungen der unbekann-
ten Koeffizienten wiederkehren. Vergleichen wir deshalb zunichst in der Differentialglei-
chung
do

a4t

aq
S

de .
5 :fe-»a,t+e(n~2n)+e

gemil den Darstellungen beider Seiten dieser Gleichung nach (22), (2 7) und (29) die
konstanten Teile beiderseits, so ergibt sich die Gleichung:
(43) eat+2EgZos+2E,32y(at2)+2B0Zpa+2E Zy_y (21— 21)

= €4 €00 F Goo + Poo + €0 1 (V + Noo) + 79 Moo

= : o - 2 £2m - : =
Explizit lautet die rechte Seite, wenn der Faktor — = gemiB der Beziehung aj n§ = £2
20 @0

in die neue Form — 2 7, ay 72’ tibergefithrt wird:
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aoFé)Am:

1
2 < ' / - ’
—2myaym’ e Fot-2nym' eqay Fy-+e, 1o N+ m' ay FyZ |49y ay m (7 £y

2 ’ 1 2
=—2n0aym' eq Fg+ egng—2e,n' + (2 sy G|

Folglich wird, da links neben ¢y 2, als vom 2. Grade, alle tibrigen Terme vom 3. Grade
sind, in 1. Ndherung:

’
. : : #0 -
(44) 5n=—2usaym' Fy-+ 2 nym' ay Fy +nyg—27n + o % Az,
’
Roao#w (1
e o (2 £y —a, Fé) Ay
. : : - P do - =
Analog folgt mittels der Differentialgleichung fiir J; n1 Néherung:
(45) gl =—2n5apm' F}+ ny—2n’

’

: a -
—sich von der fiir ¢ &’% dadurch unterscheidet,

wobei zu beachten ist, daB die Gleichung fiir g(;cf

. : . . - PG : .
daB die Gleichung fiir ;if frei von dem Gliede 77 st Zur Bestimmung von z, verbleibt zu-
nichst die Ermittelung des Koeffizienten Zyound A, und zwar in erster Niherung unter

Heranziehung der Differentialgleichung fiiregf und @; der Vergleich der Koeffizienten
: . . - .da
von sin §, auf beiden Seiten ergibt bei -

2 22 )
(46) —2aq Az =—— ey Iy
720 Qo

in Bezug auf die Glieder niedrigsten Grades und niedrigster Ordnung der Indices in E.g
2
usw.; folglich wird, wenn -~ . — 7y @y gesetzt wird:
72y Xy

7o @y 1w’ e

(47) A= =

21
wobei bemerkt sei, daB die von den Laplaceschen Transzendenten abhangigen Koeffizien-
. 2 / : ’ - aD = bhi : ind
ten: ¢ 7, und &) £} vom o. Grade in ag und &', also nur von 5, = %oabhangig sind.

Analog folgt £,, in erster Annédherung aus dem Vergleich der Koeffizienten von cos 5

auf beiden Seiten der Differcntialgleichung fiir 2%, wobei sich die Gleichung ergibt:

dt
= 1 729 778
(48) By =+ =4 @ o=
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Nach E,, und A4, folgt Z,, mittels der Gleichung (23) in Verbindung mit der Gleichung
(33) unter Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten von cos §:

1
i

i
; ; (49) 2Z1=260Z1021 T2 Eqz+ (EZz) =12 Eqcpo+ 2¢0€10+ 2Gro+ 2 eo 79 V1o
-i =5y M+ 2 Pho
i3
e
Der erste Term links enthilt die Unbekannte Zy, der 2. Term ist nach obigem bereits in
yC 1. Naherung bekannt; der 3., symbolisch mit (£Z 2) bezeichnete Term ist von der 3. Ord-
al nung, wie auch der 1. Term; aber wie die Formel (23) fiir 2 Z;, zeigt, sind die einzelnen
- S Terme (£Z2) alle von hoherer Ordnung in den Indices, so daB wir sie in der 1. Naherung
gegen den 1. Term vernachlissigen diirfen. In Bezug auf die rechte Seite ist der 1. Term
o wegen F;, und gy = — 2 7y 7’ a: F} wieder bekannt, der 2. Term: 2 ¢, €49 ist ebenfalls
i bekannt, und vom 2. Grade, weil g, im Hauptterm vom 1. Grade ist. Der niachste Term
: " 2 G,, darf vernachlissigt werden, weil er nach Definition von Gy, nur aus Produkten Z g€,
- mit hdherer Ordnung der Indices als sonst in der Gleichung besteht; der nichste Term
o ist 2 e 19 Nyg = — 3 €9 729 Ay, ist also bekannt. Der vorletzte Term 2 7, My, ist von der

2 7 : : -
3. Ordnung, dan, und V—=1-— —— von der 1., wenn nicht in der Nahe der Kommensura-

720
bilitat von hdherer Ordnung, wobei der Hauptterm 2 7, My, = 2 ny B9V bekannt ist;
der letzte Term 2 Py, = — n @y #’ F, ist bekannt. Folglich ergibt sich Z,, als nunmehr in

A 1. Niaherung bekannte GriBe, analog Z{, wobei in der der Unbekannten Z1, entsprechen-
den Gleichung gegeniiber der fiir Z;, nur das Glied fiir Py, fehlt, weil ¢’ von @ unabhéngig

d
ist. Die Gleichung fiir Z{, folgt auch direkt aus der Differentialgleichung fiir dg’ sodal

| : i e 2

| (6o} ZZLoi=— Aum. eo(~a(, F§+4 2 Fg) -+ A10l~3¢20—4n0 ' (—0» a: Fi+ag F{)’) ‘
i : -~ -

el ’ ‘ Zur nunmehrigen Bestimmung von z; aus (44) sind zuerst noch die fiir Zy,, Ao, Eqo g€~

fundenen Ausdriicke in (44) zu substituieren. Vor allem ist deshalb Z;, nach (49) auf die
entsprechende Form zu bringen, man erhalt:

J?; E ’
s ; 10 1 €10 3 %o N 1 2w
f (51) ZIO = Elo €00 = T Aw = Ew'* : ) Fz
I €0 o &1 21 2 21 21 22y 2l
| 17 n w2 n, o 3 e
0 0o 2 1 0 ~
S 0 £z = ?}(ZOF‘Q ayg Iy + + 2 m' ey~ ap £y
. 2 e 21 A 21 2 &y
’
1,V > 1 720 :
LA s P o
2 21 2 ég 21

3 so daB also bei Substitution in (44) eine Gleichung 3. Grades in 2, entsteht, die aber analy-
T tisch nicht niedergeschrieben zu werden braucht, zweckmiBigerweise vielmehr nur nume-
risch angesetzt wird. Fiir die Unbekannten ¢, wie a, sind zuniachst Naherungswerte zu sub-
stituieren, die sukzessive im Laufe der Rechnung zu verbessern sind. In Strenge sind die
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6 Unbekannten a,, ¢, 2, 25, 2y und £} aus den 6 Gleichungen (44), (45) und (52) (s. den
nichsten § 4) zu ermitteln; es kann aber wesentlich nur die numerische Rechnung ent-
scheiden, ob der oben eingeschlagene Naherungsweg oder von vorneweg ein engerer An-
schluf3 an die Gleichungen (52) am schnellsten und sichersten zum Ziel fuhrt.

Dagegen ist nun von den weiteren Koeffizienten £,y von hoherer Ordnung und darf des-
halb in 1. Naherung gleich o gesetzt werden, was dadurch plausibel ist, daf cin entsprechen-
der Term cos ¢ in der Differentialgleichung fiir e [s. dic entsprechende Gleichung (6)] im
von = abhingigen Hauptteil tberhaupt nicht auftreten kann, soweit es sich zunichst um

@
einen Beitrag niedrigsten, also o. Grades in ¢ resp. ¢’ handelt, sondern erst vom 1. Grade
= . de o
sein kann, wenn man den Divisor ¢ des 1. Teiles rechter Hand von - berticksichtigt; der

o 02 e : . .

2. Teil, von = abhingig, ist erst vom 2. Grade. Dagegen ist der zu einem Terme in T2
Oe

~

fithrende von gg abhingende Teil vom o. Grade, und zwar abhingig von dem Hauptgliede

e cos {in Q, so daB E, von einem um 1 héheren Grade als 7, ist.

In analoger Weise ergeben sich nun sukzessive die ersten Néherungen der folgenden
Koeffizienten; unter Substitution in die erweiterten Ausgangsgleichungen ergeben sich
dann die 2. Nadherungen fiir zunichst z; und g; und dann fiir die A5 usw., wobei nunmehr
aber die Kenntnis der Integrationskonstanten @p und ¢, vorauszusetzen ist. Dicse ergeben
sich aber auf Grund der Beobachtungsergebnisse in folgender Weise.

s § 4. Die Bestimmung der Integrationskonstanten nebst Kontrollen
und Vera]lgemeinerungen.

Die Bestimmung der 4 Integrationskonstanten @, €9, &y und z; erfolgt mittels der fiir
Z = o giiltigen Werte (), (€)o, (&)o und ("), der entsprechenden Veridnderlichen, indem :
1. (@o—a, 22 Ayp cos (azy + Bl
2. (@)g— 25 2 X E,q cos (azy + B2z))
3 @y =2, 2> Z,p sin (az, + P2f)

e — L > > Zlg sin (azy + Bef)

(52)

Wo zu beachten ist, daB die L Eyp Z.p und Zyp Funktionen von ¢, und ¢y sind,
und wo

(537 = Qo= b2 G} H0d (= ol o

durch die Anfangslingen 7, 75 und die Perihellinge &, gemiB (1) definiert sind.
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ﬁ . In 1. Anniherung ist unter Vernachldssigung der Z,5 und Zp:
o)
f (54) 2= und ==
1 so daB
o
o . 1 g — o, 2 2 Ay cos (2o -+ B2p)
55 . )
1 l eq = ()g—2 T E g cos (a5 + Bz
o
A nachdem die g, und ¢y in den 4,5 und E ,, erstmalig durch (@), und (¢), ersetzt sind.
Die Substitution der numerisch erhaltenen Werte in die Difinitionsgleichungen fiir 2y,
" 2, und die Koeffizienten liefert dann die 1. Niherung dieser Koeffizienten und die sukzes-
o sive Verbesserung infolge Resubstitution dann die 2. Ndherung usw., bis keine Anderung
= mehr eintritt und damit die Endwerte der Koeffizienten wie der Integrationskonstanten
™ | erlangt worden sind.
A ‘ : Die fiir eine beliebige Zeit giiltige Perihellédnge & folgt dann noch mittels der Glei-
chungen fir { und ¢, sodaBo —o = — ¢’ und somit:
4
-
< | (56) 5T kst (i — D)t 2 (T —Zip) sin (o + BLD),
wobei z, — 2z die sakulare Perihelbewegung fixiert.
Eine Kontrolle fiir die Rechnungsergebnisse bietet das Integral von Jacobi, falls
o ¢ =0, an dessen Stelle bei ¢’ == 0 das von mir erweiterte Integral tritt, wie auch ein zweites im
v Falle nahezu kommensurabler Bewegungen giiltiges Integral von Tisserand, das eben-

falls von mir auf den Fall ¢’ == oerweitert worden ist(s. Astron. Nachrichten, Bd.228,S.417f.
sowie Sitzber. der Bayer. Akademie der Wiss., 1934, Math.-naturwiss. Abt., S. 195 f.). Die

erweiterten Integrale lauten:

&? ' e 0Q
[a)§é+kn Va(l—e2)+Q — f@i dt=C,

A b)(A+iD)kVa—1ik Va(l——ez)ﬁi'fgﬁgi dt=Cy

wo der Quotient - j|—~ = das kritische Verhaltnis der mittleren Bewegungen mittels der
)

ganzen Zahlen /% und 7 fixiert, und wo C; und G, die Integrationskonstanten sind. In die
Ableitungen der Stérungsfunktion sind noch die Delaunay-Reihen zu substituieren, be-
vor die Kontrolle der Rechnungen maglich ist. Bei der praktischen Anwendung, die der
vorliegenden Theorie folgen wird, werde ich hierauf zurtickkommen.

Die obige auf den schwierigsten Fall der Stérungstheorie gemiinzte Theorie ist in gleicher
Weise auf alle anderen Typen anwendbar; bei allen Type

o : i+1 n . B : .
haltnis der mittleren Bewegungen ———i_ < — . also sleich dein Verhiltnis zweier aufein-
Z 7

n, bei denen allgemein das Ver-
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ander folgender Zahlen ist, bleibt die Schwic rigkeit der Darstellung dieselbe, dagegen ist sie
schon erheblich vermindert, wenn das Verhiltnis der mittleren Bewegungen Z, - j 2,
also gleich dem Verhaltnis der um 2 Einheiten verschiedenen ganzen Zahlen ist, wofiir der
Hestiatypus mit :, ? den charakteristischsten Fall darstellt. In diesem Falle sind die
kritischen Glieder der Storungsfunktion erst vom 2. Grade der Exzentrizititen und weiter-
hin vom 4., 6. Grade usw., so daB hier in der Stérungsfunktion wie in ihren Ableitungen

und deren E: twicklungen nach ¢, ¢/, 4, £, Z und Z' eine wesentlich verminderte Zahl
von Gliedern auftritt, so daB3 die Bestimmung der Koeffizienten der Delaun ay-Reihen

wesentlich erleichtert ist.




