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1. EINFUHRUNG IN DAS THEMA

Registrierbeispiele aus Athiopien und Brasilien — Einheiten und Grundgleichungen

Die zeitlich variierenden Magnetfelder von elektrischen Strémen in der Ionosphire und
Magnetosphiire, die in der elektrisch leitfihigen Erde Wirbelstrome induzieren, sind rdum-
lich inhomogene Felder. Aber auch die Verteilung der elektrischen Leitfihigkeit in der
Erde ist rdumlich inhomogen. Eine Methode, mit der man aus den an der Erdoberfliche
gemessenen zeitlichen Variationen dieser natiirlichen elektrischen und magnetischen Fel-
der die Verteilung der elektrischen Leitfihigkeit ableiten will, muB3 deshalb sowoh! In-
homogenitit der induzierenden Magnetfelder als auch der elektrischen Leitfihigkeit be-
riicksichtigen. Dies ist der Gegenstand dieser Arbeit. Ausgangspunkt der Arbeit waren
Messungen der zeitlichen Variationen des elektrischen und magnetischen Feldes in Athio-
pien, die 1971 vom Justitut fiir Allgemeine und Angewandte Geophysik der Ludwig-
Maximilians-Universitit Miinchen durchgefthrt wurden.

Das Mefllgebiet, die Afarsenke mit den angrenzenden Hochlindern, liegt im Ein-
fluBbereich des idquatorialen Elektrojets. Hierunter versteht man allgemein eine
lokale, auf den unmittelbaren Bereich des magnetischen Aquators beschrinkte Verstiir-
kung des globalen ionosphirischen Sq-Systems. Das inhomogene Magnetfeld dieses
auf der Tagesseite existierenden Elektrojets kann man an der Erdoberfliche deutlich
beobachten. AuBler diesen tages-periodischen zeitlichen Variationen des Magnetfelds kon-
nen auch alle kurzperiodischen Variationen mit Perioden von wenigen Minuten am ma-
gnetischen Aquator inhomogen sein (ForBUsH & CASAVERDE 1961, PorRATH, DZIEWONSKI,
BENNETT und GOUIN 1973) insofern sie sich am Tage bei elektrisch leitfahiger Ionosphire
ereignen.

Die zeitlichen Variationen der horizontalen Komponenten des Magnetfelds sind in der
Nihe des magnetischen Aquators auBerdem fast ausschlieBlich NS-polarisiert. Da die
Beziehungen zwischen den horizontalen Komponenten der elektrischen Felder im Erd-
boden und der magnetischen Felder knapp iiber dem Erdboden bei lateraler Anderung
der elektrischen Leitfihigkeit von der Polarisations-Richtung des induzierenden Magnet-
felds abhidngen, wird die Bestimmung der Verteilung der elektrischen Leitfihigkeit er-
schwert. Bevor diese Probleme ausfiihrlicher diskutiert werden, werden einige Registrier-
beispiele der zeitlichen Variationen des elektrischen und magnetischen Feldes vorgefiihrt*.

Ein unbefangener Betrachter der Abbildungen 1.1 bis 1.4 wird sich auf die Frage,
welches der vier Registrierbeispicle am klarsten einen Zusammenhang zwischen den zeit-
lichen Variationen des elektrischen und denen des magnetischen Feldes erkennen 1i8t,
fiir die Registrierung in Abb. 1.1 entscheiden. Diese deutliche Korrelierbarkeit hat zwei
Griinde: ndmlich den begrenzten Frequenz-Inhalt und die scharfe Polarisation des Magnet-
feldes in nur eine Richtung. Im Gegensatz hierzu ist der Frequenz-Inhalt und die Variation
der Polarisations-Richtungen z. B. in der Registrierung in Abb. 1.3 viel gréBer: Dadurch
ist aber die Korrelierbarkeit fiir das Auge wesentlich geringer. Betrachtet man nun die

*Die Messungen in Brasilien wurden vom Jnstitut fiir Geophysik und Meteorologie der Technischen
Universitit Braunschweig gemacht.



6 1. Einfiihrung

Registrierungen mit dem Ziel, die Verteilung der elektrischen Leitfihigkeit im Untergrund
abzuleiten, so wiirde man sich fiir die Registrierung in Abb. 1.3 entscheiden. Denn zerlegt
man die vektoriellen Maxwellschen Gleichungen und das verallgemeinerte Ohmsche Ge-
setz in ihre Komponenten-Gleichungen, so wiren durch die Registrierung in Abb. 1.1 nur
einige der Komponenten-Gleichungen durch die Messungen definiert, wihrend die Regi-
strierung in Abb. 1.3 alle Komponenten-Gleichungen durch gemessene Information defi-
nieren wiirde. Da die Verteilung der elektrischen Leitfdhigkeit durch die Lésung der
Maxwellschen Gleichungen in Verbindung mit dem verallgemeinerten Ohmschen Gesetz
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Abb. 1.1 Zeitliche Variationen des erdelektrischen Feldes an mehreren Orten in Athiopien lings eines NS-
Profils (obere 6 Stationen), links die EW-Komponente, rechts die NS-Komponente. Die untere Spur ist die
zum elektrischen Feld orthogonale Komponente des Magnetfelds an der Station Dire Dawa, die etwa am
magnetischen Aquator liegt. Die geographische Lage der Stationen ist in der Abb. 5.17 angegeben. In der
Zeitskala (ganz unten) sind die Stunden in Ortszeit (ET) und in Weltzeit (UT) angegeben. — Die horizontale
Komponente des Magnetfelds ist fast streng NS polarisiert. Der Beginn des dquatorialen Elektrojets ist etwa
4.00 ET und zugleich auch der Beginn der lokalen Verstirkung aller ionosphirischen Stréme am magneti-
schen Aquator. Die erkennbare Variation der Amplituden von Ort zu Ort ist aber mehr durch die Variation
der elektrischen Leitfahigkeit des Untergrundes als durch die Inhomogenitit des Magnetfelds verursacht.
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Eew

ADI

MEL

HAU

CHE

OMA

HLE

HAR

s

DIR
BNs

1. Einfithrung 7

a ADI /\-\.A/\/\JJ\//\/\'\ o,

ME L gﬁﬂpﬂvﬂﬁ&waw

HAU ————onees

CHE (W A

Ens

OMA

REE

HAR/D

5-10'5wm ;102 nT

BIS/H-

=l DIR A /\4/\»\//\/\
\fw 3 21UT \/\}22 \/J 24

2ilm 122 =0 29.4.71 e 4

Abb. 1.2 Zeitliche Variationen des erdelektrischen Feldes an 8 Stationen in Athiopien auf demselben NS-
Profil wie in Abb. 1.1, und des magnetischen Feldes an der Station Dire Dawa, die etwa am magnetischen
Aquator liegt. Da die Registrierung um 24.00 ET (lokale Zeit) beginnt, ist das induzierende Magnetfeld
riaumlich homogen und nicht so streng NS-polarisiert wie das Magnetfeld in Abb. 1.1. Wegen der wechseln-
den Polarisationsrichtung des Magnetfeldes sind die lateralen Anderungen der elektrischen Leitfihigkeit in
den Registrierungen des elektrischen Feldes deutlich zu sehen: An den beiden Stationen Harar (HAR) und
Bisidimo (BIS) sind die Amplituden der NS-Komponente des elektrischen Feldes in der Abbildung um den
Faktor 1/5 gegeniiber der Originalregistrierung verkleinert. Diese sprunghafte Zunahme der Amplituden der
NS-Komponente des elektrischen Feldes deutet auf eine sprunghafte Zunahme des spezifischen Widerstandes
einer etwa EW-streichenden Anomalie im Bereich dieser Stationen.




w

E

270

230

192

GEW

MED

AG

D

DIR
Bns

W N /M\

8 1. Einfithrung

S AWM\/\/J\ /\V 270 Wﬁ%ﬂ%&%&v@wﬁ
AT

\LA/\A,N"\/\AAVAA M M|
I AT v

R e o g

192 W /\/\/\ AV MWAA\TNNM”‘VV\

Abb. 1.3 Zeitliche Variationen des erdelektrischen Feldes an 6 Stationen in Athiopien auf einem NS-Profil
und des magnetischen Feldes in Dire Dawa (DIR), Lage der Stationen in Abb. 5.17. Die Variation der
Amplituden zeitgleicher Effekte ist vor allem auf die Variation der elektrischen Leitfihigkeit des Unter-
grundes entlang des Profils zuriickzufithren, weniger auf die Induktion durch ein inhomogenes Magnetfeld,
da die Registrierzeit teilweise noch vor Beginn des Elektrojets liegt. Beachtenswert sind die groBen Ampli-
tuden der NS-Komponente des erdelektrischen Feldes (EW-Komponente des Magnetfeldes) zwischen
23.00 UT und 1.30 UT, die im Bereich des magnetischen Aquators nur selten zu beobachten sind. Einige
zeitgleiche Effekte sind an den verschiedenen Stationen nicht miteinander korrelierbar, was auf zeitliche An-
derungen des Kontakt-Potentials zwischen den Cu/CuSO,-Elektroden und dem Elektrolyten des Bodens
zuriickzufiihren ist.

bestimmt wird, ist also die Registrierung 1.3 hierfiir geeignet. Die Registrierung in 1.1
wiirde dagegen nur beschrinkte Information Uber die Gréfle und rdumliche Verteilung
der elektrischen Leitfihigkeit ergeben. Nun kénnte man zunéchst hieraus schlieBen, daf nur
eine Interpretationstheorie erfolgreich sein wird, die die Lésung der dreidimensionalen und
von der Zeit, bzw. Frequenz abhiingigen Maxwell-Gleichungen voll berticksichtigt. Solche
praktisch schwer handhabbaren Verfahren sind aber nicht notwendig. Das Ziel dieser
Arbeit ist es, zu zeigen, dall es mdglich ist, eine Folge von Interpretationsverfahren auf
diese Registrierungen anzuwenden. Diese Interpretationsverfahren unterscheiden sich je-
weils in den Voraussetzungen Uber die rdumliche Geometrie der elektrischen Leitfihigkeit
und des induzierenden Magnetfeldes.

Alle GréBen werden im S.I.-System (MKSA) angegeben. Um die gewohnten Zahlen-
werte fur das Magnetfeld belzubehalten (1 y =1 nT), wird anstelle des Magnetfelds H

nur die magnetische Induktion B verwendet. (Der Gebrauch von B hat zudem den Vorteil,
ohne besondere Mithe vom S.I.-System zum gewohnten c.g.s.-System und umgekehrt

=
tiberzuwechseln: Hierzu ersetze man in den ,,S.I.-Formeln** die py's durch 47 und die B’s
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Abb. 1.4 Zeitliche Variationen des erdelektrischen Feldes an 5 Stationen in Athiopien entlang eines NS-Profils (siehe Abb. 5.17) und des
magnetischen Feldes in Dire Dawa (DIR), das etwa am magnetischen Aquator liegt. Der starke Gang des Magnetfelds wird durch Ta-
gesvariation des Elektrojets verursacht (Beginn des Elektrojets etwa 4.00 ET). Zeitgleich mit dem Elektrojet ist die starke Polarisation
des Magnetfelds in NS-Richtung, bzw. starke Polarisation des erdelektrischen Feldes in EW-Richtung.
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Abb. 1.5 Zeitliche Variationen des erdelektrischen Feldes an der Station Agamsa Bordoda auf dem SE-Escarpment und des magne-
tischen Feldes in Dire Dawa in Athiopien. Der Beginn der Registrierungen an den 4 aufeinanderfolgenden Tagen 11./12./14. April 1971
ist 4.00 ET (am 13. bereits 3.30) und endet jeweils 12 Stunden spater. Beide Stationen liegen etwa am magnetischen Aquator. Im Magnet-
feld ist das zeitliche An- und Abschwellen des Elektrojets mit dem Maximum um 12.00ET zu erkennen, allerdings nur in der NS-Komponente
(linker Teil der Abbildung). Diese langperiodische Variation des Elektrojets ist im induzierten erdelektrischen Feld schwerer zu erkennen,
da die Variationen kiirzerer Periode auf Grund des Induktionsgesetzes gegeniiber den Variationen lingerer Periode verstirkt werden. Die
Registrierung von Variationen des erdelektrischen Feldes von so langen Perioden (hier bis zu 12 h) ist schwierig, da auch das Kontakt-
potential der Elektrode mit dem Elektrolyten des Bodens zeitlich variiert. Hierauf ist z. B. die starke Variation des elektrischen Feldes in der
NS-Komponente am 13. 4. zuriickzufiihren.
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Abb. 1.6 Die zeitliche Variation des Magnetfeldes an g Stationen auf einem Profil iiber den magnetischen Aquator in Brasilien (Registrie-
rung von D. HEssE, der diese Montage zur Verfiigung gestellt hat). AH’ ist die horizontale Komponente des Magnetfelds senkrecht zum
Aquator, also senkrecht zum #quatorialen Elektrojet; AZ ist die vertikale Komponente des Magnetfelds; AD’ ist die horizontale Kom-
ponente desMagnetfelds parallel zum magnetischen Aquator. Dem Magnetfeld des Sq-Stromsystems (erkennbar an den Stationen CHA (1)
und SAL(9)) iiberlagert sich das Magnetfeld des dquatorialen Elektrojets. Der Elektrojet beginnt an diesem Tag um etwa 8.00 LT nach
Osten zu flieBen, erreicht um etwa 12.00 seine maximale Intensitit und klingt gegen 18.00 LT langsam ab. Das Zentrum des Elektrojets
ist an der Station BOM(5), wo die Amplitude der horizontalen Komponente AH’ am groBten ist und die Amplitude der vertikalen Kom-
ponente A Z verschwindet.

Die Station CHA (1) ist 971 km vom magnetischen Aquator entfernt, die Station SAL (9) im SE ist 1001 km vom magnetischen Aquator (an
der Sattion BOM (5)) entfernt.
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Abb. 1.7 Die zeitliche Variation des Magnetfelds an 9 Stationen auf einem Profil {iber den magnetischen Aquator in Brasilien (Registrie-
rung von D. Hessg, der diese Montage zur Verfiigung gestellt hat). Dem relativ homogenen Magnetfeld des Sg-Stromsystems (erkenn-
bar an den Stationen CHA (1) und SAL(9)) iiberlagern sich am magnetischen Aquator die Magnetfelder komplizierterer Stromsysteme
kurzer Periode in der lonsphire. Man erkennt, daB auch die Magnetfelder kurzer Periode am magnetischen Aquator lokal verstirkt sind. —
Die kurz-periodische Variation des Magnetfelds kurz vor Mitternacht (23.00 LT) hat dagegen die gleiche Amplitude in der A H’-Kompo-
nente. In der vertikalen Komponente ist die Amplitude Null. Das zugehdrige Stromsystem, vermutlich in der Magnetosphire, ist deshalb
sehr homogen.

Die Station CHA (1) im NW ist 971 km vom magnetischen Aquator (der Station BOM (5)) entfernt. Die Station SAL(9) ist 1001 km vom
magnetischen Aquator entfernt.
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1. Einfithrung 13

durch I:i’s, und umgekehrt. Nach dieser Transformation haben sich allerdings die Zah-
lenwerte z.T. erheblich gedndert, was aber bei Formeln nicht auffillt.)

Einheiten: B in nT i in Ajm?
E in V/m
Grundglelchungen und gebriuchliche Definitionen lauten im S.I.-System:
11 rot B = Ho wobei die Zeit- und Ortsabhanglgkelt der Felder E B und D
12 div B=o deﬁmert sei durch (z. B. fiir B)
13 rot E=—iuB | B= B(x v,2,t) = Realteil (Bo(x v,2) €9)
1.4 div D= 7 = Bo,r (x,y,2) - cos wt — Bo,i(x y,z) sin ot

1.5
1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

(Maxwellgleichungen in quasi-stationdrer Ndherung ohne Verschiebungsstrom)
o = 471077 (Vs)/(Am)

_3 —o-E (Ohm’sches Gesetz)

Impedanz:
zi3 = Ei/Bj 1und j orthogonale Feldkomponenten
Ubertragungsfunktion:
= Eif(i* o+ By) = zy/(iw)
Scheinbarer spezifischer Widerstand

Poi =g @ | Ciff = o | gy [P = boD\ T

27 | B

Eindringtxefe in den Halbraum mit der homogenen Leitfihigkeit 6: Die elektrischen
Felder in der Tiefe z haben gegentiber den elektrischen Feldern an der Erdoberfliche
verinderte Amplituden und Phase:

Ex(z) = Ex(z = 0) - exp(— zV ugiwoc) = Ex(0) - exp (—(1 4 i) )
Eindringtiefe = p = Vz/(p.owc) = 103/(211:)1/10 T
Fir p in km: pgkm = 1/(2717)V10 e T

Koordinatensystem: Es wird stets ein rechtshindiges Koordinatensystem verwendet,

sieche Abb. 1.8. X
- Y
Abb. 1.8 z zihlt positiv nach unten, x zihlt positiv in
die Blattebene hinein (vom Leser weg). Die Streich-
richtungen von 2-dimensionalen Anomalien der elek-
z trischen Leitfihigkeit o(y,z) sind stets parallel zur

x-Achse.



14 2. Einteilung der Interpretationsverfahren

2. EINTEILUNG DER INTERPRETATIONSMETHODEN

2.1 Verallgemeinerte Eindringtiefe in den geschichteten Halbraum (Schwerpunkttiefe des
induzierten Stromsystems, WEIDELT (1972); Tiefe eines unendlich gutleitenden Halb-
raums, SCHMUCKER (1969))

Fir die Diskussion von Induktions-Vorgingen ist es oft priziser, die Eigenschaft des
Untergrundes anstatt durch die Verteilung der elektrischen Leitfdhigkeit alleine zusétzlich
noch durch die Frequenz der induzierenden Magnetfelder in Form der Eindringtiefe (1.10)
zu beschreiben. Normiert man sidmtliche Entfernungen auf diese ,,Eindringtiefen‘, so
existiert eine ganze Klasse von induktiv dquivalenten Modellen. Anstelle des falsche Vor-
stellungen erzeugenden Wortes ,,Eindringtiefe’ wird deshalb auch fir die gleiche GroBe
(1.10) das Wort ,,Skalen-Wert (scale-length)* verwendet. Eine hierzu analoge GroBe fiir
den geschichteten Halbraum ist die verallgemeinerte Eindringtiefe. Es existiert auch hier
eine ganze Klasse von Modellen eines geschichteten Halbraums, die alle durch die gleiche
verallgemeinerte Eindringtiefe charakterisiert werden. Auch hier ist das Wort ,,Eindring-
tiefe’* die Quelle falscher Vorstellungen. Das Wort ,,inductive scale-length‘ zielt auf die
Anwendung dieser GroBe bei der Normierung von ModellgréBen. Von der Herkunft ist
es eindeutig durch ,,Schwerpunktstiefe des induzierten Stromsystems‘‘ anzugeben, was im
folgenden abgeleitet wird.

Die Stromdichte sei nur Funktion von Tiefe z und Frequenz
(2.1) jx = jx(z, ©).
Flir eine feste Frequenz o ist die Stromdichte nur noch eine Funktion der Tiefe. Man

konnte sie deshalb in Analogie z. B. zu der Gesteinsdichte als eine mit der Tiefe variierende
Eigenschaft des Untergrundes auffassen und fiir sie eine Schwerpunktstiefe definieren

Zu

(2.2) 2s(w) = RE %MI
ofix(z,0) dz

Diese Schwerpunktstiefe ist gleich dem Realteil der Ubertragungsfunktion, die man aus

den Registrierungen des elektrischen und magnetischen Feldes an der Erdoberfliche be-

stimmen kann, also:
(2.3) z5(0) = RE{

Diese Behauptung soll jetzt bewiesen werden.

—Ex(z =0, )
iw By (z = o, ®)

Man kann sicher sein, daB3 alle FeldgroBen (I-?:, B und _1—5 in irgendeiner Tiefe sehr klein
werden, wenn nur die Leitfihigkeit ¢(z) endlich ist, was im relativ gut leitenden, tieferen
Erdinnern sicher der Fall ist. Diese Tiefe sei mit zmax bezeichnet. Hier soll dann gelten

Ex(Zm&x, (1)) =0
By(Zmax, O.)) =0
jx(zma.x, “)) =0

Um zu zeigen, daB die Gleichungen (2.2) und (2.3) identisch sind, muf3 man (2.2) mit
Hilfe der Maxwellgleichungen umformen und dann von der Erdoberfliche bis zmax in-
tegrieren.
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Von den Maxwellgleichungen werden die Beziehungen gebraucht:

— 1 &By(z,
(2.4) jx(z, ©) =~ 2By)
3Ex 3
und By(z, w) = + %—%
Der Nenner von (2.2) kann sofort berechnet werden:
Zmax

(2.5) Nenner = fjx(z, ©)dz = =% (By(zmax, &) — By(2 =0, @) = +-— By(0, )
0 0

Der Zihler von (2.2) wird partiell integriert: Zihler =
Zmax Zmax Zmsx 7,

(2.6) ofz-jx(z)dz— [z I]x(z) dz]—-——f [f]x(z)dz] dz

Zmax  Zmax ]

= ;ol [Z *{By(2) — By(0)} | + [ [By(2) — By(0)] dz

) Zmax

= = [ mae (—By@)]+——[jBy(z)dz—jBy(o)dz]

Zmax

e 1 dEx(z) 1

— + —l-; Zmax °* By(O) + to R J" a3z dz — '-y.o—Zma,x By(O)
e __Ex(z=0)

= o [ Bxmm) — B = — =52

Teilt man Zihler durch Nenner, so ergibt sich die Gleichung (2.3): Der Realteil der an
der Erdoberfliche meBbaren Ubertragungsfunktion ist gleich der Schwerpunktstiefe des
induzierten Stromsystems.

Vergleich von Schwerpunktsticfe und Eindringtiefe :

Im homogen leitfihigen Halbraum nimmt das elektrische Feld mit wachsender Tiefe
exponentiell ab:

@7 Ex(z, 0) = E(z = 0, 0) - exp(— z 1

p ist die Eindringtiefe, also jene Tiefe, in der die Amplitude des Feldes auf 1/e abgenom-
men hat. Berechnet man nun von dieser exponentiellen, nach unten sich zuspitzenden
Fliche, die Schwerpunktstiefe, so ergibt sich

(2.8) zszRE(lii)=%

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man auch folgendermaBen: Da

(2.9) By(z, @) = o o Ex(z, 0) = T3 +‘ Ex(z, @),

folgt fiir den Realteil der Ubertragungsfunktlon, also fur die Schwerpunktstiefe:
e —Ex(z,0) \ _ p

(2.10) Zg = RE(W) =1

Die Frage ist: welche Bedeutung hat der Imaginirteil einer Ubertragungsfunktion.
Zunichst kann man sich in Analogie zur Gravimetrie, bei der man sich die gesamte Masse
eines Koérpers im Schwerpunkt konzentriert denken kann, ein Modell vorstellen, bei dem
in der Tiefe zs die Leitfihigkeit unendlich grof ist, wihrend sie fiir den Bereich z < zs Null
ist. In diesem Modell ist die gesamte induzierte Stromdichte in der Tiefe zg konzentriert.
Eine Messung an der Oberfliche z = o wiirde eine Ubertragungsfunktion ergeben, die
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nur einen Realteil hat, der gleich zs ist, aber keinen Imaginidrteil. Nun kann man das
Modell etwas verdndern (siehe Abb. 2.1):

z=0

o=0

z=d
(-O'(w —-——— e —— z:zS=d+p Abb. 2.1

Da die Leitfihigkeit des Halbraums z >> d einen endlichen Wert ¢ < co hat, nehmen
die Feldamplituden in diesem unteren Halbraum mit wachsender Tiefe ab nach Glei-
chung (2.7) fiir z > d. Die an der Oberfliche gemessene Ubertragungsfunktion hat des-
halb den Wert (WEAVER, 1973)

(2.11) C(z_—_o,m)=d+lii=(d+}zi)_i.%

= z5—i-2 = RE(C) +i-IM(C)

Fiir dieses Modell kann man aus dem Imaginirteil der Ubertragungsfunktion die Leit-
fahigkeit des unteren Halbraums exakt berechnen:
(2.12) p =V 2/(uowo) o = 2/(P*o®) = S5 ThrTeF

Fir dieses Modell ergibt der Realteil der Ubertragungsfunktion eine Tiefe zs, in der die
aus dem Imaginirteil der Ubertragungsfunktion berechenbare Leitfihigkeit ¢ existiert.
SCHMUCKER (1970) verallgemeinert diese Erkenntnis zu einem einfachen Inversionsver-
fahren, dem p*(z*)-Verfahren:

p*

(2.13) Cz=o0,0)=2*—i——

sodaB fiir ein geschichtetes Medium in erster Niherung gilt
(2.14) p*(z*) = 2 - Yy - © - IM(C)? mit z* = RE(C)

Zusammenfassend erkennt man, daB firr die gleiche Schwerpunktstiefe, also fir den
gleichen Realteil der Ubertragungsfunktion, beliebig viele Leitfahigkeits-Tiefenfunktio-
nen o(z) existieren. Insbesondere kann man anstatt eines N-Schichten-Modells stets ein
2-Schichten-Modell in Rechnung setzen, das die gleiche Schwerpunktstiefe hat, wobei die
obere Schicht die Leitfihigkeit Null und die Michtigkeit zs hat. Die Michtigkeit der so
berechneten Schicht ist von der Frequenz abhingig, sie wichst mit abnehmender Frequeng,
und zwar wichst sie nur langsam, wenn die Leitfihigkeit in der Tiefe zg 4= Azs hoch ist,
dagegen schnell, wenn die Leitfihigkeit gering ist. Dieser idealisierte 2-Schichtenfall wird
der Diskussion des Induktionsraumes zugrunde gelegt.

2.2 Induktionsraum

Schon die Erfahrung lehrt, daB sehr entfernt liegende leitfihige Koérper wenig EinfluB
auf das an einem MeBort beobachtete induzierte elektrische und magnetische Feld haben.
Man kénnte sich ein Experiment vorstellen, bei dem man von weit her gut leitende Kor-
per in einer leitfihigen Umgebung an den Meflort heranschiebt, und am MeBort beob-
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achtet, in welcher Entfernung R diese gutleitenden Koérper die induzierten Felder am Mef3-
ort meBbar verdndern. Dieser somit definierte Kreis mit dem Radius R um den Beob-
achtungspunkt schlieBt die Leitfihigkeitsverteilung ein, die im wesentlichen die GroBe der
beobachteten induzierten Felder am MeBort bestimmt. Wiirde man dieses Experiment in
verschiedenen Tiefen wiederholen, so ergibe sich schlieBlich ein nach auBen begrenzter
Raum, der Induktionsraum genannt wird, der die Leitfahigkeitsverteilung enthilt, die
die GroBe der am MeBort beobachteten induzierten Felder bestimmt. Die Tiefe dieses
Raumes wire dann die Eindringtiefe der Felder, bzw. die Schwerpunktstiefe.

Anstatt nun dieses Experiment zu realisieren, wird die Existenz dieses Induktionsraumes,
und zwar dessen laterale Erstreckung, an einigen Formeln abgeleitet.

Es wird ein Halbraum mit Schichten verschiedener Leitfihigkeit betrachtet. Die Fre-
quenz sei festgehalten: Dieses Vielschichtenmodell soll nun durch ein 2-Schichtenmodell
ersetzt werden, in dem die obere Schicht die Leitfihigkeit Null und die Michtigkeit zg
(Schwerpunktstiefe) hat, der darunter liegende Halbraum die Leitfihigkeit Unendlich.*
Bei dieser Transformation des Vielschichtenmodells in ein 2-Schichtenmodell wird also der
Imaginirteil der Ubertragungsfunktion nicht beriicksichtigt. Doch wird durch diese Ver-
nachlissigung die mathematische Formulierung einfacher und tbersichtlicher, wobei die
Allgemeingultigkeit der SchluBfolgerungen nicht beeintrichtigt wird.

Die Ubertragungsfunktion fiir dieses spezielle 2-Schichtenmodell lautet
(2.13) C(z, 0, ky)z—g = —é - tan h(kyzs)

wobei ky == 2n/Ly die Wellenzahl fiir eine Fourierzerlegung des rdumlich in y-Richtung
variierenden E- und B-Feldes ist.

Ableitung dieser Ubertragungsfunktion :

Man mache fir die rdumliche Variation des elektrischen Feldes folgenden Ansatz
(216) Ex,n(l,ﬁ), ky) = An s exp(— ZKn) + Bn = exp(+ ZKn)

n = Nummer der Schicht, fiir den dieser Ansatz gemacht wird
Kn=Viyyioon + ky?*

Aus diesem Ansatz fo!gt dann fiir das Magnetfeld

(2.17) By,n(z, @, ky) = — ———2 Ex,u(z, &, ky) =

o 2z
= Kp* (An - exp(— zKn) — Bn - exp(+ zKny))
Die Ubertragungsfunktion lautet also
_ 1 Apexp(—zKn) + Bnexp (+ zKn)

(2.18) GGl = ) — B ek

Fiir das betrachtete Modell (vergl. Abb. 2.1) folgt fur die 1. Schicht n = 1, fir die
Tiefe z = o und z = zs — 3 (dies soll bedeuten, daB dieser Ort noch innerhalb der 1. Schicht
mit der Leitfihigkeit 61 = o ist.)

1 A+ B

(2.10) Ci(z = 0,0, ky) = 1~ F—5-
1 A exp(—zky) + Byexp(4 zsky)

C1(zs, 0, ky) = &y A, oxp(— zky) — Byoxp(+ zky) | O

(2.20)

*Der Aquivalente Strom ist also in der Oberfliche des unendlich gutleitenden Halbraums in der Tiefe
zg konzentriert.

2 Miinchen Ak.-Abh, math.-nat, (Haak)
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Eliminiert man nun die unbekannten Aj und B; aus den Gleichungen (2.20) und (2.19),
so erhiilt man die gesuchte Ubertragungsfunktion (2.15) (die Ubertragungsfunktion (2.20)
ist Null, da die Felder in den unteren Halbraum wegen seiner unendlich hohen Leitfihig-
keit nicht eindringen kénnen).

Transformiert man nun die Beziehung

(2:21) Ex(z, 0, ky) =iwC(z, 0, ky) * By(z, o, ky)
in den y-Ortsbereich, so erhilt man ein Faltungsintegral:
(2.22) Ex(z, 0,y) = icorN(z, ®, M) By(z,0,m—y) - dy
wobei N(z, », n) die F ouriertransfor;;ierte der Ubertragungsfunktion ist
(2.23) N(z, », n) =fC(z, o, ky) exp(—iky - n) dky
= % ln(cot h( 1215 )) (SCHMUCKER, 1970)

Die Funktion N(z,,7) ist einem Regenschirm vergleichbar, der ein eigenes Koordi-
natensystem 7 parallel zur y-Achse hat, und iiber das Profil mit den Koordinaten y ge-
tragen wird. Dabei wird das in y-Richtung inhomogene Magnetfeld geglittet. Jede Leit-
fihigkeitsverteilung ¢ (z) hat eine eigene Kernfunktion N (v), die im allgemeinen komplex-
wertig und kompliziert ist. Die reelle Kernfunktion in diesem Beispiel gilt nur fir das
betrachtete 2-Schichten-Modell. Es gilt aber allgemein, daB die Wirksamkeit dieses ,,Re-
genschirms’* nach auBlen hin abnimmt:

Der Beobachtungsort sei am Punkt y =y,, die Gewichtsfunktion N () reicht dann von
7N =—1)g bis = 4 n,, wobei — 7, und 7, groe Entfernungen — vom MefBort aus ge-
rechnet — seien. Aus den Eigenschaften einer cos h-Funktion folgt dann ganz allgemein,
daB die Gewichtsfunktion mit wachsenden — 0, und + 7, gegen Null strebt, und zwar
exponentiell fur gréBere Entfernungen vom MeBort:

1 etr f et . .7
(2.24) N = =ln— = mitt = T
1 1 =85 2 2
=—In —+—E_—27 =—artanh e~ =
T 1—¢ ™ ™

Es soll nun abgeschitzt werden, wie gro8 der Beitrag der Leitfihigkeitsverteilung
aufBlerhalb eines bestimmten Kreises um den Beobachtungsort zum elektrischen Feld am
Beobachtungsort ist. Zum Vergleich wird zunichst das elektrische Feld am Beobachtungs-
ort berechnet, fir das die gesamte Leitfdhigkeit bertcksichtigt wird:

(225) Ex(0,7,0) = i0By(0,y,0) [ N(n) d

wobei angenommen wird, dafl das Magnetfeld Gber groBe laterale Entfernungen, in denen
N (n) noch groB ist, homogen ist und damit als Konstante vor das Integral gezogen werden
kann (auBerhalb der Gewichtsfunktion N (v) kann By inhomogen sein, was auf die Bezeich-
nung quasi-homogenes Magnetfeld fiithrt).

Ersetzt man in (2.25) die Ortsfunktion N (%) durch ihre Fouriertransformierte, der
Wellenzahl-Funktion C(ky), dann ergibt sich:

4o +®

ik
(2.26) Ex(w,7,0) = ioBy(e,7,0) | | Cly)e '+ dkydy
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Vertauscht man nun die Reihenfolge der Integration, erhilt man
= io By(®,y,0) [ C(ky) {fe'“‘y'"d‘q}dky
- -
8-Funktion

= iwBy(w,y,0) [ C(ky) - 3(ky) - dky

. ) im tan h(ky 2
= i0By(©,7,0)" C(ky)iky =0 = i@ By (0,y,0) - I == k(YYZ)

wobei also die Beziehung (2.15) eingesetzt wurde,
(Anwendung der Regel von L’Hospital liefert):

g li .
= iwBy(w,y,0) ky”_r:o T};ﬁ’(l—(;;s)— = iw By(w,y,0) * z;
Also:
(2.27) Ex(6,,0) = 10 By(0,7,0) * zs

Dieses Ergebnis ist nicht neu: Fiir das zugrunde gelegte Modell sollte als Ubertragungs-
funktion die Schwerpunktstiefe = Michtigkeit der ersten Schicht herauskommen. Diese
soeben erneut abgeleitete Erkenntnis ist unabhingig von der fritheren Ableitung (Ka-
pitel 2.1): Jetzt ergab sich durch Integration tiber die unendlich ausgedehnte MeBebene
die vertikale Strecke der Schwerpunktstiefe.

Es soll jetzt ein Kreis mit dem Radius R um den MeBort gelegt werden und der induk-
tive Beitrag der aufler/alb dieses Kreises existierenden Leitfahigkeit zum elektrischen Feld
am Beobachtungsort fiir ein quasi-homogenes Magnetfeld abgeschitzt werden.

(2.28) Ex(z = 0,0,y) =ioBy(z =0,0,y) - [ N(y) - dy

= 2iwBy(0,0,y) [ N(n)dn da N immer, also auch fir andere o(z)-Vertei-

lungen eine gerade Funktion ist.
=2 iny(O.w,y)“N(n) dy +£ N - dn}
= E(innen) + E(auBlen)

Das erste Integral gibt den induktiven Anteil der Leitfihigkeitsverteilung innerhalb des
Kreises wieder. Das zweite Integral, das den induktiven Anteil des AuBenraumes wieder-
gibt, kann leicht ausgerechnet werden, und zwar mit Hilfe der Ndherung (2.24), die ja
gerade fur das groBe R gilt

8iwzg R
(2.20) E (auBen) = —19% . exp (— £ —) - By(0,,Y)

Zg

Dieser AuBenraum trigt also zum gesamten induzierten elektrischen Feld des Unter-
grundes folgenden Bruchteil bei:
T R)

E (auflen) _© . R

8
(2.30) E(gesamt) w2 ’ exp( 2 " iZa

Firr einen Kreis mit dem Radius R = zg ergibt sich ein Bruchteil von etwa 1/,. Man
kénnte also mit Hilfe von R den lateralen Durchmesser eines Raumes um den Beob-
achtungspunkt definieren, dessen Leitfihigkeitsverteilung zu 3/, das induzierte elektrische
Feld des Untergrundes bestimmt. Dieser Raum wird der /nduktionsraum genannt.

2*
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Abb. 2.2 : Querschnitt durch eine inhomogene Leitfihigkeits-Verteilung, wie sie fiir Kontinente typisch sein
kann, im Vergleich mit drei unterschiedlich groBen Induktionsriumen. Der tiefere Untergrund ist aus hori-
zontal lagernden Schichten aufgebaut, nur im Bereich der oberen Kilometer dAndert sich die Leitfihigkeit
auch lateral innerhalb kurzer Distanzen. — Der MeBort liege etwa in der Mitte einer Leitfihigkeitsanomalie.
Bis zu Perioden von einigen Zehner-Sekunden ist der Induktionsraum verglichen mit der Leitfihigkeits-
Anomalie noch so klein, da das am MeBort beobachtete induzierte elektrische und magnetische Feld durch
die horizontallagernden Schichten bestimmt wird. Fiir lingere Perioden bis zu einigen hundert Sekunden
ist die Leitfahigkeitsverteilung innerhalb des Induktionsraumes angenihert 2-dimensional. Fiir Perioden von
einigen tausend Sekunden erstreckt sich der Induktionsraum schliellich iiber den Oberen Mantel, so daf
man das obere Stockwerk mit den lateralen Anderungen der elektrischen Leitfiahigkeit als ,,Diinne Schicht*¢
betrachten kann, wobei die Leitfihigkeitsanomalien in dieser Deckschicht keine Induktionsanomalien sind.



3.1 Quasi-homogenes induzierendes Magnetfeld 21

Da die Schwerpunktstiefe mit wachsender Periode zunimmt, nimmt im gleichen Mafle
auch der Radius des Induktionsraumes zu, wenn das Verhiltnis

E (auBen) [ E(gesamt)
konstant bleiben soll.

2.3 Einteilung der Interpretations-Methoden

Die Frage, welches Interpretationsverfahren man anwenden muB, wird beantwortet
durch die Verteilung der Leitfihigkeit und der Verteilung der Stirke des induzierenden
Magnetfeldes im Induktionsraum.

Der Durchmesser des Induktionsraumes wichst mit wachsender Periode der zeitlich
variablen elektrischen und magnetischen Felder und nimmt mit zunehmender elektrischer
Leitfihigkeit des Halbraumes ab. Beachtet man die in etwa bekannte, mittlere Leit-
fahigkeits-Verteilung des Erdinnern, so folgt: Der Durchmesser des Induktions-Raumes
wichst von einigen 100 m bei Perioden von einigen Sekunden, Gber einige Kilometer
bei Perioden von einigen Zehner-Sekunden, und tber einige Zehner-Kilometer bei meh-
reren hundert Sekunden bis zu einigen hundert Kilometern bei mehreren tausend Sekunden
(siche Abb. 2.2). Da fiir ein Interpretationsverfahren die Verteilung der elektrischen Leit-
fahigkeit nur innerhalb des Induktionsraumes wichtig ist, bzw. die Geometrie des indu-
zierenden Magnetfeldes innerhalb des Induktionsraumes, ist es nicht notwendig, die ge-
samte tatsdchlich existierende dreidimensionale Struktur der Leitfihigkeit und die des
induzierenden Magnetfeldes zu beriicksichtigen. So kann man z. B. bei kurzen Perioden,
also kleinem Induktionsraum, in guter Niherung oft annehmen, daB die Leitfihigkeit nur
eine Funktion der Tiefe ist, wihrend das induzierende Magnetfeld homogen ist. Bei mitt-
leren Perioden von einigen hundert Sekunden kann man die Verteilung der elektrischen
Leitfihigkeit oft durch eine 2-dimensionale Verteilung annihern, da die meisten Gesteins-
Strukturen von regionaler Ausdehnung 2-dimensional sind. Erst bei sehr langen Perioden
von mehreren tausend Sekunden muf3 man die 3-dimensionale Verteilung der elektrischen
Leitfahigkeit in Rechnung setzen, wobei man dann in gewissen Gebieten der Erde, dem
magnetischen Aquator und der Polarlicht-Zone, auch die inhomogene Struktur des indu-
zierenden Magnetfelds beriicksichtigen muB}, da in diesen Gebieten die induzierenden
Strome der Ionosphire keine homogenen Flichenstrome Gber dem Untersuchungsgebiet
sind.

3. INTERPRETATIONSVERFAHREN FUR GESCHICHTETEN
UNTERGRUND

3.1 Das induzierende Magnetfeld ist innerhalb des Induktionsraumes homogen (quasi-
homogenes Magnetfeld)

Der Durchmesser des Induktionsraumes ist klein im Vergleich mit den lateralen Ande-
rungen der Leitfahigkeit und des induzierenden Magnetfelds. Der Untergrund im Induk-
tionsraum bestehe aus horizontalen Schichten homogener und isotroper Leitfihigkeit(siehe
Abb. 3.1). Die Berechnung der Ubertragungsfunktionen fiir dieses einfache Modell ist
bereits lange bekannt (CAGNIARD, 1953) und deshalb auch hiufig in der Literatur dis-
kutiert worden. Es wurde auch viel dartiber diskutiert, ob man Interpretationstheorien fiir
solch einfache Modelle auf die MeBergebnisse auf der realen Erde iberhaupt anwenden
diirfe. Viele MeBergebnisse in den letzten Jahren haben ergeben, da man solch einfache
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Modelle der Interpretation realer MeBergebnisse zugrundelegen kann. Kriterien hierfur
(Verteilung der Vorzugsrichtungen des elektrischen Feldes) werden im 5. Kapitel dieser
Arbeit erdrtert. Weiterhin kann man diese einfache Interpretationstheorie in vielen an-
deren Fillen als erste Ndherung gebrauchen, um die in den folgenden Kapiteln diskutierten
komplizierteren Verfahren der Interpretation zielstrebiger einsetzen zu kénnen.

Das entscheidende Kriterium, solch einfache Modelle des Untergrundes, wenn auch nur
als Niherung, der Interpretation zugrunde zu legen, ist die Existenz eines Inversions-
verfahrens (SCHMUCKER, 1974), d. h. eines Verfahrens, dirckt aus den gemessenen Uber-
tragungsfunktionen die Leitfihigkeiten und Michtigkeiten der einzelnen Schichten be-
rechnen zu kénnen. Die Existenz eines solchen Umbkehrverfahrens setzt voraus, dall zwi-
schen den gemessenen GréBen und den gesuchten GréBen ein linearer Zusammenhang
besteht. Das ist aber gerade bei induktiven Prozessen nicht der Fall. ScHMUCKER (1974)
hat durch eine spezielle Normierung und Umformulierung der in (1.8) definierten Uber-
tragungsfunktion einen solchen gesuchten fast linearen Zusammenhang gefunden. Diese
spezielle Ubertragungsfunktion ergibt sich als L&sung einer einfachen Differentialglei-
chung, die im folgenden abgeleitet und geldst wird (ECKHARDT, 1968).

Das Ziel ist zunichst die Berechnung der Ubertragungsfunktion fiir ein gegebenes
Modell. Die allgemein bekannte Methode, dieses Ziel zu erreichen, ist die Lésung einer
Differential-Gleichung, die die Diffusion des elektrischen (bzw. des magnetischen) Feldes
in den elektrisch leitfihigen Untergrund beschreibt

(3.1) E'Y n(z,0) = g iwo(z) Ex,n
mit n = die Nummer der Schicht, von der Erdoberfliche aus gezihlt
z = Tiefe innerhalb dieser Schicht zy <z < zn+1

Die Losung dieser Differential-Gleichung ergibt die Variation von Ex,n(z,®) mit der
Tiefe, woraus dann mit Hilfe einer Maxwell-Gleichung auch die Variation von By, n(z, »)
mit der Tiefe berechnet werden kann. Nach (1.8) kann man dann die Ubertragungs-
funktion berechnen.

Andererseits kann man das Ziel, die Ubertragungsfunktion fiir ein gegebenes Modell
zu berechnen, auch direkt finden. Hierzu muB3 man eine Differential-Gleichung fir die
Variation der Ubertragungsfunktionen mit der Tiefe formulieren, was im folgenden ge-
tan wird.

Aus der Maxwellgleichung (1.2) folgt

(3.2) E'x(0,z) = —iwBy(e,z)
Hiermit 148t sich die Ubertragungsfunktion umschreiben
Ex,n(w,2z) _ Exn(w,z)

(3-3) G0 = S —Eha,2)
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Differenziert man (3.3) nach z (Anwendung der Quotientenregel), dann erhidlt man

(3.4) SGle7) . & ")(g:)j (E™) _ (E" wird mit Hilfe von (3.1) eliminiert)
= —1 4+ gios (g—,})z =—1 + pyiws Cu(w,z)?

Letztere Umformung war mit (3.3) mdglich. Das Ergebnis ist also

(3-5) %ﬁ:'—z) = pyiwe Cn(w,z)? —1

Dies ist bereits die gesuchte Differentialgleichung fiir die Ubertragungsfunktion. Sie gilt
fiir die n-te Schicht. Sie soll jetzt dimensionslos gemacht werden, indem

Pn

TV die far einen

a) die Tiefe z normiert wird auf die komplexwertige Eindringtiefe
homogenen Halbraum der Leitfihigkeit 6n bei der Frequenz o gilt
(3.6) 7= Tf- (1 + i) fur die n-te Schicht,

b)die Ubertragungsfunktion Cn(,z) normiert wird auf jene Ubertragungsfunktion, die
ein homogener Halbraum mit der Leitfihigkeit on bei der Frequenz o haben wiirde:

N Cn(o, i
(3-7) Calo,) = 222 — Cyo,7) - LEL
da nach (2.9) Cn, 5 = ,Iz: - die Ubertragungsfunktion fiir den Halbraum ist.

Beachtet man noch, dal} 0/0z = " I:’_‘i . -ai, dann folgt aus (3.5) die dimensionslose
Z
Differentialgleichung
39) 2oln®) . Gy, 22— 1

Diese Differentialgleichung kann nun noch einfacher umgeschrieben werden, wenn man
anstelle der Ubertragungsfunktion den natiirlichen Logarithmus der Ubertragungsfunk-
tion in die Rechnung einfiihrt. Es ist ja auch in der Praxis iiblich, Ubertragungsfunktionen
und den scheinbaren spezifischen Widerstand in Logarithmen-Papiere einzutragen. Analog
wird hier also die Differentialgleichung (3.8) in ein Logarithmenpapier eingetragen:
man setzt

(3.9) La(®,%) = In(Ca(®,2)) und Cn(w,z) = eln(w.2)
Differenziert man L nach Z, so ist
ola(w,3) 1 8Culo, 2)

(3.10) % CGawn o
Formt man nun (3.8) geringfligig um,

1 . 8Cnlo, 7) _ ¢ i 1

Calo,2) O e

und setzt (3.10) und (3.9, 2. Gleichung) ein, so erhilt man
@) aL,:?(;,, 2) _ o +Lla(@3) _  —La(w,2)

= 2 - sin hLg(w,%)
Diese Differentialgleichung kann exakt geldst werden, was spiter gemacht wird. Zunichst
ist die Niherung interessant, die erlaubt ist, wenn man

(3.12) sin h Lp(o,z) = La(o, 2)
setzen darf. Die Differentialgleichung lautet dann

dLp{w, z 2 dLlp(e, z 3
(3713) —-¥=2-Ln(w,z)—>#¢?5)=2dz.
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Man integriert die rechte Gleichung von der Unterseite der n-ten Schicht, also der Tiefe
%n =+ dn, bis zu ihrer Oberseite, also der Tiefe 7p: Die Lésung ist

(3.14) In (Ln((.l),in)) —1n (Ln((l),in +an)) = (zn — 21) == an) 2!
bzw. Ln ((1), 211) = Ln ((.t), 2]1 +an) ' e—Zdn

Diese Gleichung beschreibt die Fortsetzung der Ubertragungsfunktion von der Schicht-
unterseite (zn + dn) zur Schichtoberseite zn.

Um nun auch noch den Ubergang von der Oberseite der (n 4 1)-ten Schicht zur Unter-
seite der n-ten Schicht zu formulieren, bilde man:

) . (3.9 N ) R
(3.15) Ln((x), Zn +dn) S Ln+1((1), Zn + dn) =In Cn(in + dn) —InCy +1(2n +dn)
Ca(o, 2n + Cin) (3.7 In pat- Cn(o, 2n + an) - (@)

én+1((-°, zn + an) - Pn+1° Cn+1(, Zn + an)
=l ‘l/ ™ — In V—p““
On+1 Pn

Insgesamt ergibt sich nun von der Oberseite der (n + 1)-ten Schicht zur Oberseite der
n-ten Schicht aus 3.14 und 3.15:

(3.16) La(®, %) = Ln(, %2 +dn) e ~2da

= (Ln+1<m,zn +da) + In |/ 221 e2d

Diese Gleichung kénnte also zur Berechnung der Ubertragungsfunktion fiir ein vorgege-
benes Modell verwendet werden. Dartberhinaus aber ist sie geeignet fiir eine Inversions-
methode, was spiter auch gezeigt wird.

=11

Zunidchst aber wird diskutiert, unter welchen Umstinden die obige Vereinfachung
erlaubt ist.

Aus der Definition (3.9) folgt zunichst
(3-17) Ln(w,2) = In(| Ca(,2) | exp (—i¢n)) = In(| Ca(0,2) |) — i¢n

Der Realteil von Ly ist also gleich dem Logarithmus des Betrages der normierten Uber-
tragungsfunktion. Der Imaginirteil ist gleich der normierten Phasendifferenz zwischen
elektrischem und magnetischem Feld.

Nun gilt:
(3.18) sinhLp=sinh(n|Ca|—i¢n) =
sinh(In|Ca|) - cosh (ign) —cosh (In | Cn |) - sin h (i¢n) =
sinh(n|Ca|)*cos(¢n)—i-cosh(n|Cnl):sin én
Wenn angendhert gilt, daf3
(3.19) Ca~1 und ga=~o0
dann wiirde fiir (3.18) folgen
In|C|=~o0 cosh(In|Ca]) =1
sinh(n|Ca|) = InCn

sin §n = ¢n

(®) An den Schichtgrenzen sind die Ubertragungsfunktionen stetig, da sowohl die elektrischen als auch
die magnetischen Feldkomponenten stetig sind.
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(318) = In ICn l"—"i(r)n = Ln(ﬁ),i)

Die Bedingungen (3.19) sind also die Voraussetzungen fiir die Ndherung (3.12). Was be-
deuten diese Voraussetzungen ?

a) Cn =~ Cug, die Ubertragungsfunktion fiir die n-te Schicht soll etwa gleich der Uber-
tragungsfunktion fiir einen Halbraum mit der Leitfihigkeit der n-ten Schicht sein.

b) ¢n= @ur, die Phase zwischen elektrischem und magnetischem Feld sollte etwa der
entsprechenden Phasendifferenz fir einen Halbraum entsprechen.

Diese Bedingungen sind dann erfillt wenn sich die Leitfdhigkeiten der unter der n-ten
Schicht folgenden Schichten sich gegenseitig nicht zu stark unterscheiden. Da diese Be-
dingungen im cos h und cos stehen, brauchen sie nicht besonders scharf erfiillt zu sein
(vergleiche hierzu die spitere Diskussion zu Abb. 3.3).

Nachzutragen ist noch die exakte Lésung der Gleichung (3.11). Man schreibt sie zu-
nichst in die folgende Form um:
dLn(e, 2)
(3.19) s B(La(o, 2))
Integriert man nun linke und rechte Seite von der Tiefe zn + dn nach oben in die Tiefe 7,
(wobei man aber in der n-ten Schicht bleibt), also analog zu (3.14)

== 2-dz

(3.20) In tan h Lp(©,20)/2 — In tan h Lo, 20 4 dn)/2 = — 2 dn
Zur Abkfiirzung setze man:
(3.21) D (e, 2n) = In tan h Ly(0,%a)/2

O (o, 2 +dn) = In tan h Ly(©, % +dn)/2

Setzt man dies in (3.20) ein, so gilt also
(3.22) CD((&), 211) = (I)((.l), in +an) — 2 an

Lost man (3.21) nach Ly auf

(3.23) La(w, zn) = 2 artan h e ®(®,2n)
= 2 artan h ¢ P(®,2n+dn)—2da mjt (3.22)
La(w,2n +dn) = 2 artanhe @ (@ 2n+dn)
so ist das Verhiltnis der Ubertragungsfunktionen gn:
> D (0, Zn + dn) —2dn
(3:24) o t»(:) f:)&,g = max;i:n }i . O, in)+ )

Dieser Faktor gy ist nun die exakte Lésung anstelle des Faktors exp (— 2 dy) in Glei-
chung (3.14). Die Gleichung (3.24) beschreibt also exakt die Fortsetzung der Ubertra-
gungsfunktion innerhalb einer Schicht. Die durch (3.15) beschriebene Fortsetzung {iber
eine Schichtgrenze hinweg bleibt unverdndert. Somit ergibt sich insgesamt folgende Me-
thode zur Berechnung der Ubertragungsfunktionen: (vergleiche hierzu die Abbildung 3.2)

Fiir den Ubergang von A zu B gilt
(3-25) La(w,20 + dn) = La+1(e0,2n + dn) + In ]/ Pnt1

fn
und fir den Weg von B nach C gilt:

(3.26)  Ln(w,%n) = gn * Ln(w, %n +dn) & e~ 2dn+ Ly (e, 2n +dn) mit (3.14).
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Insgesamt gilt fiir den Weg von A nach C:

(3.27) Lo(w,Zn) = gn - (Ln+1(m,2n +€ln) + In l/ % )

Gibt man sich ein Modell mit N Schichten vor, also N Leitfihigkeiten und N—1 Mich-
tigkeiten, so kann man mit der Gleichung (3.27) die Ubertragungsfunktionen an der Erd-
oberfliche berechnen: Da die Ubertragungsfunktion fiir die N-te Schicht gleich der Uber-
tragungsfunktion flir den Halbraum ist, ist gemiB der Definition (3.9)

(3.28) Ly=o Cy=1

Z|=0

g Q1 9

\ )i

= —

( 5 [ 2,

( Qn s 9n

Zn+dp =20,
( 9n+lldn+l %g
l

——

ON-1J INA
oN

Mit diesem Startwert kann man dann die Ubertragungsfunktionen fiir alle Schichten
sukzessive nach oben bis zur Erdoberfliche ausrechnen.

et

Abb. 3.2

Li(w,z=0) ist die Ubertragungsfunktion an der Erdoberfliche, aus der man den schein-
baren spezifischen Widerstand und die Phasendifferenz zwischen E- und B-Feld ausrech-
nen kann:

(329)  Lifw,0) = RE(L1) +i- IM(L1) = In(C1) — idp1 = In(ps/p1) — i (p — @ur)
(3.30) ps(z = 0, ©) == p1 * exp (RE(L1)) ¢ — ¢B = — IM(L1) + 45°

Die hier dargestellte Methode der Berechnung der Ubertragungsfunktionen bzw. des
scheinbaren spezifischen Widerstandes und der Phasendifferenz zwischen E und B fur
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geschichtete Medien eignet sich sowohl fir ein graphisches Verfahren (ECKHARDT, 1968)
als auch fir die Inversion (SCHMUCKER, 1974). Beide Méglichkeiten werden im folgenden
dargestellt.

3.11 Bestimmung des scheinbaren spezifischen Widerstandes fiir ein vorgegebenes Modell
mit einem graphischen Verfahren

Die Funktion gn(d) von Gl. (3.24) beschreibt in einem bestimmten Koordinatensystem
fir ein festes Ln (e, Zn 4-dn) eine Spirale, solange die vertikale Wegstrecke d noch innerhalb
der Schicht mit der Leitfihigkeit on ist. Fiir verschiedene ,,Startwerte’ Ln(w,2n +dp) er-
gibt sich eine Schar von Spiralen, die in der Abb. (3.3)in der Original-Darstellung von
EckHARDT (1968) wiedergegeben ist. Ist die auf die Eindringtiefe normierte Schicht-
michtigkeit sehr groB, so erreichen die Spiralen mit wachsendem (—d) ihren Mittel-
punkt. Da eine sehr dicke Schicht und ein Halbraum mit homogener Leitfdhigkeit induktiv
gleich wirkt, gibt der Mittelpunkt der Spiralen die Ubertragungsfunktion fiir einen Halb-
raum an. Deshalb ist der Abszissenwert in dem in der Figur vorgegebenen Koordinaten-
system die auf den Halbraum normierte Ubertragungsfunktion des Halbraums, nidmlich
log(C) = o, der Ordinatenwert die in dieser Darstellung nicht normierten Phase des Halb-
raums, ndmlich 45°. Die Niherung (3.12) ergab als Lsung eine Ndherung fiir die Funk-
tion gn(d) =~ exp(—24d) (Gl 3.14). In der Abbildung (3.3) sind zwei solcher logarithmi-
scher Spiralen dick eingetragen. Innerhalb des Kreises ist diese Ndherungslésung mit der
exakten Losung fast gleich. Man kann nun mit Hilfe dieser Spiralen-Schar fiir ein vor-

o.l | . 10
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A&b. 3.3 Spiralen-Schar (Originalzeichnung von EckHARDT) fiir Losungswege von Ln+, « gn(— 2&): Lings
einer Spirale #indert sich d. Fiir jedes Ln4; ergibt sich eine neue Spirale. Die Abszisse (original mit ,,impe-
dance magnitude* bezeichnet, hier: Betrag der Ubertragungsfunktion) ist irrefiihrend unterteilt. Die einge-
tragene dekadische Unterteilung bezieht sich auf den Exponenten log |C|. Der abzulesende Wert ist aber der
Wert fiir |C|:
IC| = 10leslC

Die Ordinate gibt die absolute Phasendifferenz zwischen elektrischem und magnetischem Feld an. Die
Spiralen sind unterteilt in Wegstrecken durch die kleinen Punkte, und zwar in der Umgebung des Mittel-
punktes in 8d = 0.2, auBerhalb in 8d = 0.05. Dick eingetragen sind zwei logarithmische Spiralen, die als Nihe-
rungslésung in den Gleichungen (3.14-3.18) diskutiert werden: Der dick eingetragene Kreis grenzt das Ge-
biet um die fiir den Halbraum geltende Ubertragungsfunktion ein, in dem diese Niherung giiltig ist.
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gegebenes geschichtetes Modell die Ubertragungsfunktion zeichnerisch fir jede Tiefe, also
auch fir die Erdoberfliche bestimmen. Das wird an einigen Beispielen im folgenden
demonstriert. Hierzu sei an die Gleichung (3.27) erinnert und den in Abb. (3.2) skizzierten
Losungsweg:

a) Bekannt sei die Funktion Lp+1 am Ort A. Betrag und Phase dieser Funktion definie-
ren einen bestimmten Ort in der Spiralenschar.

b) Beim Ubergang zur nichsthéheren Schicht, also von A nach B, wird zu dieser Funk-
tion ein reeller Wert 1/2 In(pn+1/gn) addiert. Diese Addition ist in der Spiralenschar ein
Sprung nach rechts bzw. links parallel zur Abszisse (da die Phase sich nicht #ndert) um
den Wert 1/2 In(pn+1/pn). Hiermit ist

Lo+ + 1/2 1n(Pn+1/Pn)
bestimmt.

¢) Wandert man nun innerhalb der Schicht von B nach C, so wird die Ubertragungs-
funktion von der Stelle B mit der Funktion gn(d) multipliziert. Da die Funktion ga(d)
eine Spirale ist, wandert die Ubertragungsfunktion vom Sprung-Endpunkt von b) in
Richtung des Mittelpunktes. Die Wegstrecke auf der Spirale ist dabei gleich der auf die
Eindringtiefe normierten vertikalen Wegstrecke (—2d).

Diese drei Schritte a), b) und c) wiederholt man fiir jede Schicht. Man beginnt in der
untersten Schicht, die immer ein homogener Halbraum sein soll, da man dann die unterste
Ubertragungsfunktion kennt (In | C | = 0; = o). Hat man schlieBlich die Erdoberfliche
erreicht, so liest man die Koordinaten fiir die normierte Ubertragungsfunktion ab und
berechnet nach (3.29) und (3.30) den scheinbaren spezifischen Widerstand und die Phasen-
differenz zwischen E und B. Abweichend von den Gleichungen sind in den Originalzeich-
nungen von ECKHARDT die dekadischen Logarithmen und die absolute (nicht normierte)
Phasendifferenz angegeben. Die Spiralen sind bereits in kleine Wegabschnitte unterteilt,
wobei diese Wegabschnitte in der Nihe des Nullpunktes (in der Mitte der Spiralen) jeweils
3d = 0.2, dagegen auBerhalb 3d = o.05 sind.

In der Abbildung (3.5) wird ein 2-Schichtenfall fiir mehrere Perioden graphisch gelost.
In der Abbildung (3.6) ein 4-Schichten-Modell fiir 2 Perioden graphisch gelost.

Die Genauigkeit der Losungen mit diesem graphischen Verfahren ist nicht allzu groB.
Das liegt hier auch an einer nicht verzerrungsfreien Reproduktion der Spiralenschar,

Es sei nun folgendes Modell (Abb. 3.4) gegeben: Eine 15 km michtige Schicht mit
1000 Qm Uber einem Halbraum mit 50 Qm.

S Qo= 50Nm ‘A (

zz=lS km

Abb. 3.4

Man beginnt an der Oberseite des Halbraums (Punkt A) (vergleiche Abb. 3.5), wo die
normierte Ubertragungsfunktion log(C) = o ist (= Mittelpunkt der Spiralen). Von der
Oberseite dieses Halbraums A zur Unterseite der dariiberliegenden Schicht B existiert
ein von der Phase und der Frequenz unabhingiger Sprung:

PN

o
=t 1/2 log %o- = —0.65

1/2 log
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Abb. 3.5 Konstruktion des Losungswegs fiir das Modell in Abb. 3.4.

Um nun von der Unterseite der Schicht zur Oberseite zu kommen, mufl man entlang der
eingezeichneten Spirale um den Betrag d = d/p = 15/pim mit pxm = %ﬁ l/lO -50 - T zum

Mittelpunkt der Spirale zuriickwandern. Dieser Betrag ist von der Periode abhingig:

T = 1000 sec d = 0.03 0.6 Einheiten (Punkt C)
100 sec d = 0.095 2 Einheiten (Punkt D)
10sec d = 0.3 6 Einheiten (Punkt E)

1 sec d=0.95 19 Einheiten (Punkt F)

Die Koordinaten des Punktes B geben Betrag und Phase fiir die normierte Ubertragungs-
funktion L an der Erdoberfliche fiir eine unendlich groBe Periode an:

L — 0.65; hieraus berechnet man | C | = 107905 = 0.224
ps = | C|*+ p1 = 0.050 * 1000 = 50 Ohm ' m
Ag = 45°
Auf diese Weise berechnet man den scheinbaren spezifischen Widerstand und die Phasen-
Differenz fiir alle Perioden:

T IS Ps (exakt) Ag (exakt)
B o) — 0.63 50 Qm 50 Qm 45° 45°
C 1000 — 0.62 58 64 51 51
D 100 — 0.53 87 106 58 58
E 10 —0.32 230 320 69 69
F 1 — 0.025 8go 1125 65 58

3.12 Bestimmung des Modells fiir eine vorgegebene Kurve des scheinbaren spezifischen
Widerstandes (SCHMUCKER)

Die durch (3.9) definierte Ubertragungsfunktion Ln(w,z) wird ersetzt durch die neue
Definition:

(3-34) Yu(w,2) = 2 In Cu(0,2) = 2 Li(o,2)
Durch diese Definition fillt in (3.25) das Wurzelzeichen weg (vergl. 3.15)
(3-35) Wa(w,20+1) = ¥Yn+1(w,20+1) + In(en+1/pn)
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Abb. 3.6 Erdoberfliche T = 100 sec T = 10sec
G
10Qm/ 2km { p1= 16km;d1 = % =0.125 [pp = § km; {1 =% = 0.4
o B — L) 2235 E 28E
F) Og; 100, E a 8o ~ 8o
1000 Qm/8o km 1 pz = 160 km; da = —— =0.5 pz = 51 km; do =?=1.6
2 E 232 E
log & = 6 D = 10 =3
I’y Og;——~0 5 (& ) 20 km: d 20 3
50 Qm/zo km T Ps = 35 km, dsg = 5 =0.57 pPs = 11 km; ds =T = 1.
211 E 2 35 E
11 P 6 B = 35
b=y ng—.— 0.65 A
1000 Qm/oo km

A—B Sprung von A nach B um den Betrag + 0.65

B—~C Wandern entlang der Spirale zum Mittelpunkt um 11 (35) Einheiten

C—D Sprung um den Betrag —o0.65

D—E Wandern entlang der Spirale um 10 (32) Einheiten

E—F Sprung um den Betrag 1

F—G Wandern entlang der Spirale um 2.5 (8) Einheiten

G : Unterseite der Erdoberfliche, dort ist

100s :L =061 C=10"1=4 p=C_2.pp = 16 - 10 = 160 Om/35°
10s :L =035 C=10%% =224 pgg=5.10= 50 Qm/13°

Die Gleichung (3.26) bleibt gleich:
(3-36) IFn(“): Zn) = gn " IP'n((’% Zn ‘+an)
~ exp(—2 an) . \P‘n(w, 211 +an)

Insgesamt gilt also fiir den Ubergang von der Oberseite der (n +1)-ten Schicht zur Ober-
seite der n-ten Schicht

(3.37) Fa(w,2n) = gn(Wa+1(®,20+1) + In(pn+1/en))
Im folgenden werden stets nur Ubertragungsfunktionen an den Oberseiten der einzelnen
Schichten diskutiert, deshalb sei die Gleichung (3.37) abgekiirzt geschrieben:

(3.38) Yo — ga- (%H +In 35:_)
Fir ein N-Schichten-Modell ergibt sich mit dieser Rekursionsformel:
(3.39) N (Halbraum) ¥y=o0

N—1 : ¥y-1=gn-1" (0 + In(px/px-1))
N—2 : Wy_z=gn-2* (Fy-1 -+ In(en-1/pn-2))

= gN-2°gN-1"In(on/pN-1) + gn-2 - In(px-1/pN-2)
N—3 : Wn-s=gn-3- (Pn_2 + In(ox—_2/px-3)) =

= gN-3°'gN-2 gN-1In(pn/ex-1) + gn-sgN-2-In(pN-1/pN-2)
+ gn-3- In(en—-2/pN-3)

Es sei nun konkret N = 4 angenommen (3 Schichten tiber einem Halbraum):
(340) Yi1=g1-ge-gs-(Inps—Inps) + g1 g2 (Inps—Inps) + g1 - (Inpz — Inpy)

=—gi-Inpr +gi(1 —ge)-Inpz +g1-ga* (1 —gs) - Inps +g1-ga-gs* Inp,
Andererseits ergibt sich aufgrund der Definition (3.34):
(3.41) Wi=2-Li= (mit (3.9) und (3.7))

= In((uow/p1) (Ex/0 By)® +i(xw/2 + 2 Ag) =Inps—Inp1 +i(w/2 + 2 Ag)
Ordnet man nun die GréBen so, daf3 die MeBwerte

Inpsund i (wj2+ 2 Ag)
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auf der linken Seite, alle iibrigen GroBen auf der rechten Seite stehen, so ergibt sich
(3.42) Inps +i(n/2 +2A¢) =

(1—g1) Inpy + (1 —g2) g1 lnpz + (1 —gs) - g1 g2 Inps + g1- g2~ gs~ Inp,
Fthrt man zur Abkiirzung ein:

(3-43) Yn=1—gi
Ye =(1—gz)- g1
Y2 =(1—gs)-ggs

Yn = (1—gn)"g1"g2"" gn-1
YN = g1g2 """ gN-1
so 148t sich (3.42) auf den N-Schichtenfall erweitern:
(3.44) Inps +i-(x/2 + 2 Ag) =
=v1-Inp1 +vy2-lnpz +... + yx - Inpx
Eine Messung ergibt im allgemeinen eine ps(T) und A¢@(T) Kurve. Liest man an Twu
Stellen die diskreten Werte ps(Tm) ab, so kann man also die obige Gleichung (3.44) M mal
anschreiben. Man erhilt dadurch ein lineares Gleichungssystem:

Mit den Abkiirzungen

(3-45) rm = Inps(Tm) +i(wf2 + 2 Ag) m=1...M

und

(3.46) Xn = lnpn n=1... N

lautet dieses Gleichungssystem, abgekiirzt in Matrizenschreibweise:

(3.47) r Y1(T1) v2(T1) vs(Ty) ... yx(T1) X1
r2 Y1(T2) v2(T2) vs(T2) ... y~(T2) Xz
r3 11(Ts) v2(Ts) vs(Ts) ... y~(Ts) X3
'm Y1(Tm) Y2(Tw) ¥3(Tm) . . . YN(Tm) Xn
M Y1(Tx) y2(Tw) ys(Tn) . . . yn(Ta) XM

Da aus der Diskussion weiter unten folgen wird, daf3 alle ynm berechnet werden kénnen
und deshalb bekannt sind, sind fiir die Berechnung der N unbekannten xn insgesamt
M Gleichungen vorhanden. Dieses Gleichungssystem 148t sich also dann lsen, wenn
M > N ist, d. h. mehr MeBwerte als Unbekannte existieren. Hierzu wendet man die
Methode der Kleinsten Quadrate an.

Wie kann man nun die Yam berechnen?

Man stelle sich vor, daB3 der spezifische Widerstand eine kontinuierliche Funktion der
Tiefe sei, also
(3.48) p=re(2

Um nun den bisher abgeleiteten Formalismus verwenden zu kénnen, muBl man diese

kontinuierliche Funktion diskretisieren, also in mehrere Schichten mit jeweils konstantem
spezifischen Widerstand zerlegen.

(3-49) pr=pi(z) i=1...N
Hierbei kénnte man alle Schichten gleichméchtig machen:

(3-50) dy = z3+1 — 21 = konstant



3.1 Quasi-homogenes induzierendes Magnetfeld 33

Diese Aufteilung in Schichten gleicher Michtigkeit ist aber der Anderung der Feld-
amplituden mit der Tiefe nicht angepaBt, da in den Schichten mit hoherer Leitfihigkeit
die Felder stirker gedimpft werden als in den Schichten mit niedriger Leitfdhigkeit. Eine
bessere, dem Induktionsvorgang angepaBtere Aufteilung erreicht man, wenn man die
Michtigkeit der einzelnen Schichten gréBer macht, wenn der spezifische Widerstand gro-
Ber ist, bzw. kleiner macht, wenn der spezifische Widerstand kleiner ist. Da das induktive
Verhalten zweier Schichten #hnlich ist, wenn der Induktionsparameter beider Schichten
gleich ist, also

(3.51) diV geoie = din ¥V ggor+10

erreicht man die richtige Aufteilung, wenn fur alle Schichten

3.52 d == n=1..N, o= konstant, ist.
VPn

Es sei also die kontinuierliche Funktion p(z) in mehrere Schichten aufgeteilt, fur die
d = konstant ist. Hiermit kann man nun die yam des linearen Gleichungssystems berech-
nen, wenn auch zunichst nur in einer ersten N&herung:

Man benutzt die Niherung in (3.36) fiir die gnm: (dm=4d 1/icom o)

Yim = 1 — exp(— 2 dm)
Yom = (1 — exp(— 2 dm)) exp(— 2 dm)
also : ; : .
(3.53) Yom = (1 —exp(—2 dm)) exp (—2(n — 1) dm)

YNm = exp (—2(N — 1) dm)
n=1...N Schichten; m = 1... M Perioden.

Setzt man diese Werte in das zu lésende Gleichungssystem ein, so erhilt man fiir die
unbekannten xj eine erste, gendherte Losung. Man hat also jetzt ein erstes Modell fiir
die spezifischen Widerstinde und Michtigkeiten:

pnunddn=a°VpT
Fiir dieses Modell kann man nun die exakten gnm nach (3.36) berechnen:

g = \Fn(Tm, 211) i ln Cn(Tm, in)
L lFn+1 (Tm,in+1) In Cn+1(Tm, 2n+1)

Berechnet man nun nach (3.43) die ynm und 16st das Gleichungssystem erneut, so ergeben
sich neue Werte fiir die unbekannten pn. Fir dieses Modell kann man nun wiederum
die ynm berechnen, das Gleichungssystem wiederum l6sen. Nach mehreren Iterationen
wird sich das Modell dann nur noch wenig dndern.

Die Frage ist nun, welches d wiihlt man? Man miiBte genau jenes d wihlen, das dem
Induktionsparameter der einzelnen Schicht optimal angepaBt ist. Ein sicheres Kriterium
hierfir ist, ob die fiir das bisher beliebig gewihlte d berechnete ps(Tm)-Kurve mit
der gemessenen genau iibereinstimmt. Um diese Anpassung zu priifen, berechnet man den
mittleren quadratischen Fehler zwischen der gemessenen ps(Tm)-Kurve mit der fiir das
berechnete Modell abgeleiteten ps(Tm)-Kurve.

Danach wihlt man — systematisch — ein anderes d, und wiederholt die gesamte Prozedur,
wie sie soeben beschrieben wurde. Auch hiernach berechnet man den mittleren quadrati-

3 Miinchen Ak.-Abh. math.-nat.(Haak)
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Abb. 3.7+ Kontrolle des Inversionsverfakrens an einem Beispiel.

a. Es ist ein Modell vorgegeben, das aus vier Schichten besteht, wobei die Modellparameter so gewihlt
sind, daf

d= dn/Vg= konstant

dy = 31.6 km p1 = 100 Ohm-m

dp = 10 km  pp= 100hm-ml o

ds= 100 km s>.<z=1oooOhm-m[d=3'16
d, = Halbraum pg= 100hm-m

Fiir dieses Modell wurden die ps(T) und 8¢ (T) Kurven berechnet und im oberen Drittel der Abb. 3.7 ein-
getragen.

b. Aus diesen beiden MeBkurven soll nun zur Kontrolle des Inversions-Verfahrens das Modell berechnet
werden. Das Modell soll jetzt unbekannt sein, insbesondere also die Anzahl der Schichten. Deshalb beginnt
man systematisch mit dem 2-Schichten Fall, variiert d von 2.16 bis 4.16 km/)/ Qm in Schritten von 0.25 und
berechnet fiir jedes Modell den Interpretationsfehler. Dann folgen der 3-Schichtenfall, der 4-Schichtenfall
usw. Im unteren Drittel der Abb. 3.7 sind die Linien fiir den gleichen Interpretationsfehler in Abhingigkeit
von der Anzahl der Schichten und von d eingetragen. Dieser Darstellung entnimmt man in diesem Fall
sofort, daB das beste Modell jenes ist, das 4 Schichten hat und fiir das d = 3.16 km ist. Es ist das Ausgangs-
modell.

¢. Der Abbildung des Interpretationsfehlers entnimmt man aber auch, daB der 5- und 6-Schichtenfall
fiir d = 3.16 gut die beiden MeBkurven erklart. Diese Modelle sind im mittleren Teil der Abb. 3.7 angege-
ben. Die Zahlen an den Kanten geben an, um welchen N-Schichtenfall es sich handelt. Fiir N = 2 ergibt
sich ein Modell, das die Machtigkeit und den spezifischen Widerstand der 1. Schicht ziemlich genau angibt,
dagegen den gesamten tieferen Untergrund durch eine Schicht mit einem mittleren spezifischen Widerstand
ersetzt (Im oberen Teil der Abbildung ist die zu diesem Modell gehorige ps(T) und 8¢ (T)-Kurven einge-
tragen, die die MeBkurven recht gut mitteln).

Am 6-Schichtenfall erkennt man (wieder im mittleren Teil der Abbildung), daB das Inversionsverfahren
eine mehr kontinuierliche Anderung des spezifischen Widerstands mit der Tiefe liefert, aber dabei doch dem
urspriinglichen Modell noch recht dhnlich bleibt.

schen Fehler. Hat man den mittleren quadratischen Fehler fiir mehrere Modelle mit jeweils
verschiedenem d berechnet, so trigt man den Fehler als Funktion von d auf: Fiir das d,
fir das sich der kleinste Fehler ergab, ist die Anpassung der gemessenen Kurve an das
Modell am besten. Eine andere Frage ist, in wieviel Schichten man eine Widerstandsver-
teilung auflosen soll. Auch auf diese Frage antwortet man mit Probieren: Man beginnt
mit 2 Schichten, und bestimmt die Kurve fiir den Anpassungsfehler, dann nimmt man
3 Schichten an, usw. Man wird dabei beobachten, daB3 der Anpassungsfehler ab einer
bestimmten Anzahl von Schichten viel kleiner wird. Hierzu siehe das Beispiel in

Abb. (3.7).

Dieses Inversions-Verfahren ist — im Prinzip — fiir jede nur von z abhingige Leitfihig-
keits-Verteilung anwendbar. Man kann nimlich immer ein fiir alle (fiktiven und realen)
Schichten gleiches d finden, wenn man nur die Anzahl der Schichten groB genug vorgibt.
Andererseits kann man aber die Anzahl der Schichten (und damit der zu bestimmenden
Parameter) klein halten, wenn man fiir jede Schicht ein anderes dn wihlt (LARSEN, 1975).
Natirlich kennt man diese d zunichst nicht, man muB sie eventuell durch Probieren
finden. Es lohnt sich aber, die dn zu suchen, da die Auflésung des Gleichungssystems (3.47)
nach der Methode der kleinsten Quadrate besser funktioniert, wenn die Anzahl der zu
bestimmenden Parameter viel kleiner ist als die Anzahl der mit MeBfehlern behafteten
MeBdaten. Ein Beispiel ist in Abb. 3.8 gegeben.

3*
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Abb. 3.8 Variation der Modell-Parameter bei sich dinderndem d. Die richtigen Werte fiir die spezifischen
Widerstinde der einzelnen Schichten und die Michtigkeiten sind durch dicke, horizontale Linien markiert,
die die Ordinaten in ihren jeweiligen Werten schneiden. Die Punkte geben jeweils den Wert an, den der
Parameter fiir ein auf der Abszisse angegebenes d hat. Man sicht, daf alle Parameter bei &A= 3.16 km ihre
richtigen Werte haben. Offensichtlich dndern die Modellparameter stetig ihre Werte, wenn d geindert wird,
nicht sprunghaft.

AuBlerdem soll mit dieser Abbildung demonstriert werden, daB die Inversionsmethode auch bei solchen
Schichtmodellen anwendbar ist, bei denen nicht fiir jede Schicht d konstant ist (Bewichtungs-Methode von
LARsEN 1975). Das Modell war folgendermalBen ,,verstimmt*:

dj= 31.6km  p = 100 Om d = 3.16 km/)/Ohm - m
d2= 20 km p2= 10 Qm d = 6.32 km/)/ Ohm - m
d3 = 100 km p2 = 1000 Qm d= 3.16 km/)/ Ohm - m
d, = HR pg = 10Qm

In einem ersten Rechengang wurde jeder Schicht das Gewicht 1 gegeben, also so, als ob d= 3.16 = kon-
stant fiir alle Schichten sei. Es ergaben sich fiir den Anpassungsfehler der Phasen und fiir den Anpassungs-
fehler fiir den scheinbaren spezifischen Widerstand Minima bei verschiedenen d: Fiir 8ps ist das Minimum

bei ci=3.5 km/}/ Ohm - m, fiir 3p ist das Minimum bei d= 3.7 km/]/Ohm s m.
Im 2. Rechengang wurde das Gewicht fiir die 2. Schicht 2 gesetzt, und es ergab sich das gemeinsame
Minimum (sieche Abb. rechts oben).
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3.2 Das induszievende Magnetfeld ist innerhalb des Induktionsraumes inhomogen

Wihrend man in mittleren geographischen Breiten mit rdumlich homogenen, induzie-
renden Magnetfeldern rechnen kann, kénnen die induzierenden Magnetfelder am magne-
tischen Aquator und in der Polarlichtzone riumlich inhomogen sein. Sie werden erzeugt
durch elektrische Stréme in der Ionosphire, die lings des magnetischen Aquators und in
der Polarlichtzone flieBen und auf eine Breite von wenigen 100 km in NS-Richtung be-
schrinkt sind.

Ohne hier niher auf die Physik dieser beiden Erscheinungen, des dquatorialen und des
polaren Elektrojets (abgekiirzt: EEJ und PEJ) einzugehen (siehe UNTIEDT, 1968; RicH-
MOND, 1973), mull diskutiert werden, welche Morphologie die induzierenden Magnetfelder
am Boden haben, bzw. welche Stromsysteme in der Ionosphire zu ihnen korrespondieren.

Die Beobachtung des Magnetfeldes entlang von NS-Profilen zeigt, daB das Magnetfeld
in der Nidhe des magnetischen Aquators durch einen Term beschrieben werden kann, der
die rdumliche Variation des normalen S¢-Systems beschreibt und durch einen Term der
die rdumlich Variation des EEJ beschreibt:

(3-54) By(y) = By(y)sa + By(y)Ees

Die Periode fiir diesen normalen S¢-EEJ-Gang ist ein Tag. Fiir das Verhiltnis der Maxi-
mal-Amplituden der beiden Anteile kann man 1 : 1 annehmen, obwohl beide Anteile mit-
einander nicht streng korrelierbar sind. Flir Variationen mit kiirzerer Periode ist das Ver-
hiltnis der Maximal-Amplituden des EEJ-Anteils zum homogenen Anteil méglicherweise
groBer (4: 1) (ForBUSH und CASAVERDE, 1961).

Wihrend man sich den homogenen Anteil des Magnetfeldes durch Flichenstréme er-
zeugt vorstellen kann, ist die geometrische Verteilung der ionosphirischen Stréme, die den
EE]-Anteil erzeugen, nicht genau bekannt. Die einfachste Méglichkeit ist die, einen Li-
nienstrom in einer Hohe —z1, anzunehmen, der an der Erdoberfliche ein Magnetfeld
erzeugt, das folgende Geometrie hat

(3-55) Bers(y) = (Io/27m) yz_zF—LZzL

Dieser Linienstrom muf3 aber nicht tatsichlich existieren, vielmehr kann er durch eine
kontinuierliche Stromverteilung in einer realistischen Héhe fiir ionosphirische Stréme in
etwa 100 km Hoéhe ersetzt werden, die folgende Geometrie hat (KERTZ, 1954)

Zy— 21,

(3-56) jees(y) =lo 5r—om

Diese Stromverteilung in der Hohe z, erzeugt das gleiche Magnetfeld wie der Linien-
strom in der Hohe zy.

Fiir noch genauere Anpassung an das tatséchlich beobachtbare Magnetfeld des Elektro-
jets geniigt allerdings die Beschreibung durch einen Linienstrom noch nicht. PorATH et al.
(1973) gelingt eine bessere Anpassung durch 5 in gleiche Richtung flieBende Linienstréme
(verschiedener Stirke und in verschiedenen Héhen), HESSE (1977) gelingt eine optimale
Anpassung durch 3 Linienstréme, wobei der mittlere Strom nach Osten, die zwei Seiten-
stréme nach Westen flieBen.

Wenn man auch durch Kombination mehrerer Linienstréme eine optimale Anpassung
an das beobachtete Magnetfeld erreicht, so bedeutet dies allerdings noch nicht, daB diese
Beschreibung physikalisch sinnvoll ist, d. h. diesen Linien- oder Flichenstrémen ein phy-
sikalisches Modell zugrundegelegt werden kann.
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UNTIEDT (1968), RicHMOND (1973) schlieBen vielmehr auf eine gauss-verteilte Flichen-
stromdichte in unmittelbarer Nihe des magnetischen Aquators

(3.57) jEEs (y) = Lo exp(—y*/yo%)

Fir die Berechnung der induzierten elektrischen und magnetischen Felder ist es aber nicht
wichtig, ob das flr die Verteilung der ionosphirischen Strome zugrunde gelegte Modell
nur formal mathematisch oder auch physikalisch richtig ist. Deshalb soll hier die Beschrei-
bung durch Linienstréme bevorzugt werden. Da auBlerdem die Rechenmethode fiir einen
oder mehrere Linienstréme die gleiche ist, wird im folgenden nur ein Linienstrom voraus-
gesetzt werden.

Die hier angegebene Methode basiert auf der Fouriertransformation aller von y ab-
hingigen FeldgroBen in den Wellenzahlen-Bereich ky, z. B. fiir das elektrische Feld

(359 Ex(ks) = [ Bx(y) - exp(—y - k) dy

Der Vorteil dieser Methode beruht darauf, da die Maxwell-Gleichungen einfache alge-
braische Gleichungen werden. Aus ihnen kann man die Diffusionsgleichung im ky-Bereich

ableiten:
(3-59) W = Kn?* Ex(ky,z,0)
wobei Ko =V pivon + ky?

ist, und n die Nummer der Schicht angibt, die die Leitfihigkeit on hat. Die in den Glei-
chungen angegebene Tiefe z ist dann nur fir die (gesamte) Schicht n giiltig.

Far die n-te Schicht kann (3.59) gelést werden durch den Ansatz:
(3.60) Ex,n(0,z) = Ay - e 2En | B, - etzKn

Mit Hilfe einer Maxwell-Gleichung kann der korrespondierende Ansatz fur das Magnet-
feld berechnet werden:
(3.61) By.n(0,2) = + 6alix y —_11(.0- = — (—An* Ky e2Kn L By - Ky - etzKn)

= Kgu* (An e—2Kn_ B ean)

Oberhalb der leitenden Erde ist n = o, ¢ = o. Fiir z = o folgt
(3.62) By,o(®,0) = kyAy — kyB, = Bl + Be
B! = induziertes (znternes) Magnetfeld
Be = induzierendes (externes) Magnetfeld
Gibt man sich nun ein induzierendes Magnetfeld an der Erdoberfliche vor, so kann man
das induzierte Magnetfeld ausrechnen:
Fiir die Ubertragungsfunktion an der Erdoberfliche folgt aus (3.60, 3.61, 3.62):

— f— EX(kYr 0, w) — _1__ Be — Bi
) Clyz=00) =5 0w — & BT BT
wobei By — Be + B!

Fir die Beziehung zwischen B¢ und B! folgt aus (3.63)

—ky: C(ky,z = o,
(364) BY’(kY: z2=0, w) - 11+ k:. C((k:’Zzz :;’ ‘:)))
Das elektrische Feld Ex(ky, z = 0, ®) kann man mit dem ersten Teil der Beziehung (3.63)

ausrechnen.

N Bye<ky, Z = 0)
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Es bleiben zwei Fragen:

Wie berechnet man das Spektrum By®(ky, z = 0) z. B. flir das Magnetfeld eines Li-
nienstromes,

und
Wie berechnet man die Ubertragungsfunktion fiir ein gegebenes Schichtenmodell.

Bye(ky) berechnet man mit der Fouriertransformation aus der korrespondierenden Orts-
funktion Bye(y):

(3.65) Bye(ky,z) = [ By®(y,2) - exp(—y - ky) dy
= (Io/27) * exp (—(z— 2)) fiir den Linienstrom in der Héhe zy, {iber der Tiefe z (3.55)

Die Ubertragungsfunktion im ky-Bereich wird nach einem Algorithmus berechnet, den
ScHMUCKER (1971) angegeben hat, und der im folgenden im Detail abgeleitet wird. Aus-
gangspunkt ist der Ansatz (3.60) fur das elektrische Feld, der daraus folgende Ansatz fiir
das Magnetfeld und die Definition fiir die Ubertragungsfunktion (3.63):

Die Koeffizienten A, und By werden durch die Stetigkeitsbedingungen fiir die Kompo-
nenten der elektrischen und magnetischen Felder an den Schichtgrenzen bestimmt, sie ent-
halten also Terme, in denen die Leitfihigkeiten und Michtigkeiten der angrenzenden
Schichten existieren.

SchlieBlich sei die Ubertragungsfunktion fiir die Tiefe z in der n-ten Schicht definiert:

_ Egn(@2z) 1 An-e 2 Knyp,.etz-Kn
ioBy,n(0,2) "~ Ka An-e—2Kn_pg .etzKn

(3.66) Ca(w,2) =

Im folgenden wird eine Rekursionsformel fiir die Ubertragungsfunktion abgeleitet, die es
erméglicht, aus der Ubertragungsfunktion der untersten Schicht — dem Halbraum ~ die
Ubertragungsfunktionen aller Schichten von Schicht zu Schicht nach oben fortschreitend
zu berechnen.

Bei dieser Methode ist es nicht nétig, die Koeffizienten Ap und Bp zu berechnen. Dies
wird dadurch erméglicht, da3 man fiir jede Schicht 2 Ubertragungsfunktionen berechnet,
und zwar einmal flir die Oberseite der Schicht und einmal fir die Unterseite der Schicht:

1 Ape#Knyp e+ 2Ka

(3.67) Glom) = 7 SR p ik
_ i Aee(at @Koy pyot Gt dKn
(3.68) Ca(@,zn +dn) = Kn Ape-(znt+dn)Kn _p ¢+ (zn+ dn) Kn

Da man fiir jede Schicht somit zwei Gleichungen hat, kann man die beiden Unbekannten
A; und Bj eliminieren:

So folgt aus der Gleichung (3.68):

(369 e e
Setzt man dies in Gleichung (3.67) ein, erhilt man

1 KnCa(e, 70 + do) (e 90Kn 4 ¢ — dnKn) 4 (e dnKn__ —duKn)
Kn KnCa(®, za + do)(e dnKn__o—dn Kn) + (e dnKn it e—dnKn)

it L KnCn(w, zn + dn) + tan h(Knpdp)
Kn 1. + KnCn((x), Zn + dn) tan h(Kndn)

(3.70) Ca(0,20) =
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Die Gleichung (3.70) gibt also die Beziehung zwischen den Ubertragungsfunktionen
an der Oberseite und der Unterseite der n-ten Schicht an. Um nun die Beziehung zwischen
der Ubertragungsfunktion an der Unterseite der n-ten Schicht und der Ubertragungs-
funktion an der Oberseite der (n +1)-ten Schicht zu bekommen, wird die Stetigkeit der
Komponenten sowohl des elektrischen Feldes als auch des magnetischen Feldes an den
Schichtgrenzen in Rechnung gesetzt: Da die Feldkomponenten stetig sind, sind es auch
die Verhiltnisse Ex/By, also auch die Ubertragungsfunktion:

(3.71) Ca(w,zn +dn) = Cn+1(0,2n+1)

Setzt man dies in Gleichung (3.70) ein, erhilt man

=0 KnCn+q (0, zZn4q) + tan h(Kndp)
(3.72) Ca(0,20) = 7~ T TR, - Crrile. 7asD) - tan B(Kndy)

Dies ist die gesuchte Rekursionsformel. Man beginnt mit der untersten Schicht, d. h. mit
dem homogenem Halbraum. Die Ubertragungsfunktion fir die Oberseite des Halbraums
bekommt man aus Gleichung (3.70), wobei man dn sehr groB wihle, sodaB tan h(Kadn) = 1
gesetzt werden kann. Man kann auch die Gleichung (3.67) benutzen, indem man dort
Bn = osetzt, da im Halbraum die Felder mit zunehmender Tiefe gegen Null gehen miissen.

In beiden Fillen bekommt man fur die Oberseite des Halbraums = der N-ten Schicht

(3.73) Cr(o,2x) = ¢

Diese Ubertragungsfunktion setze man nun in (3.72) ein, um Cy—1(®,zx—1) zu berechnen.
Durch wiederholtes Einsetzen erreicht man schlieBlich die Erdoberfliche Cy(w, z = 0).

Man kann ebenfalls die elektrischen und magnetische Felder in jeder Tiefe berechnen,
bezogen z.B. auf die Felder an der Erdoberfliche:

Ex(0,7) _ Ex(w,2) Ex(w, ) Ex(®, 2,)
(3-74) Ex(m, o) e Ex(m, zn) Ex(c‘), Zn“l) o8 o Ex((.t), (;')

Hierbei ist z eine Tiefe in der n-ten Schicht.

Die noch unbekannten Amplituden-Verhiltnisse Ex, n/Ex,n-1 kénnen aus dem Ansatz
(3.60) berechnet werden, wobei die Ap und By wiederum durch Gleichung (3.69) eliminiert
werden kénnen. Aus der Stetigkeit der E-Feldkomponenten folgt:

Ex' n (Zn) e EX. n(z!l) e
(3.75) B =), Eaulza—d)
Ane—Knzn . g e Knzn mit:

Ape— Kn{zn—dn) + Bqe Kn(Zn—dn) - (3.69)

(KuCn + 1) e —Kndn 4 (K, Cp— 1) ¢ Kndn
KnCn+ 1 + KnCn“—'l

e_—Kndn_l_ eKndn 1 e_Kndn_eKndn_
2 KnCn 2 i

cos h(Kn Cn(®,2zn)) — sin h(KnCn(,2n))/ (KnCn(®,za))

Analog kann auch das Magnetfeld in jeder Tiefe rekursiv berechnet werden

(3.76) B ) o R =i R L e s O

By,n-1(zn-1)
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Abb. 3.9 Uber einem geschichteten Medium (siche Modell links) induziert ein inhomogenes Magnetfeld,
das aus folgenden Anteilen besteht:

a. Homogener externer Anteil BS = 0.5 = = i

b. Homogener interner Anteil B} = 0.5 Bo=H5 5,

c. Externer Anteil eines Linienstromes in der Héhe 100 km, der so normiert ist, daB am Erdboden direkt unter
dem Linienstrom B§ = 0.5 = Bg ist

d. Interner (induzierter) Anteil des Magnetfelds des Linienstromes fiir das angegebene Modell bei der
Periode T = 790 sec: B}

In der Figur ist dargestellt: (Von oben nach unten):

1. Die Summe der oben genannten Anteile a 4 b 4 ¢ = Bs+ B + B§ = B, + Bi.

2. Das induzierte E-Feld (homogen -+ inhomogen): Im Maximum erreicht es den Wert 1.75 Bo, max

3. Der Absolutbetrag der Horizontalkomponente des aus den vier Anteilen a, b, ¢, d bestehenden Magnet-
feldes, im Maximum erreicht es den Wert 1.55 Bo, max

4. Der Absolutbetrag der Vertikalkomponente des aus den vier Anteilen a, b, ¢, d bestehenden Magnet-
feldes, es erreicht maximal die Werte 0.22 By, max

5. Der scheinbare spezifische Widerstand gg, pa = T—;%ﬂ I;E—x((;l) ¥
y{Ye.
(Linearer MaBstab)
: : . _ Ty |Ex(V) |
6. Der scheinbare spezifische Widerstand ps 10 = e wr

Unter dem Linienstrom erniedrigen sich die Werte gegeniiber den Werten fiir homogene Anregung.
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Abb. 3.10: Scheinbarer spezifischer Widerstand als Funktion der Periode fiir die zwei angegebenen Modelle.
Dem homogenen, induzierenden Magnetfeld ist das Magnetfeld eines Linienstromes in 350 km Héhe iiber
dem Erdboden iiberlagert worden (das entspricht einer Ziquivalenten Bandbreite eines Stromes an der Erd-
oberfliche von 700 km). In der Abbildung sind fiir jedes Modell zwei ps-Kurven angegeben, und zwar eine
Kurve fiir den Ort direkt unter dem Zentrum des Linienstromes (diese Kurve ist ab 10000 sec jeweils die
untere) und eine Kurve fiir einen Ort so weit vom Linienstrom entfernt, daB sie der pg-Kurve fiir ein rdumlich
homogenes induzierendes Magnetfeld gleich ist.

4. INTERPRETATIONSVERFAHREN FUR ZWEI-DIMENSIONALE
VERTEILUNGEN DER ELEKTRISCHEN LEITFAHIGKEIT

(Methode der Endlichen Differenzen)

Die elektrische Leitfihigkeit mége sich nur in zwei Richtungen #ndern, der y- und der
z-Richtung

(4.1) ¢ = a(y,2)

Die Frage ist, ob es solche Leitfihigkeitsverteilungen auch in der Natur gibt. In der
Abb. 4.1 ist eine Aufsicht auf eine 3-dimensionale Leitfihigkeitsverteilung dargestellt, wo-
bei der Mittelpunkt des Koordinaten-Kreuzes der MeBort ist. Der Induktionsraum fiir
eine bestimmte Periode ist durch den schraffierten Kreis markiert: Da die Leitfihigkeits-
verteilung auBerhalb dieses Kreises eine sehr kleine Wirkung auf das induzierte Feld am
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Beobachtungspunkt hat, ist nur die Leitfihigkeitsverteilung innerhalb dieses Kreises fir
das am Beobachtungspunkt induzierte elektrische und magnetische Feld wichtig, die
— durch die gestrichelten Geraden markiert — tatsiichlich angendhert 2-dimensional ist.
Ein wichtiges Kriterium, inwieweit eine Leitfihigkeitsverteilung 2-dimensional ist, ist die
Verteilung der Vorzugsrichtungen des elektrischen Feldes. Diese wird im Kapitel 5 disku-
tiert und soll hier zunichst noch nicht betrachtet werden.

Das Koordinatensystem und das Modell ist in Abb. 4.2 gegeben.

Ty

i<

Abb. 4.1
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i

Abb. 4.2

4.1 Grundgleichungen fiir die E- und B-Polarisation

Da sich weder die Leitfihigkeit noch das inhomogene induzierende Feld in x-Richtung
dndert, existiert keine Felddnderung in x-Richtung:

0
(4-2) 2
Hiermit vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen, die in ihre Komponenten zerlegt,
folgendermaBen lauten:

(4-3) a;i’ = aaz’ = o o Ex
(4-4) aaBzx = o 6 Ex

(4-5) —% = Wy oE,

(4.6) %ﬁ-%:-iwm
(4.7) 2 — —iwBy

(4.8) = "’a}‘;x = —iwB,

Die 6 Gleichungen (4.3) bis (4.8) lassen sich in zwei Gruppen unterteilen, ndmlich in

Gruppe 1: (4.3), (4.7) und (4.8)

Gruppe 2: (4.4), (4.5) und (4.6)
Da eine Komponente, die in Gruppe 1 vorkommt, nicht in Gruppe 2 zu finden ist (und
umgekehrt), sind beide Gruppen voneinander entkoppelt. Das bedeutet, daBB man den ge-

samten Induktionsvorgang bei 2-dimensional verteilter Leitfihigkeit in zwei voneinander
unabhidngige Vorginge zerlegen kann.

Gruppe 1: Die Gleichungen dieser Gruppe beschreiben den in x-Richtung flieBenden
Strom, der von geschlossenen Magnetfeldlinien umgeben ist (Abb. 4.3).
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Diese Gruppe faBt man unter dem Begriff ,,E-Polarisation'’ zusammen. Aus den drei
Gleichungen der Gruppe erhilt man durch Umformung eine Gleichung mit nur einer
Feldkomponente, die Difusions-Gleichung :

AEx(y, P Ex(y, .
(49) a)f! 2 2 6z(2y = S Hole(y, Z) H EX(Y) Z)

Gruppe 2: Die Gleichungen dieser Gruppe beschreiben einen Stromwirbel in der (y, z)-
Ebene, durch den senkrecht die Magnetfeldkomponete Bx weist (Abb. 4.4).

X

7 Ex

B, .By

Abb. 4.3 ' Z

Diese Gruppe faBt man unter dem Begriff ,,B-Polarisation'' zusammen. Aus den dreiGlei-
chungen der Gruppe gewinnt man auch hier durch Umformung eine Gleichung mit nur
einer Feldkomponente, die ,,Diffusions-Gleichung'

(4.10) @Bl 4 P80 _ yino(y,2)  Be(y, )
X
— Y
/ Bx
EoRE.
Abb. 4.4 ' Y 4

Die Aufgabe der Modellrechnung ist es, diese beiden Gleichungen — jede unabhingig
von der anderen — in der ganzen (y, z)-Ebene zu 16sen. Die Lésung ist dann erreicht, wenn
bei fest vorgegebener Verteilung der Leitfihigkeit im Fall der E-Polarisation Ex(y,z) in
der ganzen (y,z)-Ebene bekannt ist, im Falle der B-Polarisation Bx(y,z) in der ganzen
(v,2)-Ebene bekannt ist. Alle ibrigen 4 Feldkomponenten kénnen aus diesen beiden Feld-
komponenten berechnet werden:
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B:(y,2) mit (4.8), By(y,2z) mit (4.7) aus Ex(y, z)
Ea(y, ) mit (4.5), Ey(y,2) mit (4.4) 2us Be(y,2).

4.2 Grundgleichungen in Differenzenform

Da die beiden zu lésenden Differential-Gleichungen (4.9) und (4.10) formal gleich aus-
sehen, werden sie beide in diesem Abschnitt durch eine Gleichung ersetzt:

&F *F . . Ex
(4.11) T),;—+W=y01mc-Fm1t F={Bx

Diskretisierung des Modells

Es wird ein Netz mit beliebigen Gitterabstinden Uber die (y,z)-Ebene gelegt. Die Gitter-
linien miissen parallel bzw. senkrecht zu den y- und z-Achsen verlaufen. Die Feldkompo-
nenten werden an den Knotenpunkten dieses Gitters berechnet. Die Leitfahigkeit einer
Zelle wird gekennzeichnet durch die Koordinaten des linken, oberen Knotenpunktes, wie
es die Abbildung (4.5) wiedergibt. Es seien (y,z) die Koordinaten eines beliebigen Punktes
in der Gitterebene, 8y der Abstand zum linken Nachbar-Knotenpunkt, Ay der Abstand
zum rechten Nachbarpunkt, 3z der Abstand zum oberen Nachbarpunkt und Az der Ab-
stand zum unteren Nachbarpunkt.

y,z-02)

o

oly-by,z-6z) oly,z-62)

Lly-0y,2) PV Ay+dy,2)
oly-6y,z) oly,z)

Fan

(y,z+Az)

Abb. 4.5

Die weitere Umwandlung der Differential-Gleichung in eine Differenzen-Gleichung mit
Hilfe einer Taylorentwicklung (hier wird die Methode der ,,Zentralen Differenzen* an-
gewandt) wird hier nicht im Detail wiedergegeben. Siehe hierzu die umfangreiche Literatur,
insbesondere die Arbeiten von W. F. JoNES und seinen Mitarbeitern, die im Literatur-
verzeichnis aufgefihrt sind. Es werden hier die resultiecrenden Differenzengleichungen an-
gegeben, die sich teilweise von denen von JONES unterscheiden.
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Da alle FeldgroBen komplexwertig sind, wird Gleichung (4.11) vor ihrer Umwandlung
noch in Real- und Imaginir-Teil aufgespalten

(4.12) F=f+ig
ot f o2 f
Byt 72— twog
&2 >ig

g =
o P f
Ersetzt man nun die Differential- durch Differenzen-Quotienten, so erhilt man

(413> f(Y: Z) : A(Y! Z) — g(yx Z) - B(Y, Z) =
f(y—3y,2) - C1(y,2) + f(y,2—382) - Ca(y,2) + f(y +Ay,2) - Cs(y,2) +
f(y,z +A2) - Cy(y,2)

4149 g2 A®l,2) +1{(y,2): B(y,2) =
g(y—39y,2) Ci(y,2) + g(y,2—32) Ca(y,2) + g(y +Ay,z) Cs(y,2) +
g(y,z +Az) Cy(y,2)

Die Gitterkonstanten A, B, C;, Cs, C3 und C, sind Funktionen der Abstinde vom zen-
tralen Punkt (y,z) zu den 4 Nachbarpunkten, sowie der Leitfihigkeiten der Nachbarzellen
und der Periode. Die beiden letztgenannten GréBen kommen mit ins Spiel, wenn man die
Randbedingungen fur die elektrischen und magnetischen Felder am Ubergang zweier
verschieden leitfihiger Zellen beriicksichtigt. Auch diese Randbedingungen sind von
JonEs et al. (1971) ausfiihrlich behandelt worden, weshalb sie hier nur kurz beschrieben
werden:

4.3 Randbedingungen an den Grenzflicken im Innern des Modells

Es wird der Fall betrachtet, daf3 alle vier den Zentralpunkt (y,z) umgebenden Zellen
untereinander verschiedene Leitfihigkeit haben. Da der Zentralpunkt jeder der vier an-
liegenden Zellen zuzuordnen ist, gelten an der Stelle (y, z) sowohl fir die E-Polarisation als
auch fiir die B-Polarisation je 4 Diffusionsgleichungen, entsprechend den 4 Leitfihigkeiten.
Diese 4 am Zentralpunkt giltigen Diffusionsgleichungen kann man zu einer einzigen
Diffusionsgleichung zusammenfassen, wenn man die Stetigkeits-Bedingungen ftir die Feld-
komponenten an den Grenzflichen der einzelnen Zellen beriicksichtigt. Diese Stetigkeits-
Bedingungen sind fiir den Fall der E-Polarisation — hier sind die Komponenten des elek-
trischen Feldes stets parallel zu den Grenzflichen — anders als fiir den Fall der B-Polari-
sation — hier existieren auch Komponeten des elektrischen Feldes senkrecht zu den Grenz-
flichen. Deshalb unterscheiden sich die Gitterkonstanten fir die E- und die B-Polarisation.

E-Polarisation :

(4-15) a. A@,2)=40/@y" Ay) +1/3z- Az))
b. B(y,2) = —2 0 [e(y—3y, 2—32) + o(y,2—32) +o(y,2) +c(y— 3y,2)]

c. Ciy,2) =1/[3y@y +Ay)]
d. Cao(y,z) = 1/[8z2(8z + Az)]
e. Cs(y,2) = 1/[Ay(3y + Ay)]
f. Cy(y,z) = 1/[Az(3z + Az)]
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B-Polarisation

416) 2 A2 =4[5 +5Er) +
Ci(y,2) + Ca(y,2) + Cs(y,2) + Cy(y,2) —
4 [D1(y,2) + Da(y,2) + Ds(y,2) + D4(y,2)]
b. B(y,z) = ———‘Lz—"w -[o(y—38z,z2—3z) + 6(y,z—3z) +
o(y,2) + o(y +3y,2)]

c. Ci(y,z) = Di(y,2)- § 6(;_(2',82))” z) +

o s —38y,2) o(y, 2)
d. C(y2) = De(y) | sy + soe sy + 2]

o(y,z— 82)
Sly—dy,z—82)

+ 2]

- oly— Sy, z— 5 -
e. Cs(y,z) = Ds(y,2) - ] G(};(y, zy:‘o‘z) 2 s c(yc(y, z}), 2 Sw 2]

K 4 —3 —38 ’ —3
f. Cu(y,2) = Dy(y,2) ] (YG(ZY, z) - + c(yc(yjszy, z) = 2 2]

1

g DD =555y v an
1

D002 = 562 780
. 1

i Daiz) = Ay(@3y+Ay)

. 1
i Da(n® = X5, 7 An

4.4 Anfangswerte fiir die Feldverteilung bei homogener und inhomogener Induktionim
Model?

Man kann eine beliebige Leitfihigkeitsverteilung in Gedanken aufteilen in eine normale
und eine anomale Leitfihigkeitsverteilung. Die normale Leitfihigkeitsverteilung enthilt
keine lateralen Anderungen der Leitfihigkeit, sie kann also entweder homogen oder ge-
schichtet sein. Die anomale Leitfihigkeitsverteilung mit lateralen Anderungen der elektri-
schen Leitfahigkeit ist auf ein Gebiet im Innern des Modells beschrinkt. Um den durch die
Differenzgleichungen (4.13, 4.14) angegebenen Rechenprozel3 anwenden zu konnen, be-
rechnet man zunichst die Feldverteilung fur die normale Leitfihigkeitsverteilung, wobei
die in Kapitel 3, insbesondere durch die Gleichungen (3.72), (3.75), (3.76) gegebenen
Algorithmen verwendet werden kénnen. Der durch die Differenzengleichungen gegebene
RechenprozeB — er wird weiter unten noch ausfiihrlicher beschrieben — verindert dann die
normale Feldverteilung im Gebiet der anomalen Leitfdhigkeitsverteilung so, daB3 die Ste-
tigkeitsbedingungen fiir die Felder — ausgedriickt durch die 6 Gitterkonstanten — erfullt
werden. Damit ist dann die Losung erreicht.

Als normale Leitfihigkeitsverteilung setzt man die — nur von der Tiefe abhingige —
Leitfihigkeitsverteilung an den Modellrdndern in Rechnung. Es kommt aber oft vor, daB
die Leitfihigkeitsverteilung am linken Rand anders ist als am rechten Rand. Eine Mog-
lichkeit, auch fir diesen Fall eine angenihert normale Feldverteilung zu berechnen, ist
die lineare Interpolation der normalen Feldwerte fir die linke Randspalte zu den normalen
Feldwerten des rechten Randes entlang der einzelnen Zeilen des Modells. Diese Méglich-
keit — von JoNES angegeben — wurde auch hier angewandt. Dabei sind die fiir die E-Pola-
risation und die B-Polarisation verschiedenen Regeln zu beachten.
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B-Polarisation: Da an der Erdoberfliche keine anomalen Anteile des By-Feldes exi-

stieren kénnen, mufl man die Bx(y, z)-Werte so normieren, dal3
Bx(y,0) = (Bx, rea1, Bx, imag) = konst. = (1,0)
ist.

E-Polarisation: Eine der B-Polarisation entsprechend einfache Normierung fir das
Ex(y, z)-Feld existiert nicht, da die Anderung von der ,,normalen‘* Leitfihigkeitsverteilung
des linken Randes zu der ,,normalen‘‘ Leitfihigkeitsverteilung des rechten Randes anomale
Anteile im E-Feld auch an der Erdoberfliche verursacht, die moglicherweise an den
Réndern noch gar nicht abgeklungen sind. Noch komplizierter wird die Normierung,
wenn das induzierende Magnetfeld lateral inhomogen ist. Deshalb ist es am sichersten,
das Modell am linken oder am rechten Rand noch so zu erweitern, daf3 die Leitfihigkeits-
verteilungen an beiden Réindern gleich sind. Die normale Feldverteilung fur lateral in-
homogen induzierendes Magnetfeld berechnet man nach der in Kapitel 3.2 angegebenen
Methode. Ist das induzierende Magnetfeld homogen, so kann man bei verschiedener Leit-
fihigkeitsverteilung an den Rindern des Modells zumindest angenihert eine Normierung
nach einer von JoNES et al. 1971 ausfiihrlich abgeleiteten Methode machen, die umso besser
stimmt, je breiter man das Modell macht. Hierbei multipliziert man die Ex(x ,z)-Werte
am rechten Rand mit dem Verhiltnis der Ubertragungsfunktionen an der Erdoberfliche

C(yr, 2=10)[C(y1,z=0)
(r = rechter Rand; I = linker Rand)

und interpoliert die Ex(y,z)-Werte linear vom linken zum rechten Rand (JoNEs & PricE
1970).

4.5 lterationsprozeff — Gauf|Seidel-Methode — Sukzessive Uberrelaxation

Aus den Gleichungen (4.13) und (4.14) folgert man, daB man einen neuen Feldwert fiir
einen zentralen Punkt berechnen kann, indem man die Feldwerte an den 4 Nachbar-
punkten, jeweils multipliziert mit den Gitterkonstanten, addiert. Dieser neue Wert wird
aber im allgemeinen noch nicht der richtige Wert sein, der bereits die Losung fiir diesen
zentralen Punkt darstellt. Denn man berlcksichtigt ja hierbei nur die vier nichstgelegenen
Punkte, obwohl eine Stérung des Feldes noch weit tiber die sie verursachende Leitfihig-
keits-Anomalie hinausreichen kann. Wieweit eine Stérung des Feldes sich in die Umgebung
einer Leitfdhigkeits-Anomalie ausbreiten kann, hingt vom Modell ab, also der Leitfihig-
keit der Anomalie, der Leitfihigkeit der Umgebung, der Geometrie und der Periode.

Der erste Zentralpunkt, den man nach (4.13) und (4.14) berechnet, liegt in der 2.Zeile/
2. Spalte, der 2. Zentralpunkt in der 2. Zeile/3. Spalte, usw. Auf diese Weise fithrt man
den SummationsprozeB von links nach rechts, Zeile fiir Zeile von oben nach unten. Die
Feldwerte an den Réindern bleiben hierbei unverindert. Danach wiederholt (iteriert) man
den Summationsprozef3 von vorne und zwar sooft, bis man anhand verschiedener Kontrol-
len GewiBheit hat, daB sich die Feldwerte zwischen zwei aufeinanderfolgenden Iterationen
nur noch wenig unterscheiden. Diese Feldwerte sind die gesuchte Lésung der Differenzen-
Gleichung.

Am folgenden einfachen Rechenbeispiel soll deutlich werden, daB sich Feldstdrungen
nur recht langsam im Laufe der Iterationen im Modell ausbreiten.

Es wird eine Folge von Zahlen als Anfangsverteilung angenommen, die unten in der
1. Zeile (Iterationsnummer n = 0) angegeben ist. Auf diese Zahlenreihe wird ein Sum-
mationsproze3 angewandt, der durch die Formel

4 Miinchen Ak.-Abh. math.-nat. (Haak)
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(nt+1) i( (n+1) (n)
X e + Xi+1
definiert ist, wobei i = 1, 2, .. die Numerierung der Zahlen von links nach rechts ist,
n =o,1, 2,..die Anzahl der Iterationen dieses Rechenproesses ist.

ne— = 2 3 4 5 6 7 8
o] o o o o o o) o 100
1 o o o] o o o 50 100
2 o o o o o) 25 63 100
3 o o o o 13 39 70 100
4 0 o o 7 23 47 74 100
5 o o 4 14 31 53 77 100

Die Zahl 100 am rechten Rand sei fest, der RechenprozeB schreitet bei jeder Iteration
von links nach rechts, er gibt gleichzeitig ein Beispiel fiir die GauB-Seidel-Iteration, die
im folgenden Abschnitt erklirt wird. Man erkennt, dal die ,,Stérung® durch die feste
Zah! 100 sich um nur einen Gitterpunkt pro Iteration nach links ausbreitet.

Es sei die folgende, augenblickliche Situation wihrend der n-ten Iteration an und um
einen Zentralpunkt gegeben (siche Abb. 4.6).

N+l n n

.Fly-Sy,z) \F(y,z) \F(y+Ay, )

o

Fan
N

Abb. 4.6

Es soll jetzt der Feldwert am Zentralpunkt (y,z) berechnet werden. Durch den fort-
schreitenden Summationsproze3 sind aber die Feldwerte an den Punkten der dariiber-
liegenden Zeile und die Feldwerte an den Punkten links vom Zentralpunkt bereits (n +1)-
mal neu berechnet worden, dagegen alle Feldwerte rechts und unterhalb des Zentralpunktes
erst n-mal. Die Gaul3-Seidel-Iteration unterscheidet sich dadurch von anderen Verfahren,
dafB3 sie die bereits (n + 1)-mal iterierten Feldwerte des oberen und linken Punktes (und
nattrlich die erst n-mal iterierten Feldwerte des rechten und unteren Punktes) bei der
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Summation verwendet. Fithrt man diese Summationsprozesse auf einem elektronischen
Rechner aus, so ist die Gawnf}-Seidel-Iteration also eine Selbstverstindlichkeit. Ein Ver-
fahren, das nur die n-mal iterierten Feldwerte bei der Summation verwendet, ist die
Jacobi-Iteration. Die Konvergenz der Gaufl-Seidel-Iteration ist doppelt so schnell wie die
der Jacobi-Iteration (SMITH 1970).

Die Gleichungen (4.13) und (4.14) sehen unter Berticksichtigung des ,,Iterationsgrades®

n so aus: T n-mal iterierter Wert f (y, z)]*

“-17) A FE By =U=
St Sk I e RS B et el N ey
B T Ve
e T O e e Rl S ey

Aus diesen beiden Gleichungen folgen explizit die Real- und Imaginirteile des zentralen
Feldwertes:
(n+1) A-U+B-V

18 e T ATy B
p +n _A-V_B-U
IO M Uy i

Die Gitterkonstanten nach (4.15) und (4.16) werden wihrend des Iterations-Prozesses
nicht veréndert.

Die Sukzessive Uberrelaxation

Durch die Methode der sukzessiven Uberrelaxation (engl. successive overrelaxation,
s. 0. 1) kann man die Konvergenz der Feldwerte gegen ihren Endwert beschleunigen
(SumITH, 1970).

Man addiert in Gleichung (4.18) rechts W paw., -2

; und subtrahiert es an einer
f(y, z) g(y, 2)

anderen Stelle derselben Gleichung
(“-19) B0 s )
g s
y 2
Der SummationsprozeB sieht in dieser Darstellung also so aus, als ob man den Feld-

eih) aus dem n-mal iterierten Feldwert (n)
(y, z) f(y, 2)

addierte (analog auch bei g(y,z)):

wert erhielte, indem man die Zahl 3f

-ty _ @
4.20) 2 Fmw T T

n+1) __ (n)
b o ~ s T °8
Im Laufe der Iterationen sollten 8f und 3g mit Anniherung an die gesuchte Ldsung

immer kleiner werden. Da die Geschwindigkeit der Konvergenz davon abhingt, wie grof3

* Der Querstrich ist hier kein Bruchstrich, sondern ein Mittelungs-Strick

4
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die Betrdge der 8f und 3g sind, die bei jeder Iteration hinzukommen, kann man hier
kiinstlich etwas nachhelfen: Man addiert einfach etwas mehr hinzu, als es eigentlich nach
Gleichung (4.18) berechtigt wiire:

(t1) () ,

(4:21) o — Ry T
@+ @ ,

B e - gpy T ¢ og

Bei der S.U.R. ist der Faktor a gréBer als 1, kleiner als 2. Es ist anscheinend schwierig,
Formeln fir die optimale Berechnung von « fir Modellrechnungen anzugeben, wie sie
hier gemacht werden sollen. Ansitze hierzu sind bei Smita (1970) Seite 212 zu finden.
GréBeren Erfolg als mit den dort angegebenen Formeln hatte ich durch Ausprobieren:
Bei der in Abb. 4.13 diskutierten Modellrechnung erreichte ich mit dem Faktor « = 1.9
eine 10omal schnellere Konvergenz als mit dem Faktor « = 1.

4.6 Einfluff der Gitter-Abstinde auf die Lisung

Bei der Transformation der Differential- in eine Differenzen-Gleichung wurden héhere
als die 2. Ableitungen vernachlissigt. Hierzu wurden zunichst die Beziehungen zwischen
Differential-Quotient und Differenzen-Quotient abgeleitet. Man erhilt sie durch eine Tay-
lor-Entwicklung, die die Feldfortsetzung von einem Punkt im Innern des Modells zu einem
der vier Nachbarpunkte beschreibt.

8F(y, Ay? 2°F(y,
a. F(y + Ay,2) =F(y,2) + Ay- éyy S 6(yy" .
oF (y, 3yt &2F(y,
(4.22) b. F(y —8y,2) = F(y,z) — 3y - g}; z) +__2L 38: z)
_az_F— % F(y+AY! Z) F(Y—SYr z) 1 1y
© %y ~ By +3y [ Ay + 3y —FG2) (K)T+ S_YH

Aus diesem Grund mufl man darauf achten, daf3 die Feldinderungen von Punkt zu Punkt
des Gitternetzes nicht zu groB sind. Das kann immer dann passieren, wenn die Gitter-
abstinde zu grof3 gewiihlt werden. Man kann den Fehler folgendermaflen abschiitzen.

Es wird angenommen, dal3 die flr die hier zu lésenden Diffusionsvorginge typische
Feldinderung mit dem Ort eine Anderung in Form einer Exponential-Funktion sei:

(4.23) F(Z)= e mit z = %, p = Eindringtiefe in ein homogenes Material mit
der Leitfihigkeit der betrachteten Zelle.

Einerseits wire die exakte 2. Ableitung hiervon

i F ~
(420 PrO_

Andererseits wire die numerische Ableitung nach (4.22¢) mit 32 = Az:

PIO) — LG +32) + £ — 32) — 2 £(2)]

(4.25) ot 8;2 [e—(2 +82) o~ e—i]
= e—2[e—32 -+ ed% R (E e .
= 2 558 [ = 1]— 2 o [coshSz 1]

e—i[azz 824]
~2 | — + -
2 24
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Daraus folgt der relative Fehler:

Exakte Ableitung — Numerische Ableitung
(4.26) =

Exakte Ableitung

eZ—2-eZ(1/2 + 83%/24)
=)

e
T

Hieraus folgt die Beziehung zwischen Gitterabstand 8z, der lokalen Eindringtiefe p und
dem relativem Fehler, demonstriert an einigen plausiblen numerischen Werten:

32 = 8z[p | 0.1 | 0.2 | 0.3 | 0.4 | 0.5 | 0.6 | 0.7
relat. Fehler l o.1%| o.4%| 1.o%| 1.3%| 2.1%| 3.o%| 4.1%

Fehler von mindestens dieser GréBenordnung sind bei der numerischen Lésung der
Diffusionsgleichung zu erwarten, da in ihr 2. Ableitungen nach dem Ort existieren. In der
Tat konnten bei der Berechnung der Feldkomponenten in Modellen, in denen die Leit-
fahigkeit zwar homogen war, aber die Gitterabstinde lateral variierten, Fehler in der oben
angegebenen GréBenordnung beobachtet werden. Deshalb sollte man also die Gitter-
abstinde nicht gréBer als etwa /3 der lokalen Eindringtiefe machen.

4.7 Feste und Freie Randwerte

Der hier beschriebene Summations- und Iterations-Prozel 14t die Werte an allen vier
Rindern des Modells unverindert. Hierbei entsprechen die Feldwerte am linken und am
rechten Rand einer Feld-Tiefen-Verteilung eines geschichteten Halbraumes. Deshalb sind
diese Feldwerte nur dann richtig, wenn die Feld-Anteile der Leitfihigkeits-Anomalien
vom Innern des Modells am Rande abgeklungen sind. Das wiire dann der Fall, wenn nach
einer gentigend groBen Anzahl von Iterationen die Feldwerte 77 der Né/e des linken und
des rechten Randes — noch innerhalb des Bereichs mit der horizontalen Schichtung — ,,frei-
willig" unverindert geblieben wiren (die Feldwerte des Randes sind gezwungenermallen
unverindert).

Wiren der linke und der rechte Rand des Modells zu nahe an einer Leitfihigkeits-
anomalie, so kann man sich auBerhalb des Modells Strome erzeugt denken, die so gepolt
sind, daf3 zwar die anomalen Feldanteile direkt am Rand verschwinden, die aber auch die
Feld-Verteilung im Innern des Modells verfilschen. Man kann zwar die Riinder des Mo-
dells sehr weit von allen Anomalien im Innern des Modells weglegen. Da aber die Kapa-
zitit der Rechenanlagen begrenzt ist, kann man dies nicht erreichen durch zusitzliche
Gitterpunkte an den Réndern, sondern durch groBe Gitterabstinde in den Randbereichen.
Man darf das aber nur in dem MaB tun, wie es in 4.6 beschrieben wurde, nimlich mit
Gitterabstdnden bis zu einem Drittel der Eindringtiefe, da sonst bereits die Ldsung fiir
den geschichteten Halbraum falsch werden wiirde.

Dariiber hinaus kénnen zu groBe Modelle zu systematischen Fehlern fiihren, wenn die
normale Feldverteilung im Fall der E-Polarisation wegen eines lateral inhomogenen
induzierenden Magnetfelds selber bereits inhomogen ist. Zwar bleiben die E-Feldwerte
an den Rindern des Modells unveriindert, also so, wie sie fiir das inhomogene induzierende
Magnetfeld berechnet wurden. Aber die Feldwerte im Innern des Modells werden lineari-
siert. Dies sei an einem Beispiel in Abb. 4.7 angedeutet, das einen Schnitt durch die Feld-
verteilung von links nach rechts darstellen soll.
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Auf die anfangs gekriimmte Feldverteilung wird die Formel
P (B L Pt e i=a,..N
iterativ angewendet. Nach jeder Anwendung ergibt sich eine neue Kurve, die zunehmend

glatter wird, bis schlieBlich eine Gerade entsteht, die den linken mit dem rechten Rand-
wert verbindet.

Abb. 4.7

Wire nun in der Mitte bei i = i, die Leitfihigkeitsanomalie, so wiirde man in diesem
Fall nicht jene induzierten anomalen Felder berechnen, die zur anfangs vorgegebenen
Feldverteilung passen (und die ja in Ubereinstimmung mit dem vorgegebenen inhomo-
genen Magnetfeld ist), sondern ganz andere Felder zu einer unbekannten inhomogenen
Magnetfeldverteilung. Deshalb muBl man die Modelle moglichst auf den Bereich der Ano-
malie beschrinken, sodaf3 eine linearisierte Feldverteilung immer noch eine gute Niherung
der urspriinglichen Feldverteilung ist.

Nach einem Vorschlag von ScHMUCKER (pers. Mitt.) kann man eine Randbedingung
formulieren, die eine unbegrenzte Fortsetzung des geschichteten Untergrundes nach links,
bzw. rechts iiber die Rinder des Modells simuliert. Dadurch erreicht man, daf3 die anoma-
len Feldanteile, die durch die Leitfihigkeits-Anomalien verursacht sind, an den Rédndern
des Modells nicht gezwungen werden, zu verschwinden, sondern sich frei einstellenkénnen.

Die Randbedingung miilte exakt eine Diffusion (Gl. 4.9) des anomalen Feldan-
teiles in den geschichteten Halbraum jenseits der Modellrinder beschreiben. Anstatt
dieser exakten Lésung, die noch nicht existiert, formuliert man eine niherungsweise Lo-
sung: Man berechnet an jedem Randpunkt den anomalen Feldanteil unter der Annahme,
daB3 es die Ausbreitung eines riumlich homogenen Feldes in einen Halbraum mit ciner
homogenen Leitfihigkeit (nimlich der der Umgebung dieses Randpunktes) sei. Es sei die
folgende Situation wihrend der n-ten Iteration in einem Teil des Modells gegeben:

a. Linker, rechter und untever Rand (Randbedingungen im elektrisch leitféhigen Unter-
grund):
vergl. Abb. 4.8). a. Fi, = F,, —F},

b. F® = F®e ¥ Vuwioo
s ‘0 an
C. Fi.x == Fi,: + Fi,:

Hierbei sind die mit [°] indizierten Feldwerte die Anfangswerte fiir die normale Feld-
verteilung bei inhomogener oder homogener Anregung tiber dem geschichteten Unter-
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grund. Sie werden wihrend des Iterationsprozesses nickt s dy >
verdndert. Die tatsichlich im Modell existierenden Feld-

werte haben keine hochgestellte Indizierung. Die mit [37]
indizierten Feld-Anteile werden im Laufe der Iterationen
durch die Leitfihigkeitsanomalie erzeugt. Die Anwendung
dieser Randbedingung ist sehr schnell, da der gesamte
Exponential-Term nur einmal fir alle Randpunkte ausge-
rechnet zu werden braucht und gespeichert wird.

Liegt der Randpunkt zwischen zwei Schichten verschie-
dener Leitfihigkeit 61 und 62, so muBl man einen mitt-
leren Wert berechnen. Das kann man folgendermaBen
machen:

Linker Modell-Rand

Abb. 4.8
E-Polarisation :

Da
(4.28) Ex,5, = Ex,q,; jx=1[2" (xr6, + Jx,0,)
folgt jx=1/2 (.0, +Jxie) = 1/2 Ex* (o1 + 09) = " Ex
(4.29) c=1/2" (61 + o2)

B-Polarisation :

Da man den anomalen Anteil By an in y-Richtung fortsetzen will, korrespondiert dies
mit einer Aussage liber das Verhalten von Ez an am Rand (siche Gl. 4.6). Da Ez an aber
senkrecht zur Schichtung steht, gilt hier:

(4-30) Jzsey = a0, E*:z = 1/2* (Ez,6, + Ez,0,)

Hieraus folgt, wiederum wie oben mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes:
~ _ 2°01°0y

(4.31) G

b. Oberer Rand des Modells

Im Fall der B-Polarisation existieren am oberen Rand des Modells, der Oberfliche der
leitfihigen Erde, keine anomalen Anteile, so daf3 die Feldwerte konstant bleiben.

Anders bei der E-Polarisation, bei der anomale Feldanteile auch an der Erdoberfliche
existieren. Man kann aber diese anomalen Feldanteile nicht aufgrund eines Diffusions-
prozesses nach oben fortsetzen, wie es an den seitlichen und am unteren Rand des Modells
méglich ist, da die Leitfihigkeit ¢ = o ist. Hierzu kann folgende Methode angewandt

werden (Abb. 4.9):
Fly,z-dz)
@

dz
{Fly.2) z=0(Erdoberfldche)
dz

LFly,z+ dz)

Abb. 4.9
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Die Taylorentwicklung des Feldes von einem Punkt im Abstand dz unter der Erd-
oberfliche (an dem der berechnete Feldwert noch eine Lésung der Diffusionsgleichung ist)
bis zur Hohe dz iber der Erdoberfliche ergibt:

(4.32) F(y,z— d2) = F(y,2 +dz) —2 - dz- 2202
Unbekannt ist noch die Ableitung 0F/0z. Sie enthilt zwei Anteile:

oF oF° oFan
(433) Frir e P
Hiervon ist der 1. Anteil, die vertikale Ableitung des normalen Feldes, bekannt. Den
2. Anteil, die Ableitung des nur durch die Leitfihigkeitsanomalie erzeugten Feldanteils,
kann man folgendermafien berechnen:

(4-34) Fer(y,z=0) = F(y,z=0) —F°(y,2=0)
Nun ist aufgrund einer der Maxwell-Gleichungen die horizontale Ableitung des elektri-
schen Feldes proportional zur Vertikal-Komponente des magnetischen Feldes. Faltet man
diese Ableitung mit dem Kertz-Operator, so erhilt man eine Grofe, die proportional zur
horizontalen Komponente des Magnetfeldes ist. Da die horizontale Komponente des
Magnetfeldes aber wiederum proportional zur vertikalen Ableitung des elektrischen Fel-
des ist, erhilt man so den gewlinschten 2. Anteil der obigen Gleichung:

oFen (y,z = o oFa (y,z =0
4-35) Ao g g IO
WINTER (1973) hat flir diese Faltung eine sehr gute numerische Approximation angegeben,
die entscheidend fur die Wirksamkeit der Randbedingung ist. Sie lautet:

mit der Abkiirzung F' = ¢Fan /oy

N
T ’ ’ i F(y—n-dy)—F(y +n-dy)
436) K*F = 2 (F(y—dy)—F(y+dy))+=

n

4.8 Kontrollen zur Konvergenz der Lisung

Es sei F die exakte Losung der Differential-Gleichung, f sei die exakte Lésung der
Differenzen-Gleichung und f®@ sei die Losung der Differenzen-Gleichung nach der n-ten
Iteration. Die in Abschnitt 4.6 diskutierten Fehlerméglichkeiten (Gitterabstinde) beziehen

sich auf die Differenz | F—f |. In diesem Abschnitt soll die Differenz | f—f ® | diskutiert
werden.

Maximale Feld-Differenzen

Es sei f® (y,z) die Feldverteilung im Modell nach der n-ten Iteration, f®+1(y, z) die
Feldverteilung nach der (n 4 1)-ten Iteration. Eine leicht zu berechnende GréBe ist die
maximale Feld-Differenz:

4-37) Amax(n 4 1) = Maximum | f@+D (y,z) — @ (y,z) |

Diese maximalen Feld-Differenzen werden nach jeder Iteration ausgedruckt, wobei der
Gitterpunkt des Modells, wo die maximale Felddifferenz jeweils nach einer Iteration ge
funden wird, von Iteration zu Iteration variieren kann. In Abb. 4.13 ist die Folge der
maximalen Felddifferenzen bei der Berechnung der Felder von Modell II in Abb. 4.12
wiedergegeben.

Wenn die maximalen Felddifferenzen sehr klein werden, konvergiert f® gegen f, was
in Abb. 4.13 durch die sukzessive Uberrelaxation erreicht wurde.
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Maximale Differenz zwischen { und f®

In der Abbildung 4.13 lassen sich die Folgen der maximalen Felddifferenzen fiir grofle n
durch Geraden approximieren. Da die Ordinate logarithmisch eingeteilt ist, bedeutet dies
also eine einfache Exponentialfunktion:

Es sei N eine groBe Zahl, ab der sich die Folge der maximalen Fehldifferenzen als
Exponentialfunktion darstellen 146t, dann ist fiir

n>N
(4-38) Amax(n) = A - eB-0= Apar(N) e-B-@—)

Unter der Annahme, dal3 sich dieses Gesetz fiir n — oo nicht dndert, unterscheidet sich
die exakte Losung f von f®

(4.39) Maximum | f—f@®| =Amax(N)1{ e B.0—Mdn = %e_gn

mit:

(4-40) A = Amax(N) 8%
und

(4-41) = In (Amax(n)) — In (Amax(N))

n—N

Hierzu ein numerisches Beispiel, entnommen den beiden Kurven in Abb. 4.13,
o ==t B=410"% A=1.5 1073 N = 300

Maximum | f—f®™| = o0.113

Hiermit ergibt sich ein relativer Fehler von etwa 109,
(unter Beriicksichtigung des absoluten Feldwertes)

e =1.9: B=15.310% A=710"2% N=300
Maximum f —{f®™ = 1.8 1077

Hiermit ergibt sich ein relativer Fehler von etwa 10~%9%,.

Die Erfahrung lehrt, daB die sukzessive Uberrelaxation nur bei einfachen Leitfihig-
keitsverteilungen den Konvergenzprozef3 beschleunigt.

Bei den Berechnungen komplizierterer Modelle, bei inhomogener Anregung oder falls
die obere Randbedingung im Fall der E-Polarisation benutzt wird, kann die sukzessive
Uberrelaxation divergierende Prozesse einleiten, oder auch sonst falsche Ergebnisse ohne
Konvergenz erzeugen.

Eine andere Moglichkeit, die Konvergenz des Rechenvorgangs zu priifen, ist die wieder-
holte Berechnung der wichtigen Gré8en, z.B. des scheinbaren spezifischen Widerstandes.
Da dies mehr Rechenzeit erfordert als das Berechnen der Felddifferenzen, berechnet man
diese GroBen nach einer Anzahl von Iterationen, z.B. nach je 25 Iterationen. Trigt man
dann diese Gréflen als Funktion der Iteration auf, erkennt man recht anschaulich, ob der
Rechenvorgang bereits konvergierte oder noch nicht. Hierzu ist in Abb. 4.11 ein Beispiel
gegeben.

4.9 Rechenergebnisse fiir ausgewdhite Verteilungen der elektrischen Leitfdhigkeit und der
Geometrie des induzievenden Magnetfelds

Die hier vorgestellte Methode der Berechnung von elektrischen und magnetischen Fel-
dern in Modellen mit lateral variierender Leitfihigkeit und sowohl homogenen als auch
inhomogenen induzierenden Magnetfeldern wurde an mehreren Modellen erprobt, die z. T.
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in der Literatur bereits bekannt waren. Es werden die Ergebnisse verglichen, die Kon-
vergenz der Methode und die Wirksamkeit der Randbedingungen diskutiert.

Fir die Bestimmung des spezifischen Widerstandes in der Erde ist die Antwort auf
die Frage wichtig: Wie grof} ist die Verdnderung des sckeinbaren spezifischen Wider-
standes durch eine inhomogene Verteilung des induzierenden Magnetfelds ? Fiir das Mo-
dell eines geschichteten Halbraums wurde bereits in Kapitel 3 ein Ergebnis vorgestellt.
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse an einigen Modellen mit lateral variierender
Leitfdhigkeit diskutiert.

Abb. 4.10: Das Modell der Leitfihigkeits-Verteilung besteht aus zwei aneinander-grenzenden Viertelriu-
men, wobei der linke Viertelraum den spezifischen Widerstand 10 Qm hat, der rechte Viertelraum den spe-
zifischen Widerstand 1000 Qm. Fiir dieses Modell wurde die exakte Losung berechnet (D’ERCEVILLE and
KuNETZ, 1962). Da die beiden Autoren die Amplitude und Phase des elektrischen Feldes unter anderem
auch kurz vor der Grenzfliche (y = --0) und kurz nach der Grenzfliche (y = —o) berechnet hatten, sollte
ihnliches auch hier versucht werden. Hierzu wurden die horizontalen Gitterabstinde mit Anniherung an
die Grenzfliche stets kleiner gewihlt:

10 X 2.25 km — 1.13 km —0.554 km — 0.225 km — 0.113 km — 0.0554 km — 0.225 km — 0.00554 km
— 0.00225 km — 0.00113 km — Grenze — 0.00113 km — (Abstinde wieder spiegelbildlich zur linken
Seite anwachsend).

Der Punkt ,,+ 0 lag in meiner Rechnung also 1.13 m von der Grenzfliche entfernt, ,,— o* ebenfalls 1.13m.

In der Abbildung wurde allerdings — wie bei den beiden Autoren — die Entfernung normiert auf p/ Va,
wobei p die Eindringtiefe in den linken Viertelraum ist. Da p = 10 Qm und T = 100 sec angenommen
wurde, ist p == 15.8 km). Der linke Rand des Modells war 24.6 km von der Grenzfliche entfernt, das ent-
spricht dem 1.55fachen der Eindringtiefe. Der rechte Rand war dagegen nur das o.155fache der Eindring-
tiefe in den rechten Viertelraum entfernt.

Der Unterschied zwischen der exakten und der numerischen Lésung ist nicht sehr gro8.(Die Skala fiir die
Phase ist stark gedehnt). Die groleren Abweichungen sind iiber dem rechten Viertelraum zu erkennen. Das
kann man vermutlich durch die Nihe des Modell-Randes zur Grenzfliche erkliren. Die durch die Grenz-
fliche erzeugte Anomalie des elektrischen Feldes klingt im Viertelraum mit dem hohen spezifischen Wider-
stand viel allmihlicher aus, als in dem Viertelraum mit dem niedrigen spezifischen Widerstand. Bei der
Modellrechnung ergab sich aber ein zu schnelles Abklingen der Anomalie des Feldes. Das ist auch aus der
folgenden Abschitzung ersichtlich:

Nach der Theorie sollte das Verhiltnis der Amplituden von einem Ort, der nach links unendlich weit von
der Grenzfliche entfernt liegt, und von einem Ort, der nach rechts unendlich weit von der Grenzfliche ent-

fernt liegt,
0.7071 V p(inks) _ 1
7.0711 ¥ olrechts) 10
sein. Fiir die numerische Lésung ergab sich:

0725 1
7.157  9.88
Da die beiden Orte, fiir die dieses Amplitudenverhiltnis berechnet wurde, am linken. bzw. am rechten
Modellrand lagen, die fast noch im Nahfeld der Anomalie des elektrischen Feldes lagen, ist dicses Ergebnis
nicht besonders gut. Allerdings blieb hier die Méglichkeit ungenutzt, bei gleichbleibender Punktanzahl die
Gitterabstinde fiir den rechten Viertelraum um den Faktor 10 zu vergréBern. Dann wire die Randbedingung
mit der vereinfachenden Annahme, daB3 die anomalen Felder homogen seien, wahrscheinlich auch besser zur
Wirkung gekommen. Gut ist allerdings der berechnete Sprung der Amplitude des elektrischen Feldes an der
Grenzfliche: Theoretisch sollte er genau

p(links) 1

p(rechts) 100
sein. Fiir die berechnete Losung ergab sich
Ey(—o) o©0.0748 1

Ey(-+0)  7.444 = 99.5
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Abb. 4.11 . Berechnung des scheinbaren spezifischen Widerstandes im Fall der B-Polarisation fiir das an-
gegebene Modell. Das Modell wird in 15 km Tiefe von einem Halbraum mit 50 Ohm m unterlagert (nicht
eingetragen). Die im oberen Teil der Abbildung eingetragene Anderung des scheinbaren spezifischen Wider-
standes gilt fiir die Periode T = 1000 sec. An der Oberfliche des Modells sind 3 Stationen A, B und C an-
gegeben,ffiir die im linken unteren Teil der Abbildung die Abhingigkeit des scheinbaren spezifischen Wider-
standes von der Periode dargestellt ist, und zwar je einmal fiir den Fall, in dem keine lateralen Anderungen
der Leitidhigkeit existieren (gestrichelt), und je einmal fiir den tatsichlichen Fall der B-Polarisation (durch-
gezogen). Man erkennt, daB die drei ps(T)-Kurven, die einem geschichteten Untergrund ohne laterale An-
derungen entsprechen, sich mit wachsender Periode dem Grenzwert von 50 Ohm - m des tieferen Unter-



grundes annihern. Dagegen konvergieren die drei durchgezogenen Kurven nicht, fiir deren Berechnung die
lateralen Anderungen der Leitfihigkeit in Rechnung gesetzt wurden. Vielmehr ist ihr Verhiltnis zueinander

konstant.

Im rechten unteren Teil der Abbildung ist die Konvergenz der ps-Werte fiir die Periode T = 1000 sec an
den drei Stationen im Laufe des iterierten Rechenprozesses an ihren Endwert dargestellt. Die logarithmische
Skala der Ordinate ist fiir die Station A gegeniiber den beiden Stationen B und C um eine Dekade ver-

schoben.
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Abb. 4.12 : Es wurde das unten angegebene Modell einer einfachen Leitfihigkeitsverteilung gewihlt, fiir das
bereits ScamuckER und WEIDELT (WEIDELT 1974) mit anderen Methoden die induzierten elektrischen und
magnetischen Felder (E-Polarisation) berechnet hatten, so daB die Ergebnisse der Modellrechnung mit-
einander vergleichbar sind. — Das Modell gibt einen zu Mittelachse (km = o) symmetrischen Graben wieder,
der rechte Grabenrand ist bei km 20. Der linke Grabenrand ist nicht gezeichnet. Der Teil, der den Zwischen-
raum zwischen Erdoberfliche und oberem Modellrand darstellt, wurde ebenfalls nicht eingezeichnet. Die
elektrischen und magnetischen Felder wurden fiir 3 Versionen dieses Modells berechnet:

Modell I- Die seitlichen Rinder des Modells waren 180 km vom jeweils nichsten Grabenrand entfernt;
Modell 11 : Die seitlichen Rinder waren jeweils 80 km vom Grabenrand entfernt; Modell 777 - Die seitlichen
Rinder des Modells waren 40 km vom Grabenrand entfernt.

Die Periode ist 1138, .. sec = }/ 10 cph, was den folgenden Eindringtiefen fiir die im Modell angegebenen
spezifischen Widerstinden entspricht:

1 Om:16.6 km; 10 Qm: 53.3 km; 100 Qm: 168 km

Die Gitterweite im ganzen Modell ist konstant 5 km, was etwa einem Drittel der Eindringtiefe im Graben
entspricht.

Einflufp der Hokhe des oberen Modellrandes iiber der Erdoberflicke.: Es wurde ohne die in Kapitel 4.7b
beschriebene obere Randbedingung gerechnet. Um abzuschitzen, wie hoch der Modellrand sein muf, damit
die Feldwerte an der Erdoberfliche nicht mehr durch die festen Randwerte des oberen Randes verfilscht
werden, wurde die Modellversion IT mit 3 verschiedenen Hohen des oberen Modellrandes gerechnet. Fiir die
beiden Héhen 100 km und 1300 km ergaben sich die identischen Rechenergebnisse, bei einer Hohe von
50 km waren die Maxima der Bz-Anomalie an den Rindern des Grabens um 5% zu groB. Die in dieser
Abbildung angegebenen Lésungen wurden mit der Hohe 100 km berechnet.

Zeil C: Der scheinbare spezifische Widerstand gg entlang des Profils von der Grabenmitte (links) bis zum
Rand des jeweiligen Modells. ps wurde hierbei berechnet aus dem elektrischen Feld und dem magnetischen
Feld am gleichen Ort. Es wird vermutet, daB die durch die Leitfihigkeits-Anomalie (Graben) verur-
sachte drtliche Variation von ps in Modell I nicht durch die Modellrinder gestdért wird. Dagegen sind die
ps-Werte an den Rindern der Modelle 1I und III etwas verfalscht, im Innern des Modells sind die ps-Werte
aller drei Modelle fast identisch.

Teil B: Die Variation der Amplitude der vertikalen Komponente des Magnetfeldes lings des Profils,
normiert auf die Amplitude der horizontalen Komponente des fiir den geschichteten Halbraums des Modell-
randes berechneten Magnetfeldes, aufgeteilt in Real- und Imaginirteil. Hierbei ergab sich, daB die fiir Mo-
dell I berechneten Amplitudenwerte (@ @ @ @) mit denen von WEIDELT fast identisch sind (die Differenzen
lagen unter 59%). Man erkennt an der Zeichnung, daB3 die Anomalie des Magnetfeldes, die durch den Graben
verursacht wird, an den Rindern der Modelle II und III noch nicht abgeklungen ist und da8 die fiir diese
beiden Modelle berechneten Amplitudenverhiltnisse (Modell IT X X X X, Modell III gekennzeichnet durch:
OOQQQ) aber noch gut mit den Werten fiir Modell I iibereinstimmen. Man kann daraus schlieBen,
daB die Randbedingung fiir freie Werte trotz der vereinfachenden Annahmen (sieche Kapitel 4.7) befrie-
digend ist.

Teil A . Die Variation des Absolutbetrages der Amplitude der vertikalen Komponente des Magnetfeldes
lings des Profils (berechnet aus den in Teil B aufgetragenen Werten). Die durchgezogene Kurve gibt
die fiir Modell 1 berechneten Werte von der Mitte des Grabens bis zum Rand von Modell II wieder, die
Kreuze (X X X ) die fiir Modell II berechneten Werte wieder. Die nach oben, bzw. nach unten gerichteten
Haken geben Amplitudenverhiltnisse wieder, die ScaMUckER fiir das mit Modell II identische Modell be-
rechnet hat. Hierbei wurden die durchA gekennzeichneten Werte der vertikalen Komponente des Magnet-
feldes aus den Werten fiir das elektrische Feld nach Gl. 4.8 (0Ex/0y) berechnet, die durch v gekennzeichneten
Werte dagegen mit einer Faltung des K-Operators nach —K * (0Ex/0z).
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Abb. 4.13 ; Die Folge der maximalen Differenzen zwischen den Lésungen zweier aufeinanderfolgender Itera-
tionen fiir den Realteil des elektrischen Feldes, berechnet fiir das Modell II in Abb. 4.12 « = 1 mit Gauf-
Seidel lteration, @ = 1.9 mit sukzessiver Uberrelaxation.

Vorbemerkungen zu den Abbildungen 4.18 und 4.19

Fiir das ,,Afar-Modell* wurde zunichst die Verteilung des elektrischen Feldes Ex(y,z)
berechnet (Abb. 4.18), wobei ein inhomogenes Magnetfeld vorgegeben wurde, dessen Am-
plitude an der Erdoberfliche unter dem Linienstrom 4mal so grof3 war wie die Amplitude
des homogenen Magnetfeldes. Fiir die Abb. 4.19 wurde die Verteilung des Magnetfeldes
Bx(y,z) berechnet, wobei das Magnetfeld homogen war. Die Periode ist in beiden Ab-
bildungen T = 1000 sec. Es wurden nun die Feldverteilungen zu verschiedenen Zeitpunk-
ten wihrend einer Periode berechnet, wobei die Zeitpunkte i
'f: 2T k3

e L e NS
n T et 12
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Abb. 4.14. Induktion durch ein inhomogenes Magnetfeld in einer 2-dimensionalen Leitfihigkeits-Anomalie.
Die normale Leitfahigkeitsverteilung des Modells, eine 100 km michtige Schicht mit 1000 Qm iiber einem
Halbraum mit 50 Qm, ist dieselbe wie in Abbildung 3.9. Das angegebene Modell ist identisch mit dem
Modell von ScemuckeR (1971, Protokoll Rothenberge, Abb. 5), es soll als Test-Modell fiir das hier ent-
wickelte Rechenprogramm dienen.

Vorgegeben wurde ein inhomogenes Magnetfeld, das sich aus einem homogenen Magnetfeld und dem
Magnetfeld eines Linienstromes zusammensetzt. Das ergibt eine Verteilung der induzierenden Felder wie
in Abbildung 3.9.

Verschiedene Versionen des Modells wurden gerechnet:

1. Punktabstand Ay = 50 km, die Rinder des Modells sind jeweils 1000 km vom Linienstrom entfernt.
2. Punktabstand Ay = 25 km, sonst wie 1. Dieser Punktabstand ist in der Abbildung wiedergegeben.
3. Punktabstand Ay == 12.5 km, die Rinder des Modells sind jeweils nur 250 km vom Linienstrom entfernt.

Diese Version diente insbesondere zum Test der Randbedingungen (enger Punktabstand).

Ergebnisse - Dargestellt sind jeweils die Betrige der angegebenen Feldkomponenten.

Die Verteilung der Feldkomponenten lings eines Profils ist die gleiche (innerhalb der Zeichengenauigkeit)
wie die von ScHMUCKER berechnete. Fiir die Modellversion 3 differieren die Werte etwas in der Nihe der
Rinder.

Diskussion.: Die Horizontalkomponente By des Magnetfeldes ist iiber der Anomalie gegeniiber Abb. 3.9
auf maximal 1.8 B, verstirkt worden, und zwar durch die zusitzlich in der Anomalie induzierten Magnet-
felder, die den in der normalen Leitfihigkeitsverteilung induzierten Magnetfeldern gleichgerichtet sind.
Dagegen ist die Vertikalkomponente kleiner (0.135 Bo) geworden, da die in der Anomalie induzierte Vertikal-
komponente der Vertikalkomponente des Magnetfelds des Linienstromes entgegengerichtet ist.

ps, 10 ist der scheinbare spezifische Widerstand, der aus den am gleichen Ort existierenden Feldkomponenten
berechnet wurde, wihrend pg,pa aus dem elektrischen Feld einer ,,Wanderstation* und dem magnetischen
Feld einer Basisstation berechnet wurde. ps,1o wird iiber der Anomalie erniedrigt, und zwar sowohl durch die
hohe Leitfahigkeit der Anomalie als auch durch das inhomogene Magnetfeld des Linienstromes (vergl. Abb.
3.9). ps,ba ist zwar noch durch das inhomogene Magnetfeld des Linienstromes iiberhéht, aber nicht mehr so
stark wie in Abb. 3.9, da die Leitfihigkeitsanomalie den Effekt des Linienstromes teilweise kompensiert.
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Abb. 4.15.: Perspektivische Darstellung der Werte des elektrischen Feldes in der (y,z)-Ebene, und zwar nur
des inhomogenen Anteils fiir die Modellversion 3 (Abb. 4.14)

Realteil: Ev(y, z) = E(Y, z)r,gesamt — E (2)o,r (obere Abb.)

Imag.teil: Eyy, z) = E(y, 2)1,gesamt — E(z)o,1 (untere Abb.)
wobel Eo(z) = Eg,r(z) + 1 Eo,1(2) die E-Feldwerte fiir die normale Leitfahigkeitsverteilung bei homogener
Anregung sind.

Die Hohe eines Gitterpunktes iiber der (y, z)-Fliche gibt die Amplitude des betreffenden Feldes an einem
Gitterpunkt des Modells an. Beachte, daB die (y, z)-Ebene vertikal steht! Hierbei gibt jeweils die zweite Linie
von oben den Verlauf der Amplitude lings der Erdoberfliche an.

Diese Darstellung soll veranschaulichen, wie grof3 die Inhomogenitit der berechneten Felder an den Rén-
dern des Modells 3 nach AbschluB des Iterationsprozesses war, was die Wirksamkeit der Randbedingungen
(4.27) und (4.32) demonstriert.

5 Minchen Ak.-Abh, math.-nat. (Haak)
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Abb. 4.16 (Text S. 68)
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Abb. 4.16 : Vergleich der Ergebnisse bel homogener und inhomogener Induktion in einem Modell, das ver-

einfacht vermutlich die Leitfahigkeits-Verteilung lings eines NS-Profils durch die Afarsenke in Athiopien

zum SE-Plateau darstellt. Ein gutleitender Koérper (50 Qm) reicht von der Erdoberfliche bis in 100 km

Tiefe. Siiden = rechte Seite = SE-Plateau. In 350 km Héhe {iber dem Erdboden wird ein Linienstrom an-

genommen, der an der Erdoberfliche durch einen fiquivalenten Flichenstrom mit der Bandbreite von 700 km

ersetzt werden konnte. Zusitzlich wurde ein homogenes Magnetfeld iiberlagert, wobei die Stirke des vom

Linienstrom erzeugten Magnetfelds und des homogenen Feldes unter dem Zentrum des Linienstromes an

der Erdoberfliche gleich waren. Zum Vergleich sind auch die Ergebnisse bei homogener Anregung einge-

zeichnet. Es sind nur direkt beobachtbare Feldkomponenten mit folgenden Bezeichnungen wiedergegeben:

| By|: Betrag der horizontalen Komponente des Gesamt-Magnetfeldes

| Bz|: Betrag der Vertikalkomponente des Gesamtmagnetfeldes.

Es wurden zwei Arten des scheinbaren spezifischen Widerstandes eingezeichnet:

ps, 10 - Hierbei wurde das elektrische Feld jeweils auf das Magnetfeld am gleichen Ort bezogen

ps,ba : Hierbei wurde das elektrische Feld auf das Magnetfeld an einer Basisstation bezogen, die 50 km links
(ndrdlich) vom Escarpment lag (dort ist auch ps,10 = ps,ba).

Fiir die Periode T = 1000 sec ergab sich bei homogener und inhomogener Anregung fast genau der gleiche
scheinbare spezifische Widerstand pg,10. Die Erhohung der Amplituden des elektrischen und die des magne-
tischen Feldes durch den Linienstrom kiirzen sich also im Quotienten Ex/By wieder weg. Dagegen variiert
ps,ba deutlich beim Wechsel von homogener zu inhomogener Anregung, da das elektrische Feld an allen
Stationen des Profils stets auf dasselbe Magnetfeld der Basisstation bezogen wird.

Abb. 4.17 - Induzierendes Magnetfeld und Leitfahigkeitsverteilung sind die gleichen wie in der vorherigen
Abb. 4.16. Die Periode ist aber jetzt T = 1 Tag. Die Verteilung der Feldkomponenten lings eines Profils ist
durch die durchgezogenen Kurven angegeben. Die Punkte geben die Anderung der Feldkomponenten fiir
ein Modell o&ne die Anomalie der Afarsenke wieder: Hiermit erkennt man, wie klein die durch die Anomalie
induzierten anomalen Feldanteile bei dieser langen Periode geworden sind. Die Induktionsanomalie ist ab-
geklungen, so daB die durch den Linienstrom erzeugte inhomogene Feldverteilung deutlich zu erkennen ist.
Der scheinbare spezifische Widerstand ps 10 fiir somogene Anregung ist nicht eingezeichnet: Er ist Iings des
Profils konstant 50 Ohm - m, entsprechend dem wahren spezifischen Widerstand des unteren Halbraumes.
Dagegen ist ps,10 flr Zn/omogene Anregung deutlich unter dem Zentrum des Linienstromes erniedrigt: Diese
Emniedrigung wird also durch das inhomogene induzierende Magnetfeld verursacht, nick# durch die Leit-
fahigkeitsanomalie der ,,Afar‘-Senke. pg,na wird unter dem Zentrum des Linienstromes erhdht: Unter dem
Linienstrom ist das induzierte elektrische Feld erhoht. Dagegen ist ps,ba in Richtung auf die Modellrinder
(N und S) zu klein, da es auf das Magnetfeld der Basisstation bezogen wurde, das dort einen iiberhdhten
dufleren Anteil enthilt (50 km nérdlich vom Zentrum des Linienstroms).

waren. Die beiden Abbildungen sind also Momentaufnahmen, z.B. fir die Verteilung
von Ex(y,z):
Ex(y,2,tn) = Ex,rea (y,2) * cos(tn) + Eimag(y,2) * sin(tn)
Zeichnet man in diese Zahlentableaus die Linien gleicher E-Feld-Amplitude, so sind
dicse Linien parallel zu den Magnetfeldlinien (in Abb. 4.18). In Abb. 4.19 sind die Linien
gleicher Bx-Feld-Amplitude parallel zu den E-Feldlinien. Denn (fiir Abb. 4.18) gilt:

O0E« oEx
grad Ex(y,z) = (0’ dy » oz )

und B(y,2) =(o, 6;;" — afy" )%
also ist ﬁ(y, z)+ grad Ex(y,2) = 0

Die Isolinien wurden mit einem Rechenprogramm gezeichnet, das W. F. Jones (Ed-
monton, Canada) zur Verfiigung gestellt hatte. Die Zahlen an den Isolinien geben die
elektrische Feldstirke in 1078 V/m (in Abb. 4.18), bzw. in nT (in Abb. 4.19) an. Die
Dichte der Isolinien einzelner Tableaus ist nicht konsistent untereinander (aus rechen-
technischen Griinden).
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Diskussion der Abb. 4.18 » Man stelle sich als induzierendes Magnetfeld ein sinus-formig zeitlich variierendes Feld vor:

Be(t) = B¢ sin ot

Die Strome flieBen senkrecht in die Bildebene hinein, bzw. heraus. Die gezeichneten Linien sind die Magnetfeldlinien des induzierenden + induzierten Magnet-
feldes. Die Zahlen an den rechten Seiten geben jeweils den Zeitpunkt i, an. Diese Zeitschritte variieren jeweils um 15° (linkes und ganz rechtes Bild), mit Ausnahme des
mittleren Bildes, wo die Zeitschritte jeweils 3° betragen.

Dargestellt ist eine halbe Periode: An das rechte untere Bild fiir den Zeitpunkt 165° schlief3it sich das linke obere Bild wieder an, wobei aber die eingezeichneten Pfeile in
Gegenrichtung zu denken sind. Im unteren Teil der drei Abbildungen ist jeweils das Modell eingezeichnet (Laterale Erstreckung 2000 km) und das Zentrum des Linien-
stroms, der in einer Hohe von 350 km angenommen wurde, was durch einen Aquivalenten Strom mit einer Breite von 700 km an der Erdoberfliche ersetzt werden kann.

Linkes Bild: Die Strome flieBen in die Bildebene hinein, die Magnetfelder werden aus der hochleitfadhigen Anomalie nach oben gedringt (verringerte Eindringtiefe des
induzierten Stromsystems) und werden unter dem Zentrum des Linienstroms in die Erde gedringt. Zur Zeit von etwa t = 45° erreichen die induzierten Stréme ihr Maxi-
mum, also 45° bevor das induzierende Feld das Maximum der Intensitit erreicht. Danach nimmt die Intensitit der induzierten Strome ab, wihrend die Intensitit des in-
duzierenden Feldes zunimmt: Unter dem Zentrum des Linienstromes bildet sich ein fast symmetrisches Magnetfeld ab.

Die momentane Feldverteilung im Untergrund wird durch die unterschiedliche Selbstinduktivitit der Gebiete unterschiedlicher Leitfihigkeit bestimmt. Die induzierten
Felder in der Leitfihigkeitsanomalie zerfallen langsamer als in der schlechterleitendenden Umgebung, und werden auch langsamer wieder aufgebaut.

Die Uberlagerung dieser in den Gebieten unterschiedlicher Leitfihigkeit unterschiedlich schnell zerfallender und sich aufbauender Felder erzeugt einen Magnetfeld-
wirbel etwa in der Mitte des Modells, der in den darauffolgenden Zeitpunkten tiefer in die Erde sinkt und schlieBlich die Umpolung der Felder an der Erdoberfliche bewirkt.

Rechtes Bild: Der Magnetfeldwirbel sinkt unter die Erdoberfliche, ab 135° ist das Magnetfeld an der Erdoberfliche umgepolt, die Strome flieBen jetzt aus der Bild-
fliche auf den Leser zu.

Man erkennt die in der Modellrechnung angewendeten Randbedingungen fiir die vier ufleren Riinder des Modells!

asstuqasiouayoay 6%
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Diskussion der Abb. 4.19 - In dieser Abbildung sind die elektrischen Stréme eingezeichnet, die senkrecht zur 2-dimensionalen Anomalie flieBen (B-Polarisation),

das induzierende Magnetfeld ist homogen.

Man erkennt, daB die Stréme in den oberen 100 km fast nurim Gebiet mit der hohen Leitfihigkeit flieBen. Das Maximum wird hier kurz nach 45° erreicht (an
der Erdoberfliche), danach sinkt das ganze Stromsystem tiefer in den Untergrund. Bei 105° ist die Tiefe so groB, daB der oberste Stromfaden nicht mehr bis an
die Erdoberfliche in der Anomalie kommt, sondern im schlechteren Leiter umkehrt und zuriickflieBt. Ab 135° bilden sich Stromwirbel in der Anomalie aus, die
sich an der Erdoberfliche wieder vereinigen und schlieflich das neue, umgepolte Stromsystem ergeben.
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5. INTERPRETATIONSVERFAHREN FUR BESONDERE 3-DIMENSIONALE
VERTEILUNGEN DER ELEKTRISCHEN LEITFAHIGKEIT

In den oberen Kilometern der Erde existieren starke laterale Anderungen der Leitfahigkeit
innerhalb kurzer Entfernungen, bedingt durch Sedimente, verwitterte und kristalline Ge-
steine u.s.w., wihrend die Leitfihigkeit des tieferen Untergrundes vor allem von der Tiefe
abhiingt. Die Bestimmung der elektrischen Leitfihigkeit des tieferen Untergrundes kann
aber durch inhomogene Leitfihigkeitsverteilung der oberen Deckschicht stark beeinfluit
werden. Dieses Problem und dessen mdogliche Lésungen sollen hier diskutiert werden.
3-dimensionale Kérper mit anomaler Leitfihigkeit in der Deckschicht bzw. im tieferen
Untergrund, dic bei entsprechend kurzen bzw. langen Perioden 3-dimensionale Induk-
tionsanomalien verursachen, werden dagegen hier nicht betrachtet.
Das Modell fiir die folgenden Diskussionen soll etwa folgendermaBen aussehen:

(Abb. 35.1)

——\——

Y2

Da der Induktionsraum viel groBer sein soll, als die charakteristischen lateralen Er-
streckungen der Anomalien in der Deckschicht, existieren keine Induktionsanomalien an
der Erdoberfliche. Deshalb sind die tangentialen elektrischen Felder an der Erdoberfliche
und der Unterseite der homogenen Schicht gleich groB8 und man kann die Verteilung der
elektrischen Leitfihigkeit der Diinnen Deckschicht durch die Verteilung der integrierten
Leitfihigkeit beschreiben:

Abb. 5.1

d
(5.1) S(x,y) = [ 6(x,y,2) dz = Sy + San(x,y)

o

wobei d = Dicke der Diinnen Deckschicht,
Sp eine mittlere integrierte Leitfdhigkeit der Deckschicht ist,
San = S(x,y) — S,.
Die Verteilung der elektrischen Leitfihigkeit des tieferen Untergrundes und die Geo-
metrie des induzierenden Magnetfeldes kann 1- oder 2-dimensional (normales Feld) sein.
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Um aber die folgende Diskussion {ibersichtlicher zu machen, sei der tiefere Untergrund
aus horizontalen Schichten aufgebaut.

Das Magnetfeld induziere in dieser 1-dimensionalen Leitfihigkeitsverteilung ein homo-
genes elektrisches Feld. Es gilt (nach 1.7) die einfache Beziehung zwischen den Feld-
komponenten

% (Exo(y,z=o,T))_( o z(T)).(Bx(y,z=o,T))

Ey(y,z2=0,T)] ~ \—2(T) o] \By(y,z=0,T)

Damit man das elektrische und das magnetische Feld an der Erdoberfliche z = o mes-
sen kann, wurde auf das Modell des tieferen Untergrundes eine diinne Platte der Mich-
tigkeit d und der integrierten Leitfdhigkeit Sy gelegt. Addiert man nun die 6rtlich vari-
ierende Leitfahigkeit Spn(x,y) hinzu, so wird das homogene elektrische Feld (Exg, Ey,)
verzerrt zu (Ex, Ey)

EX(X)Y) Z=0, T)

(5-3) (Ey iy T)) P (tx =y ty(x, y)) . (Exo (y,z2=0, T))

e Px(XyY) pY(X»Y) EYO(Y:Z= O:T)

Da die lateral variierende integrierte Leitfidhigkeit nach den Voraussetzungen keine
Effekte durch Induktion verursacht, sind die 4 Ortsfunktionen tx, px, ty und py nicht von der
Periode abhidngig. Eliminiert man das nicht beobachtbare homogene elektrische Feld,
so erhilt man aus der oberen und unteren Beziehung die tatsichlich meBbare Beziehung:

B = i i 1 o) )

S N

Die Gleichung (5.4) ist die Beziehung zwischen den Komponenten des elektrischen und
magnetischen Feldes in der 3-dimensionalen Leitfihigkeitsverteilung von Abb. 5.1. Das
Zicl ist die Bestimmung von z(T) und die Bestimmung von tx, ty, px und py. Dann kénnte man
die elektrische Leitfihigkeit des tieferen Untergrundes durch Inversion von z(T) durch
die in Kapitel 3.12 beschriebene Methode ableiten. Die Frage ist, ob die getrennte Be-
stimmung der 5 Grolen aus den gemessenen Groflen 2xx, zxy, 2yx und zyy méglich ist. Die
spitere Diskussion wird ergeben, daf3 eine solche ,,vollstindige Inversion* nicht méglich
ist. Man muf3 deshalb auch die Methoden der Modellrechnung benutzen, wobei die vor-
zugebenden Modelle, die sich auf die Verteilung der integrierten Leitfihigkeit S(x,y)
beschrinken, auch MeBergebnisse anderer geophysikalischer Methoden enthalten.

(5-4)

Eine bisher nicht genannte MeBgroBe ist die Vorzugsrichtung des elektrischen Feldes.
Sie gehort zu den ,,Inversions-GréBen®, da aus der értlichen Verteilung der Vorzugs-
richtung direkt die lateralen Anderungen der integrierten Leitfihigkeit S(x,y) lokalisiert
und deren Streichrichtungen bestimmt werden kénnen.

5.1 Modellrechnung fiir Diinne Schickhten

Die normale Verteilung der elektrischen und magnetischen Felder fur den tieferen
Untergrund kann mit den Methoden des Kapitels 3 berechnet werden. Fir diese Felder
kann man die Feldverteilung in der Dinnen Deckschicht mit der integrierten Leitfihig-
keit S(x,y) berechnen.
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Die kontinuierliche Leitfihigkeits-Verteilung S(x,y) wird durch cine diskrete Leitfahig-
keitsverteilung Si,; angendhert: (siche Abb. 5.2, die eine Aufsicht von oben darstellt).

Sij |Sij | D

Sialj |Sisljel Axia
INERAYIR

Abb. 5.2

Innerhalb eines Rechtecks der homogenen, integrierten Leitfihigkeit Sy,; gilt die Po-
tentialgleichung

2U (x, &2U (x,
(55) e BEEN o
mit
(5.6) (Ex(x,y), Ey(x,y)) = —grad (U(x,y))

Diese Potentialgleichung gilt auch an den Rindern und den Eckpunkten dieses Recht-
ecks. Man kann deshalb die Differential-Gleichung (5.5) durch eine Differenzen-Gleichung
fiir die Potentiale an den Eckpunkten analog zu der in Kapitel 4 beschriebenen Methode
ersetzen. An den Eckpunkten sind aber auch die Potentialgleichungen fiir die angrenzen-
den Rechtecke mit den integrierten Leitfihigkeiten Si+1,j, St,5+1 und Sit1,5+1 giltig.
Die 4 Differenzen-Gleichungen fiir das Potential Uj,j werden zu einer Differenzen-Glei-
chung zusammengefalBt, wobei die Stetigkeitsbedingung div j = o berlicksichtigt wird.

Die zu lésende Differenzengleichung fiir das Potential Uy, j lautet dann:
.7 ALt Uny=0C1 Uiy + G- Ui-1,5 + Cy - Uy i + Cf - Unsgg

wobei die Koeffizieten Ay,j; C! 5; C,5; C3,5 und Cf,; folgendermallen zu berechnen sind:

(5.8) Chy = Da[ g2+ Al 42 [ Dy =ij+1<ij+ij+1)
Cr.y = D30 4368 4o |; Dy = fote s
Ch.a= D[22 + Sélflf" +2 | Dy = Fgms Ta
Cti1=D, [SiﬁljJ i sf_iljj_ll e 2] = Avin (Ay: + Avyiiy)

1

e b L 1__ 2 S a__
Sl lAX1+AXl+1+AYi+AYJ+1 e 4000 DO 4Ds+C 4D4]
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Abb. 5.3 Perspektivische Darstellung der Ortsfunktionen tx(x, ), ty(X, y), px(X, y) und py(x, y) fiir eine recht-
eckige Einlagerung hoherer integrierter Leitfahigkeit als die der Umgebung. Fiir die homogene Umgebung ist
ty =1 ty = o)
(Px =0 Py =1
Anschauliche Interpretation der Figuren, z. B. fiir tx:

Es flieBe ein homogener Strom nur in x-Richtung. tx ist dann das Amplitudenverhiltnis vom lokal beobach-
teten elektrischen Feld zum homogenen Feld tx = Ex(x, v)/Exo

Man sieht an der linken oberen Abbildung, daBl das elektrische Feld an den schmalen Stirnseiten des
Rechtecks ,,springt®, da der integrierte Strom stetig ist, das Feld aber im Verhiltnis So/S(x, y) abnimmt.
Dagegen ist das elektrische Feld langs der Flanken der rechteckigen Einlagerung stetig, da es parallel zu
ihnen gerichtet ist,

ty: Da ty(x, y) = Ey(x, v)/Exo ist, kann man aus threr Darstellung erkennen, an welchen Stellen des Mo-
delles die meisten Strome in die Anomalie hineingezogen werden (an diesen Orten ist die gré8te Abweichung
von einem Tensor mit 2-dimensionaler Symmetrie zu erwarten).

pxund py sind die entsprechenden Abbildungen fiir ein homogenes regionales Stromsystem Eyoin y-Richtung.
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Man gibt das Potentialfeld U, des normalen, in x-Richtung polarisierten elektrischen
Feldes vor, indem man dem linken Rand das Potential —U,/2 gibt, dem rechten Rand
+Uygy/2. Man berechnet dann fiir alle inneren Punkte des Gitternetzes das normale Po-
tentialfeld. Damit hat man
(5.9) Exo = —grad U, = —dU,/dx

Ey, =0
Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (5.7) mit den Randbedingungen (5.8)

verindert sich nun das Potentialfeld solange, bis es den Stetigkeitsbedingungen gentigt.
Konvergiert dieser Iterationsproze3 (was er der Erfahrung nach immer macht), so hat man

(5.10) Ex(x,y) = —dU/dx und Ey(x,y) = —dU/dy
Da Ey, = o in diesem RechenprozeB gesetzt wurde, hat man also: (nach Gleichung 5.3)
(5.11) tx = Ex(x,y)[Exp und px = Ey(x,y)/Ex,

Im 2. Rechengang gibt man sich das Potential U, des normalen, aber in y-Richtung
polarisierten elektrischen Feldes vor, Exy = 0.

Man wiederholt dann den ganzen Rechenprozef3 wie oben, und bekommt so

(5.12) ty = Ex(x,y)/Ey und py = Ey(x,y)/Ey,

5.2 Die Polarisations-Richtung und die Vorzugs-Richtung des erdelektrischen Feldes und
ihre Beziehung zur lateralen Variation der Leitfihigkeit in einer Diinnen Deckschicht

Setzt man die beiden Komponenten Ex(T) und Ey(T) (bzw. Bx(T) und By(T)) zu der
zur Erdoberfliche parallelen Komponente des Gesamtvektors Ex(T) = (Ex(T), Ey(T)),
bzw. Ba(T) = (Bx(T), By(T)) zusammen, so sieht man, daB die Spitze des horizontalen
Vektors wihrend einer Periode T eine Ellipse umliuft. Die Richtung der gro3en Halbachse
dieser Ellipse heif3t die Polarisations-Richtung, wihrend das Verhiltnis von grofler zu klei-
ner Halbachse Polarisations-Stirke genannt wird.

Die Polarisations-Richtung und die Polarisations-Stdrke des #nduzierenden Magnet-
feldes koénnen sich sowohl mit der Zeit als auch mit der Periode beliebig dndern. Die
Ursache hierfiir sind die zeitlichen Variationen der Stromsysteme in der Ionosphire und
Magnetosphire. In der Nihe des magnetischen Aquators flieBen allerdings die ionosphi-
rischen Stréme fast nur in EW-Richtung, sodal das induzierende Magnetfeld fast linear
in NS-Richtung polarisiert ist.

Die Polarisations-Richtung und die Polarisations-Stirke des énduzierten erdelektrischen
Feldes ist einerseits eine Funktion von Richtung und Stirke der Polarisation des indu-
zierenden Magnetfeldes, andererseits aber auch eine Funktion der lateral variierenden
elektrischen Leitfihigkeit des Untergrundes. Letzteres wird in diesem Kapitel untersucht.
Zunichst soll noch die Polarisations-Richtung des an der Erdoberfliche beobachteten
Magnetfeldes definiert werden: Das beobachtbare Magnetfeld setzt sich zusammen aus
dem induzierenden und dem induzierten Magnetfeld. Die Polarisations-Richtung des indu-
zierten Magnetfeldes ist einerseits eine Funktion der Polarisations-Richtung des indu-
zierenden Magnetfeldes, andererseits aber auch— wie beim elektrischen Feld —eine Funktion
der inhomogenen Leitfihigkeits-Verteilung. Der EinfluBl der inhomogenen Leitfihigkeits-
Verteilung ist jedoch auf das Magnetfeld viel geringer als auf das elektrische Feld. Die
Ursache hierflir kann man sich leicht veranschaulichen an dem Beispiel einer 2-dimen-
sionalen Leitfidhigkeits-Verteilung, wie sie in Kapitel 4 an mehreren Beispielen gegeben



Abb. 5.4 Gutleitende Kreisscheibe in schlechtleitender Umgebung. Fiir ein regional homogenes Eo-Feld in x-Richtung sind die Ortsfunktionen fiir das Ver-

hiltnis Ex(x, y)/Eo und Ey(x, y)/E, dargestellt (Isolinien des Amplituden-Verhiltnisses). Man erkennt auch hier wiederum das unstetige Verhalten an den Stirn-
seiten der Kreisscheibe und das stetige Verhalten an den Flanken.
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wurden: Das Magnetfeld einer solchen Leitfihigkeits-Verteilung enthilt nur eizen an-
omalen Anteil, niimlich den der E-Polarisation; das elektrische Feld enthilt zzweZ anomale
Anteile, nimlich den der E- und der B-Polarisation. Mit wachsender Periode werden die
anomalen Anteile der E-Polarisation kleiner, wihrend die anomalen Anteile der B-Polari-
sation unabhingig von der Periode erhalten bleiben. Bei dem in diesem Kapitel betrach-
teten Modell einer Diinnen Deckschicht existieren keine anomalen Anteile, die der E-Pola-
risation entsprechen, sondern nur noch die der B-Polarisation entsprechenden Anteile.
Deshalb kann die Polarisations-Richtung und die Polarisations-Stirke des beobachteten
Magnetfelds der Polarisations-Richtung des induzierenden Magnetfelds gleichgesetzt
werden.

Es sei zunichst angenommen, daf3 die integrierte Leitf4higkeit der Diinnen Deckschicht
eine Funktion nur von y sei:

(5.13) S = S(y)

Die Streichrichtungen dieser Anomalien ist also die x-Richtung. In einem Koordinaten-
system (x,y) existieren dann die einfachen Beziehungen

(5-14) Ex(y,T) = 2xy(y, T) - By(T) = t(y) - 2(T) - By(T)
Ey(y,T) = 2yx(y, T) - Bx(T) = —p(y) - 2(T) - Bx(T)
Es sei auBerdem angenommen, dafB3 die Felder (Ex(y,T), Ey(y,T)) und (Bx(T), By(T))
linear polarisiert seien. Dann ist die Richtung der Polarisation fiir eine feste Periode T:

(5.15) tan gg = E—zund cotan ¢p = — tan(pp +90°) = —gj?
Andererseits folgt aus (5.14):

Ex _ _ tee(@) | By
(519) Ey —p-z(T) By

Aus (5.16) und (5.15) erhilt man schlieBlich:
tan gp = :t;' (— tan (¢B + 90°)

(5.17) @E = arctan (% tan (B + 90°))

(5.17) ist die gesuchte Beziechung zwischen der Polarisations-Richtung des elektrischen
und magnetischen Feldes fiir eine 2-dimensionale Anomalie in der Diinnen Deckschicht.
¢B ist durch die Polarisations-Richtung des induzierenden Magnetfelds vorgegeben, der
Quotient t/p durch die 2-dimensionale Leitfdhigkeits-Verteilung. Fiir den Fall, daf} keine
lateralen Inhomogenititen in der Diinnen Deckschicht existieren, ist:

(5.18) = p also gg = ¢B + g0°

In diesem Fall ist die Polarisations-Richtung des elektrischen Feldes also stets senkrecht
zu der Polarisations-Richtung des magnetischen Feldes. Zu einer Gleichverteilung der
Polarisations-Richtungen des Magnetfeldes korrespondiert in diesem Fall ebenfalls eine
Gleichverteilung der Polarisations-Richtungen des elektrischen Feldes.

In der Abb. 5.5 wird fiir den Fall, daB t s=p ist (und zwar speziell t/p = 10) die
Funktion ¢g in Abhingigkeit von ¢p dargestellt. Man erkennt an dieser Darstellung, dal3
aus einer vorgegebenen Gleichverteilung der Polarisations-Richtungen des Magnetfelds
eine Hiufigkeits-Verteilung der Polarisations-Richtungen des elektrischen Feldes entsteht,
die ihr Maximum entweder parallel (wenn t/p > 1) oder senkrecht (t/p <C 1) zur Streich-
richtung der Anomalie hat.
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Jene Richtung, in der das Hiufigkeits-Maximum der Polarisations-Richtungen des
clektrischen Feldes existiert, wird die Vorzugsricktung des elektrischen Feldes genannt
(ANGENHEISTER, BERKTOLD, SENGPIEL, 1965). In einer 2-dimensionalen Anomalie gilt,
daB die Polarisations-Richtung des elektrischen Feldes parallel oder senkrecht zur Vor-
zugsrichtung stets senkrecht zur Polarisationsrichtung des magnetischen Feldes ist. In allen
anderen Polarisationsrichtungen ist das elektrische Feld schiefwinklig zum magnetischen
Feld.

Unter der Voraussetzung einer Gleichverteilung der Polarisationsrichtungen des Ma-
gnetfeldes kann man die Verteilung der Vorzugsrichtungen allein aus Messungen des

A
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Abb. 5.5+ Die Polarisationsrichtung des elektrischen Feldes ¢g als Funktion der Polarisationsrichtung des
magnetischen Feldes ¢p. Die Winkel werden beide im Uhrzeigersinn gezihlt:

oE = 0° ist senkrecht zur Streichrichtung (parallel zum Gradienten)
oE = 90° ist parallel zur Streichrichtung.

Bei einer Gleichverteilung der Polarisationsrichtungen des magnetischen Feldes erhilt man hier ein
Hiufigkeitsmaximum der Polarisationsrichtungen des elektrischen Feldes. Der Mittelwert dieses Hiufig-
keits-Maximums ist die Vorzugsrichtung des elektrischen Feldes (in diesem Fall parallel zum Streichen der
Anomalie).
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Abb. 5.6, a—f. Polarisationsrichtungen des elektrischen Feldes als Funktion der Polarisationsrichtungen des
magnetischen Feldes an 6 MeBorten in Athiopien fiir den Periodenbereich 480 sec bis 3840 sec. Am Ergebnis
fiir die Station 230 (b.) erkennt man, daB dort keine Vorzugsrichtung existiert, da dort die Polarisations-
richtung des elektrischen Feldes stets senkrecht zu der Polarisationsrichtung des magnetischen Feldes ist.
Aus dem Ergebnis fiir die Station AGA (f.) kann man dagegen deutlich eine Vorzugsrichtung ableiten.

Man erkennt, daB die Polarisationsrichtungen des magnetischen Feldes ein Hiufigkeitsmaximum bei
etwa 0° bzw. 180° haben, also etwa Nord-Siid. Aus diesem Grunde sind NS-Vorzugsrichtungen des elektri-
schen Feldes schwer zu erkennen, wie sie — wenn auch nur schwach ausgeprigt ~ bei den Stationen 270 und
192 existieren.

elektrischen Feldes bestimmen. Andererseits kann man die Vorzugsrichtung einfach aus
den 4 Impedanzen 2xx, 2xy, 2yx und zyy ausrechnen, falls die Leitfidhigkeitsverteilung tat-
sdchlich genau 2-dimensional ist:

Im Koordinatensystem der Streichrichtung, das in diesem Fall identisch ist mit dem
Koordinatensystem fiir die Vorzugsrichtung, gilt

619 &) = ot 5 ) )
Mit der Definition:
(5.20) s = #(T) - +T2 5= a(T)- =P

gilt in einem um den Winkel ¢v aus der Vorzugsrichtung gedrehtem Koordinatensystem

2 (Ex(CPV)) i (22 sin(z ov) 21 -+ 22 cos(2 @v) ) (Bx(CPV))

Ey(ev)]  \—21 + 22 cos(29v) —zsin(29v)/ \By(ev)

- (Zxx 3xy) " (Bx)
Zyx 2yy] \By/

Berechnet man aus diesem Tensor nun

(5.22) Zxx—_;zyy = s:: ((23::)) dann folgt fiir die Vorzugsrichtung
Xy £ 2.9
s Zxx —— Zyy
(5.23) Qv = 0.5 arctan - S

Beide Methoden, némlich einerseits die Vorzugsrichtung nur aus Messungen des elek-
trischen Feldes und andererseits mit Hilfe der Bezichung (5.23) zu bestimmen, sind ent-
weder an eine Gleichverteilung der Polarisationsrichtungen des Magnetfeldes bzw. an die
Existenz einer 2-dimensionalen Anomalie gebunden. Ohne Voraussetzung ist dagegen die
Methode, die Polarisationsrichtungen des elektrischen Feldes als Funktion der Polarisa-
tionsrichtungen des Magnetfeldes zu bestimmen. Diese Methode wurde deshalb fiir die
Bestimmung der Vorzugsrichtungen an einigen Orten in Athiopien benutzt (Abb. 5.6).

Das Problem bestand hierbei in der auf die Nord-Stid-Richtung beschrinkten Vertei-
lung der Polarisationsrichtungen des Magnetfeldes. Eine Hiufigkeitsanalyse der Polari-
sationsrichtungen des elektrischen Feldes alleine ergibt deshalb an fast allen MeBorten
eine EW-Vorzugsrichtung (BERKTOLD, 1974). Es ist aber zu bezweifeln, ob diese ,,Vor-
zugsrichtungen®’ durch die Leitfihigkeitsverteilung tiberhaupt beeinfluBt wurden, sie also
nicht nur das ,,Spiegelbild‘ der ionosphirischen Stréme sind. Auch eine Hauptsachen-
transformation nach der Beziehung (5.23) ist unsicher, da die statistische Sicherheit der
Impedanzen gering ist, die zu der NS-Komponente des elektrischen Feldes, bzw. EW-Kom-
ponente des Magnetfeldes korrespondieren. Dagegen ergab die Bestimmung jeder einzel-
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nen Polarisationsrichtung des elektrischen Feldes als Funktion der Polarisationsrichtung
des magnetischen Feldes andere Vorzugsrichtungen als EW. Vergleicht man die in Abb.
5.6 a-d dargestellten Ergebnisse mit der Abb. 5.5, so erkennt man, dall an den meisten
MeBorten keine lateralen Gradienten der Leitfihigkeit wirksam sind. Nur an den zwei
Stationen, mit MED und AGA bezeichnet, Abb. 5.6 e und f, existieren deutlich Vorzugs-
richtungen des elektrischen Feldes.

5.22 Ergebnisse von Modellrechnungen fiir die Vorzugsrichtung

Zunichst wird an einigen Beispielen demonstriert, wie die Verteilung der Vorzugs-
richtungen des elektrischen Feldes zur Verteilung der integrierten Leitfihigkeit korre-
spondiert. Diese Verteilungen der Vorzugsrichtungen wurden mit der in (5.1) beschrie-
benen Modellrechnung bestimmt, wobei die Vorzugsrichtung jeweils mit der Beziehung
(5.23) berechnet wurde. Die Anwendung dieser Beziehung scheint zun#chst nicht berech-
tigt zu sein, da die Verteilung der elektrischen Leitfihigkeit nicht 2-dimensional ist. Tat-
sdchlich ist aber die Voraussetzung nicht die 2-dimensionale Verteilung der Leitfihigkeit,
sondern die der Felder. Diese  Voraussetzung ist aber an den meisten Gitterpunkten des
Modells erfullt. D. h. es 148t sich oft ein Koordinatensystem an einem Gitterpunkt finden,
in dem der Tensor der vier Impedanzen:

ty ty) . (t o)
2 — angenihert —
(5.24) (px o E oD

wird. Die Vorzugsrichtung ist dann jeweils die Hauptachse dieses Koordinatensystems.
Die Lénge der eingetragenen Vorzugsrichtungen ist proportional zum Verhiltnis t/p: Mit
zunehmender Entfernung von einer ,,Anomalie’’ nihert sich das Verhiltnis

t/p —1

d. h., die Vorzugsrichtung verschwindet (zieht sich in den Abbildungen auf einen Punkt
zusammen).

5.23 Theorie und Bestimmung der Vorzugsrichtung des elektrischen Feldes bei beliebiger
lateraler Variation der elektrischen Leitfihighkeit

Mit folgendem Modell kann ein allgemein beobachteter Aspekt der Vorzugsrichtung
in beliebigen Verteilungen S(x,y) erkldrt werden: Es sei eine 2-dimensionale Induktions-
anomalie gegeben, sodal} fir das Normalfeld (ohne die inhomogene Deckschicht) gilt:

(5.25) Exo = 25" By und Eyo = 2| Bx

fur die Streichrichtung der ,,Anomalie* ¢;.
(Die Ortskoordinaten (x, y,) an den Feldkomponenten werden weggelassen.)

Die Polarisationsrichtung des elektrischen Normalfeldes ist deshalb folgende Funktion
der Polarisationsrichtungen des magnetischen Feldes:

(5.26) ®o = 1 + arctan(z—: tan(pp—e¢1 + 90°))

In der Dinnen Deckschicht am selben Ort (x,, y,) existiere nun eine ebenfalls 2-dimen-
sionale Anomalie, allerdings mit einer anderen Streichrichtung ¢2. Diese 2-dimensionale
Anomalie verzerrt das gegebene Normalfeld. Zwischen den Polarisationsrichtungen des

6 Miinchen Ak.-Abh.math.-nat, (Haak)
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Abb. 5.7 : Vorzugsrichtungen des elektrischen Feldes in dem Modell mit der rechteckigen, gutleitenden Ein-
lagerung (siehe Abb. 5.3). Die Linge der Vorzugsrichtung ist proportional (1 — p/t): Im AuBenraum wird
p = t,die Vorzugsrichtung verschwindet. Innerhalb der gutleitenden Anomalie ist die Vorzugsrichtung par-
allel zur Streichrichtung des Rechtsecks gerichtet. An den Breitseiten dreht sich die Vorzugsrichtung um
90°, dagegen dndert sie sich nicht an den schmalen Stirnseiten des Rechtecks, trotz der unterschiedlichen
Leitfahigkeit! LaBt man das Rechteck in ein Quadrat schrumpfen, und vom Quadrat in eine kreisrunde
Scheibe (hierbei werde der Einwand des Mathematikers iiberhort, das sei ja die Quadratur des Kreises) dann
verschwinden die Vorzugsrichtungen im Innern der Scheibe (da dann die elektrischen Felder innerhalb der
Scheibe homogene, von der Richtung des duBleren Feldes unabhingige Felder sind). Dagegen bleibt die
Vorzugsrichtung bei dessen Transformationen im A#ufenraum etwa so wie hier beim Rechteck erhalten:
Hieraus kann gefolgert werden, daB die Existenz von Vorzugsrichtungen und deren Richtungen nicht nur
durch die GroBe der Leitfahigkeitsinderung sondern auch durch die Geometrie der Anomalie bestimmt
wird.
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Abb. 5.8 : Vorzugsrichtungen fiir die Kreisscheibe: Man sieht hier, daB der Kreis durch einen Polygonzug
angegeben wurde. In einer idealen Kreisscheibe diirften keine Vorzugsrichtungen innerhalb der Scheibe
existieren. Im AuBenraum sind die Vorzugsrichtungen radial vom Mittelpunkt der Kreisscheibe weggerichtet.
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Abb. 5.9.: Vorzugsrichtungen fiir eine schlechtleitende Einlagerung in einer gutleitenden Umgebung (Insel
St. Helena im Ozean). Auf der Insel sind die Vorzugsrichtungen senkrecht zur langen Mittelachse der Insel
gerichtet.
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Abb. 5.10 : Es wurden vier Quadrate in eine homogen leitende Umgebung eingebettet: Zwei diagonal gegen-
iiberliegende Quadrate haben eine gréfiere Leitfihigkeit als die Umgebung, die beiden anderen Quadrate
eine kleinere Leitfahigkeit als die Umgebung. Es wurden keine Modellgrenzen eingezeichnet, um zu demon-
strieren, daBl man allein aus der Verteilung der Vorzugsrichtungen die Modellkonfiguration erkennen kann.
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beobachtbaren elektrischen Feldes und den Polarisationsrichtungen des Normalfeldes be-
steht folgender Zusammenhang

(5.27) @ =92 + arctan(% tan(@y — cpz))

Damit ergibt sich insgesamt fiir den Zusammenhang zwischen dem beobachtbaren elek-
trischen Feld und dem magnetischen Feld

(5.28) Q= ¢z + arctan(; tan((qn — ¢2) + arctan (:—"* tan (pp —@1 + 90°))))

Diese Funktion wurde fiir ein vorgegebenes Modell in Abb. 5.11 gezeichnet. Die Vor-
zugsrichtung, die man dieser Kurve im Bereich ihrer geringsten Steigung (= Maximum
der Hiufigkeit der Polarisationsrichtungen des E-Feldes) entnehmen kann, liegt zwischen
den Vorzugsrichtungen, die man einerseits fir die Induktionsanomalie und andererseits
fur die Deckschichtanomalie erwarten wiirde. Der besondere Aspekt dieser Kurve liegt
darin, daB3 sie zu der Geraden ,,senkrecht’" unsymmetrisch liegt. Alle Kurven fiir eine
einzige 2-dimensionale Anomalie liegen stets symmetrisch zu dieser Geraden. Die Schnitt-
punkte dieser Kurve mit der Geraden sind immer die Richtungen, in denen das elektrische
Feld parallel zur Streichrichtung der Anomalie gerichtet ist, wobei das Magnetfeld senk-
recht zum elektrischen Feld gerichtet ist, und die Richtung, in der das elektrische Feld
senkrecht zur Streichrichtung gerichtet ist, wobei das magnetische Feld parallel zur Streich-
richtung ist. Dagegen ist nun das elektrische Feld in Vorzugsrichtung polarisiert, wenn
das Magnetfeld senkrecht zur Streichrichtung der Anomalie gerichtet ist, bzw. das elek-
trische Feld senkrecht zur Vorzugsrichtung, wenn das Magnetfeld parallel zur Streich-
richtung gerichtet ist.

Zwar ist das hier zugrundegelegte Modell der zwei sich Giberlagernden 2-dimensionalen
Anomalien noch sehr beschriinkt in seiner Aussagekraft, aber die Beobachtung lehrt, daBl
diese Schiefwinkeligkeit von elektrischem und magnetischem Feld recht hiufig ist. Ein
Beispiel hierfiir ist die beobachtete Kurve von Figur (5.6, ). Diese beiden Koordinaten-
systeme, das der Vorzugsrichtung fiir das elektrische Feld und das (in diesem Modell mit
der Streichrichtung der Induktionsanomalie Ubereinstimmende) Koordinatensystem des
Magnetfeldes zeichnen sich zudem dadurch aus, daBl die Kohdrenz zwischen den Kom-
ponenten des elektrischen und magnetischen Feldes maximal ist. Man kann deshalb diese
beiden Koordinatensysteme unabhingig von einem zugrundegelegten Modell folgender-
maBen bestimmen:

Gibt man eine Gleichverteilung der Polarisationsrichtungen des Magnetfeldes vor, so
ist die Kohirenz der zueinander orthogonalen Komponenten Bx und By sehr klein und
unabhiingig von der Orientierung des Koordinatensystems. Dagegen ist die Kohidrenz der
zueinander orthogonalen Komponenten des hierzu korrespondierenden elektrischen Feldes
nur fir ein einziges Koordinatensystem sehr klein, nimlich das der Vorzugsrichtung
(HAAK, 1972). Sucht man nun zu jeder dieser Komponenten des elektrischen Feldes die
maximal kohirente Komponente des Magnetfeldes, so sind diese Komponenten meist nicht
senkrecht zu den Komponenten des elektrischen Feldes (siche Abb. 5.12).

Den Zusammenhang der beiden Methoden, die beiden ausgezeichneten Koordinaten-
systeme des elektrischen und des magnetischen Feldes zu bestimmen, nidmlich einerseits
Uber die Abhingigkeit der Polarisationsrichtungen und andererseits tiber die Methode der
Minimalen und Maximalen Kohirenz, klirt eine Auswertemethode von W. KIESSLING
(1970), die im folgenden dargestellt wird.
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/]

Abb. 5.11 : Graphische Konstruktion der Vorzugsrichtung bei Uberlagerung zweier 2-dimensionaler Anomalien
verschiedener Streichrichtung. Im linker oberern Teil der Abbildung gibt die ,,Schlangenkurve*‘ den Zusammen-
hang zwischen den Polarisationsrichtungen des magnetischen Feldes (senkrechte Striche im gleichen Abstand)
und den Polarisationsrichtungen des elektrischen Feldes (waagrechte Striche mit Hiufung bei der Vorzug-
richtung) fiir die 1. Anomalie an, Gl. (5.26). Die Vorzugsrichtung ist parallel (oder senkrecht) zur Streich-
richtung der Anomalie. 1m rechten unteren Teil der Abbildung gibt die ,,Schlangenkurve* den Zusammen-
hang zwischen den Polarisationsrichtungen der elektrischen Felder der 1. Anomalie (senkrechte Striche)
und der 2. Anomalie (waagrechte Striche) an, Gl. (5.27). Da die 1. Anomalie der 2. Anomalie bereits eine ge-
hiufte Verteilung von Polarisationsrichtungen anbietet, produziert die 2. Anomalie in dem hier dargestellten
Fall eine noch stirkere, etwas schiefe Hiufung der Polarisationsrichtungen. In den Schnittpunkten der po-
larisationsrichtungen der 2. Anomalie mit den Polarisationsrichtungen des Magnetfeldes ergibt sich die re-
sultierende ,,Schlangenkurve** (/inker unterer Teil), Gl.(5.28). Der kleine Kreis in der oberen linken Abbildung
gibt an, daB die Polarisationsrichtung des elektrischen Feldes in Vorzugsrichtung (also in Streichrichtung
der Anomalie, bzw. senkrecht zu ihr) senkrecht zur Polarisationsrichtung des Magnetfeldes ist (Fall der E-
oder B-Polarisation). Im unteren, linken Teil der Abbildung gibt der kleine Kreis an, wo die
Polarisationsrichtung des zur Streichrichtung der Anomalie 1 senkrechten, bzw. parallelen Magnetfelds
senkrecht zur Polarisationsrichtung des resultierenden elektrischen Feldes sein wiirde, es aber jetzt nicht
mehr ist:

Bei Uberlagerung mehrerer Gradienten der Leitfahigkeit sind die kohirenten Richtungen von elektrischem
und magnetischem Feld nicht mehr senkrecht zueinander.
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Abb. 5.12: Anwendungsbeispiel fiir die
Methode der Minimalen und Maximalen
Kohirenz. Vorgegeben wurde ein Modell
der Leitfahigkeitsverteilung, in dem eine
Induktionsanomalie die Streichrichtung
N 15° E hat, wobei die Vorzugsrichtung
des eclektrischen Feldes parallel zur
Streichrichtung ist, iberlagert von einer
Anomalie mit der Streichrichtung N o°E
mit einer Vorzugsrichtung des elektri-
schen Feldes N go° E.

Die obere Figur gibt die Kohirenz
zwischen den zueinander orthogonalen
Komponenten des elektrischen Feldes als
Funktion des Azimuts des Koordinaten-
systems an: Im Koordinatensystem der
Vorzugsrichtung des elektrischen Feldes
N 39° E ist die Kohiirenz minimal, d. h.
die Komponente des elektrischen Feldes
in Vorzugsrichtung ist linear unabhingig
von der Komponente des elektrischen
Feldes senkrecht zur Vorzugsrichtung.

In der wunteren Figur ist die Kohirenz
zwischen der Komponente des elektri-
schen Feldes in Vorzugsrichtung mit
einer Komponente des Magnetfeldes wie-
dergegeben: Die maximale Kohirenz
wird erreicht, wenn das Koordinaten-
system des Magnetfeldes mit der Streich-
richtung der Induktionsanomalie iiber-
einstimmt.
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Die 4 Impedanzen des Tensors

(5.20) (zxx(% oB) 2xy(PE, (PB))

2yx(9m, 9B)  2yy(PE, ¥B)

sind Funktionen der Orientierung des Koordinatensystems sowohl des elektrischen Fel-
des ¢g, als auch des magnetischen Feldes ¢g. Stellt man diese Variation der Impedanz-
Betriige fiir alle voneinander unabhingigen Orientierungen der beiden Koordinatensysteme
durch Linien gleicher Impedanzbetrige in einem g, Koordinatensystem dar, so erhilt
man ein ,,/mpedans-Gebirge'‘, dessen Morphologie die Vorzugsrichtung des elektrischen
Feldes und die dazu kohirente Richtung des Magnetfeldes angibt.

A |

Pe

OO

-90°

Abb.5.13

Existieren keine lateralen Gradienten der Leitfihigkeit, so erhilt man eine um 43°
schrige ,,Wellblech-Struktur® (Abb. 5.13).

In Abb. 5.14 ist hierzu ein Beispiel aus der Auswertung realer MeBdaten (aus der
Afarsenke in Athiopien) gegeben. Existieren dagegen starke Gradienten der Leitfihigkeit,
wird diese schrige Wellblech-Struktur deformiert, wie es in Abb. 5.15 dargestellt wird, die
wiederum ein Beispiel aus der Auswertung realer MeBdaten aus Athiopien ist. Es ist
aufschluBreich,den Impedanztensor in jedem Koordinatensystem erneut durch eine Aus-
gleichsrechnung zu bestimmen, da sich dann jedesmal die MeBfehler neu auf die Kom-
ponenten aufteilen. Bei schlechten MeBdaten ergeben sich unregelmiBig geformte Berge
und Tiler, sogar Neben-Téler und -Gipfel.

Die beiden Abbildungen .14 und 5.15 geben diese Impedanzgebirge fiir reale MeBdaten
aus Athiopien wieder.

Bei konstanter Orientierung des Koordinatensystems des Magnetfelds ¢, aber Rotation
des Koordinatensystems des elektrischen Feldes, wird die Impedanz bei einer Orientierung
des Koordinatensystems des elektrischen Feldes ¢ maximal: Diese beiden Richtungen
sind identisch mit der Polarisationsrichtung ¢ des elektrischen Feldes bei gegebener Pola-
risationsrichtung ¢p des Magnetfeldes. Bei Variation von ¢p erhilt man so eine Kurve
lings des Héhenrlickens eines Impedanzgebirges, das die Abhingigkeit der Polarisations-
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Abb. 5.14. Impedanzgebirge fiir einen MeBort in Athiopien (Station 230, Anzahl der Fourier-Koeffizienten N = 49, Periode
T = 480 sec). Die dicke Kurve gibt an, wo die Impedanz fiir ein vorgegebenes s maximal wird. Da sie mit der eingetragenen
Geraden fast identisch ist, die angibt, wo die Polarisations-Richtung des elektrischen Feldes senkrecht zur Polarisationsrich-

tung des magnetischen Feldes ist, kann man aus der Abbildung folgern, daB nur ein schwacher lateraler Gradient der elek-
trischen Leitfihigkeit an diesem MeBort existiert.
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Adb. 5.15. Impedanzgebirge fiir einen MeBort in Athiopien (Station AGA, Anzahl der Fourierkoeffizienten N = 42, Periode
T = g6o sec). Da die dicke Kurve, die dem Hohenriicken des Impedanzgebirges folgt, stark von der Geraden abweicht,
auf der die Polarisationsrichtung des elektrischen Feldes senkrecht zu der Polarisations-Richtung des magnetischen Feldes ist,
kann man folgern, daB an dieser Station ein starker lateraler Gradient der elektrischen Leitfahigkeit wirksam ist. Der Ordi-
natenwert ist die Vorzugsrichtung des elektrischen Feldes (siche auch Tabelle 5.1.)
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Abb. 5.16 a—f Die Abhiingigkeit der Polarisationsrichtungen des elektrischen Feldes von der Polarisationsrich-
tung des magnetischen Feldes an 6 Stationen in Athiopien. Die Kurven sind den,,Impedanzgebirgen‘(siehe
Abb. 5.14, 5.15) entnommen, die Punkte sind Auswertungen von Einzelschwingungen (siche Abb. 5.6). Ver-
schiedene Kurven in jeder Abbildung gelten fiir je 4 Perioden (480, 960, 1920 und 3840 sec).

In jede Figur wurde eine Diagonale eingetragen, auf der g = @p -+ 90° ist. Abweichungen von dieser Dia-
gonalen deuten auf laterale Gradienten der elektrischen Leitfahigkeit.

Figur e (MED): eine einfache 2-dimensionale Anomalie, da die Kurve deutlich gekriimmt und symmetrisch
zur Diagonalen liegt.

Figur f (AGA): Uberlagerung mindestens zweier lateraler Gradienten der Leitfihigkeit, da die Kurven
unsymmetrisch zur Diagonalen sind. '

Figurb (230) und c (192): Lateral homogener Untergrund, da die Kurven fast identisch mit der Diagonalen
sind.

Figur a (270): NS-Vorzugsrichtung, aber schwacher Gradient.

richtung des elektrischen Feldes von der Polarisationsrichtung des magnetischen Feldes
angibt. Diese Kurven sind gleich mit den in Abb. 5.5 und 5.11 diskutierten, bzw. aus den
Mef3daten bestimmten Kurven (Abb. 5.6). In den Abb. 5.14, 5.15 sind sie als dicke Kurven
eingetragen. In Abb. 5.16 a—f sind sie in die ,,Punktwolken’ der Abb. 5.6 fiir vier ver-
schiedene Perioden eingetragen.

Wichtig ist, daf3 die hier angewandte Methode auch dann noch funktioniert, wenn die
Polarisationsrichtungen des Magnetfeldes unglinstigerweise auf einen Winkelbereich be-
schrinkt sind, der mit der Vorzugsrichtung tibereinstimmt (z. B. Abb. 5.16, a).

Die Vorzugsrichtungen des elektrischen Feldes aus den Abb. 5.16 wurden in die geo-
graphische Karte (Abb. 5.17) eingetragen, wobei die Linge des jeweiligen Striches pro-
portional zum Verhiltnis der maximalen zur minimalen Impedanz ist (siehe auch Ta-
belle 5.1).

In der Tabelle 5.1 ist angegeben, fiir welche Polarisationsrichtung des elektrischen Fel-
des die in den Abb. 5.16 dargestellten Funktionen jeweils die geringste Steigung haben
(Vorzugsrichtung des elektrischen Feldes), aulerdem die GréBe (Absolutwert) der diago-
nalen Terme des Tensors | zxy | und | zyx | (= Gipfel und Minimum im Impedanz-Gebirge)
und das Verhiltnis von Maximum zu Minimum | zxy/zyx | (ein MaB fiir die Inhomogenitit
der elektrischen Leitfihigkeit am MeBort).

In Abb. 5.17 ist die jeweils aus den 4 Perioden gemittelte Vorzugsrichtung eingetragen,
wobei die Linge des Striches proportional zur GroBe | zxy/zyx | ist.

Man erkennt, dafl diese Vorzugsrichtungen nur schwache Gradienten der elektrischen
Leitfihigkeit in der Afarsenke wiedergeben, nur die beiden Stationen am SE-Escarpment,
MED und AGA liegen demnach im Bereich stirkerer Gradienten der elektrischen Leit-
fahigkeit, wobei die Richtungen andeuten, dal das Escarpment einen héheren spezifischen
Widerstand haben muB als die Afarsenke.

5.3 Bestimmung der Impedanzen fiir den tieferen Untergrund aus den gemessenen Impe-
danzen bei lateral varitevender Leitfihigkeit der oberen Kilometer

Da nach GI. 5.4 die vier Beziehungen existieren:
(5-30) 2(T) = zxx(Dty 2(T) = ayx(T)/py
2(T) = zxy(D/tx 2(T) = 2yy(T)/px
kann man die Ubertragungsfunktion gleich viermal bestimmen, wenn man die Verteilung
der integrierten Leitfihigkeit der Deckschicht kennt und damit die vier Koeffizieten ty, ty,
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Station Periode Vorzugs- Maximales  Minimales | zxy |
(sec) richtung | 2xy | | 2yx | | zyx |
(von N tiber E)
270 480 175° 0.58 0.31 1.9
960 10° 0.58 0.25 2.15
1920 25° 0.52 0.24 2515
3840 17° 0.38 0.15 2.5
9417° 2.2-40.3
230 480 o’ 0.83 0.54 1.54
960 168 0.74 0.41 1.8
1920 20° 0.58 0.36 1.6
3840 235° 0.45% 0.27 1.67
t54-11° 1.65 4-0.11
192 480 25° 0.95% 0.53 1.8
960 30° 0.72 0.47 1.53
1920 10° 0.68 0.36 1.9
3840 o° 0.49 0.29 1.7
16 +14° 1.74+0.2
GEW 480 110° 0.17 0.08 2.1
960 90° 0.13 0.08 1.6
1920 75° 0.12 0.04 3
3840 90° 0.09 0.04 2.2
o1 +14° 2.24-0.6
MED 480 160° 0.73 0.25 2.9
960 165° 0.60 0.23 2.6
1920 165° 0.40 0.18 2.2
3840 160° 0.35 0.15 2.3
162.5 +3° 2.5+0.3
AGA 480 150° 1.44 0.24 6.0
960 145° 1.26 0.20 6.3
1920 145%° 0.89 0.12 7.4
3840 14%° 0.74 0.10 7.4
146 4-2.5° 6.6 4-0.6
Tabelle 5.1

px und py mit der soeben beschriebenen Modellrechnung berechnet hat. Man kannhierbei
nach der Methode der kleinsten Quadrate den Fehler:

(5:31 [32[2 =[x — #(T)  ty 2 + |y — 5(T) - t P
|2yx — 2(T) - py * + oy — 2(T) - px[?
durch Variation von £(T) minimal machen. Differenziert man also diese Gleichung
nach z(T):
déz

(532> dz(T) e |(Zxx—Z(T) tY) (,_tY)l Vs =10

dann erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion z(T):
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Abb. 5.17.: Die Verteilung der Vorzugsrichtungen des erdelektrischen Feldes an einigen MeBorten in der
Afarsenke in Athiopien. Die eingezeichnete 1000-m-Hohenlinie begrenzt im Westen die Afarsenke durch das
W-Plateau, im Siiden durch das SE-Plateau. Das EW-gerichtete Band gibt die Position des fiquatorialen
Elektrojets an. Die gepunktet eingetragenen Vorzugsrichtungen (BERKTOLD, 1974) sind nach einer anderen
als hier diskutierten Methode ausgewertet worden, die Linge hat keine Bedeutung. Die durchgezogenen
Striche geben die in dieser Arbeit bestimmten Vorzugsrichtungen an. Die Striche sind umso linger je stirker
die elektrischen Felder durch laterale Gradienten der elektrischen Leitfahigkeit polarisiert sind (siche Ta-
belle 5.1).

Aus der Verteilung der Vorzugsrichtungen folgt, daB der spezifische Widerstand des SE-Plateaus viel groBer
ist (in der GréBenordnung 1000 Ohm - m (BERKTOLD et al., 1975)) als der der Afarsenke (50 Ohm : m). An
den Stationen in der Afarsenke sind nur schwache Gradienten der Leitfihigkeit wirksam, woraus man folgern
kann, daf3 Interpretationsmethoden erlaubt sind, wie sie in Kapitel 3 (Geschichteter Untergrund) diskutiert
wurden.

(533  o(T) =2tk fo Dt b S (D) py b 2yy (D) bx

Man mul} bei dieser Mittelung nicht alle vier Funktionen zxx bis zyy verwenden, son-
dern kann sich auf jene beschrinken, die am sichersten, also mit kleinstem Fehler gemessen
worden sind. Die Mittelung muB fiir jede Periode, oder fiir jeden Periodenbereich aus-
gefihrt werden, da die Funktionen von der Periode abhingen.

Der Nachteil dieser Methode ist natiirlich der, daBl man die Verteilung der integrierten
Leitfahigkeit der Deckschicht nicht kennt und man sie deshalb durch andere geophysi-
kalische Methoden erkunden mubB.

Da die 4 gemessenen GréBen komplexwertig sind, kennt man 8 GréBen, nimlich z.B.
4 Betrige und 4 Phasen. Die 4 Phasen miissen aber alle gleich sein, womit also nur 5 von-
einander unabhingige GréBen gemessen wurden. Zu bestimmen sind aber 6 Gré8en, nim-
lich der Betrag von 2(T), die Phase von 2(T) und die vier recllen GréBen tx .. py. Aber
man sieht, daB3 genau betrachtet nur 6 — 5 = 1 GroéBe unbestimmt ist. Wihrend also bei
der oben beschricbenen Methode noch 4 Gr6Ben, tx .. py als unbekannt vorausgesetzt
wurden, milBte es nach der soeben diskutierten Bilanz von Bekannten zu Unbekannten
eine Methode geben, bei der nur noch ezne einzige GréBe unbekannt ist (und die auf irgend-
eine Art zu bestimmen ist). Solche Methoden gibt es auch und sollen jetzt diskutiert
werden.

5.31 Trennungsverfahven bei beliebig variierender Leitfihighkeit der oberen Kilometer und
1-dimensionaler Leitfihighkeitsverteilung o(s) des tieferen Untergrundes (LARSEN)

Es sei ein Tensor fiir ein Koordinatensystem gegeben, das die Orientierung , habe:
2xx 2yx
(5-34) (ny zyy)

Dreht man nun das Koordinatensystem in eine andere Orientierung 9x und sei §= &x—%&,,
dann haben sich die vier Tensorgr6Ben geiindert: Zur Abkurzung sei zunichst gesetzt

(5-35) a=tmday g _xmiy o _twdim g _o—in
dann ist zxx(®) =a 4+ bcos 29 + csin2d
(5.36) zxy(@®) =d 4 ccos 28 — bsin 2%

2yx(¥) =—d +ccos 28 —Dbsin29

2yy(® =a—Dbcos28—csin2d
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Um eine #hnliche Schreibweise zu erhalten, wie sie LARSEN (1975) verwendet hat, werden
alle vier Gleichungen durch d geteilt:

(5.37) 2xx(8) =d (% +§cos 29 —{—gsin 23)
—d- (A + C )
c b .
axy(9) =d - ‘1 -+ gcos 28 —gsin 23)
=d-( + B )
c b .
2yx(8) =d - (-— 1 + gcos 20 —gsin 2&)
=d:(—1 + B )
zyy(®) =d - (%——-gcos 23——§sin 23)
=d-(A— C )

SchlieBlich sei noch gesetzt:
(5-38) d = z(T)* 2P = 5(T)- D

Die neue Bezeichnung soll andeuten, welche Anteile in einer TensorgréBe sich bei der
Drehung des Koordinatensystems dndern und welche Anteile konstant bleiben:

A, D bleiben konstant,
B und C veridndern sich bei der Drehung des Koordinatensystems.

Die Beziehung zwischen elektrischem Feld und magnetischem Feld ist also

Ex A+C 1 + B} [Bx
s ()= (415 A1Y-()
Es soll bemerkt werden, daB die Gré8en A, B, C, D nicht identisch mit denen von LARSEN
sind, da sein Ansatz (4.15) invers zu meinem Ansatz Gl. 5.3 ist. Im folgenden geht es um
die Bestimmung von A, B und C aus den MeBgréBen, dann um die Bestimmung von
z(T)- D.
Bildet man die 4 méglichen Summen und Differenzen der Diagonal-Terme des Tensors,
so erhilt man

(5.40) a(T) = ¢(T) - D- XA+ OO0 _ ,1y.p.A

2

L= (T D GG =0 JEsi e

2

(L) =12 (D)« D=t b Bt B0 e D B

2

d(T) = 2(T)-D - UEB =01 _.y.p

2

Diese vier GroBen a, b, ¢ und d sind aus der Messung bestimmte Werte als Funktion
der Periode (siehe Gl. 5.33, wo die zxx, Zxy, 2yx und zyy die gemessenen GroBen sind). Teilt
man nun die obigen drei Gleichungen durch die vierte, also durch einen bekannten Wert,
so erhilt man

a(T)=A-d(T)
(5.41) b(T) = C - d(T)
c(T) =B -d(T)
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Man hat also drei lineare Gleichungen fiir die ,,meBbaren‘’ a, b, c,d und die unbe-
kannten A, B, C, aus denen man mit der Methode der kleinsten Quadrate die gesuchten
Proportionalitits-Konstanten A, B und C aus den MeBwerten ausrechnen kann. Man
mittelt dabei jeweils Uber ein enges Perioden-Intervall benachbarter Perioden. Es sollte
sich dabei ergeben, daB die A, B und C nicht von der Periode abhéngen (siehe aber noch
den Kommentar weiter unten). Nachdem man also die A, B und C bestimmt hat, kann
man das Produkt £(T) + D ausrechnen, und zwar wiederum viermal:

(5.42) 2(T)-D = a(T)/A 2(T)+ D = b(T)/C
2(T)-D = c(T)/B 2(T) - D = d(T)

Hierbei wendet man wiederum die Methode der kleinsten Quadrate an wie in Gl. 5.33.

Es bleibt also noch das Problem, wie D zu bestimmen sei. Doch zuvor sei noch die
Abhingigkeit der Koeffizienten A, B und C von der Periode diskutiert. LARSEN weist
darauf hin, daB es sich bei einer Auswertung ergeben habe, daB sie tatsichlich nicht von
der Periode abhingen und damit die Voraussetzung, die oberste Schicht der Erdoberfliche
mit lateral variierender Leitfihigkeit sei eine Diinne Schicht, erfillt sei. Tatséchlich sind
aber die Koeffizienten A, B und C bereits Verhiltnisse der urspriinglichen Koeffizienten
tx, ty, px und py, z. B.

(5.43) A_zxtay 2T ty+px  ty+px

zy—zyx 2(T) tx—py tx — py

Ein Beweis fur die Voraussetzung der ,,Diinnen Schicht'’ wire also die Konstanz der
Koeffizienten selber, bei variierender Periode. Diesen Beweis kénnte man also nur dann
erreichen, wenn man D als Funktion der Periode bestimmen konnte. Das scheint aber
bisher nicht méglich zu sein.

Versuche, den Faktor D zu bestimmen

Gegeben ist jetzt eine Ubertragungsfunktion
(5-44) (T) =D 2(T)

wobei z(T) gesucht wird, D unbekannt ist, aber eine reelle, von der Periode nicht ab-
hingige Zahl ist. LARSEN hat nun das in Kapitel 3 beschriebene Inversionsverfahren
hierzu eingesetzt: Man wihle irgendeine Zahl fir D. Das Inversionsverfahren ergibt dann
bei vorgegebener Anzahl von Schichten einen mittleren quadratischen Interpretations-
fehler als Funktion des Schichtparameters d = d/}/p.

Dann dndere man die Zahl D, und man wiederhole das Inversionsverfahren. Es ergibt
sich wiederum eine Abhingigkeit des Interpretationsfehlers vom Schichtparameterd/)/ p.”
Wiederholt man nun diese Prozedur fiir einen groBen Wertbereich von D und trigt die
jeweiligen Interpretationsfehler in ein Koordinatennetz ein, dessen eine Achse die Werte
von D angibt, die andere Achse die Werte des Schichtparameters d/)/g, so kann man
schlieBlich Isolinien gleicher Interpretationsfehler zeichnen. Das richtige D und das rich-
tige d/}/ ¢ ist dann dort, wo der Interpretationsfehler am kleinsten ist: Das Modell des
Untergrundes, das das Inversionsverfahren fir diese beiden Parameter liefert, ist dann
das richtige Modell.

Die Abb. 5.18 zeigt das Ergebnis von LARSEN (es ist der Kehrwert des Fehlers auf-
getragen!), allerdings auch die Schwierigkeiten, die bei dem Verfahren offenbar wurden:
Bei einer reinen, reellen Zahl D erreichte er kein ausgeprigtes Minimum des Interpre-

7 Minchen Ak.-Abh. math.-nat, (Haak)
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tationsfehlers. LARSEN versuchte es deshalb mit komplexwertigen Zahlen, was dann auch
zum Erfolg fithrte. Allerdings ist damit die Voraussetzung der Methode der Diinnen
Schicht nicht mehr erfillt.
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Diese Methode, den Faktor D zu bestimmen, ist aber durchaus fraglich. Nach WEIDELT
(1972) besteht zwischen der Phasendifferenz zwischen magnetischem und elektrischem
Feld einerseits und der pg-Kurve andererseits folgender ungefihrer Zusammenhang:
(5-45) Pr — o = 45° (1 — i)

Dieser Zusammenhang wurde auch experimentell oft bestitigt: Da man den schein-
baren spezifischen Widerstand allgemein in ein doppelt-logarithmisches Netz eintriigt,
sollten Steigung und Gefille von pg(T)-Kurven zu Steigung und Gefille von Phasen-
kurven korrespondieren: Bei steil ansteigender ps-Kurve fillt die Phase gegen 0°, beifallen-
der ps-Kurve steigt die Phase, bei ebener ps-Kurve (homogener Halbraum) ist die Phase
= 45°. Ist nun

(5-46) gs(T) =2+ T-D?- |2(T)|* = ¢s(T) - D*

dlngs __ dlnps(T) dlnD __ dlIngs(T)
(5.47) AT = LT T CamT— dlLT

Es gibt also zu ebensovielen D-Werten ebensoviele ps(T)-Kurven, die alle die gleiche
Phasenkurve haben. Deshalb muBl das Inversionsverfahren auch ebensoviele Modelle lie-
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fern, die alle die identisch gleiche Funktion fir den Interpretationsfehler als Funktion
des Schichtparameters haben: Die Linien gleichen Interpretationsfehlers miBten in der
Abb. 5.18 alle gerade nach oben verlaufen.

Um zu demonstrieren, daB eine Anderung von D keine Anderung des Interpretations-
fehlers ergibt, wurde einmal eine gs-Kurve mit D = 1 und das anderemal mit D = 2 in
ein Modell mithilfe der Inversionsmethode umgerechnet. Das Ergebnis ist in Abb. 5.19
wiedergegeben.

Es zeigt sich allgemein, dal die Multiplikation einer ps-Kurve mit einem reellen Fak-
tor D ein Modell ergibt, bei dem die Schichtmichtigkeiten um den Faktor D, die spezi-
fischen Widerstinde um den Faktor D? vergroBert sind. Diese Erkenntnis ergibt aber eine
Moglichkeit, den Faktor D zu bestimmen: Kennt man die Michtigkeit und den spezi-
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Abb. 5.19 - Unbestimmbarkeit des Tellurik-Faktors D mit der Inversionsmethode:

Es wurde das linke Modell (= Abb. 3.7) vorgegeben, die dazugehdrige ps-Kurve aber mit dem Faktor
D? = 4 multipliziert wiithrend die Kurve der Phasendifferenz zwischen E- und B-Feld unverindert blieb.

Die Anwendung des Inversionsverfahrens ergab ein deutliches Minimum fiir n = 4 und d = 3.16:

Das dazugehorige Modell ist im oberen rechten Teil der Abbildung angegeben. Die spezifischen Wider-
stinde dieses Modells sind um den Faktor D2und die Schichtmichtigkeiten um den Faktor D gegeniiberdem
linken Modell erhdht. Da sich die Fehlerverteilungen bei der Inversion der ps-Kurve und der ps-Kurve (siehe
Abb. 3.7) praktisch nicht unterscheiden, also keine Abhingigkeit der Fehlerverteilung vom Tellurik-Faktor D
existiert, ist eine Bestimmbarkeit von D durch die Inversionsmethode nicht denkbar.

*

7
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fischen Widerstand einer oberen Schicht, die noch deutlich in der MeBkurve zu sehen ist,
so variiere man den Faktor D so, bis die entsprechende obere Modellschicht mit der wirk-
lichen Schicht tibereinstimmt. Fir die Interpretation von Messungen auf einer kleinen
Insel im Ozean kann man als bekannte obere Schicht die Michtigkeit des Seewassers
in Rechnung setzen.

5.32 Trennungsverfahven bei 2-dimensionaler Feldverteilung der lokal variierenden Leit-
Jahigkeit an der Oberfliche und 2-dimensionaler Leitfihighkeitsverteilung des tieferen
Untergrundes

Die allgemeine Diskussion in Kapitel (5.3) tiber die Trennbarkeit von regionaler Induk-
tionsanomalie und lokaler Gleichstromanomalie ergab, daf3 esze unbekannte GréBe zuviel
existiert. Im vorhergehenden Abschnitt war dies der Faktor D.

Es ist nun ein weiteres Modell denkbar, fiir das die Trennung in regionale und
lokale Anteile in #hnlicher Weise moglich ist. Dieses Modell besteht aus einer Uber-
lagerung einer 2-dimensionalen Induktionsanomalie und einer 2-dimensionalen Gleich-
stromanomalie.

Fur die regionale, 2-dimensionale Induktions-Anomalie gelten fiir die Komponenten des
elektrischen und magnetischen Feldes im Koordinatensystem der Streichrichtung der regio-
nalen Anomalie folgende Beziehungen (AcAtung: Ab hier wird die Bezeichnung fir die
Koordinatensysteme gedndert: (x,y) ist ab jetzt stets ein gegeniiber Streichrichtungen von
Anomalien beliebiges Koordinatensystem)

(548) Er," =2 " Br,l und Er,l = 2] ° Br,“
Hierbei sind 2; und 21 komplexwertige, von der Periode abhiingige Impedanzen.

Fiir die lokale Gleichstrom-Anomalie gelten fiir die Komponenten des elektrischen Feldes
parallel und senkrecht zur horizontalen Komponente des lokalen Gradienten der Leit-
fahigkeit
(5.49) El,p =t Er,p und El,s = p = Er,s

Hierbei ist: p = parallel zum lokalen Gradienten
s == senkrecht zum lokalen Gradienten

und t, p sind 2 reelle, nicht von der Periode abhingige GroBen (Ubertragungs-Koeffi-
zienten).

Der lokale Gradient soll eine beliebige Richtung, verglichen mit der Streichrichtung
der regionalen Anomalie, haben, was hier durch die Unterschiede der verwendeten Zeichen
far ,,parallel (, p) und ,,senkrecht” (i, s) ausgedriickt ist.

Man kann die regional induzierten elektrischen Felder Er und E;; in Gl 5.48 und
in Gl. 5.49 (Er,p und Er, ) gleichsetzen. Zuvor muBl man allerdings die Feldkomponenten
sowohl fiir das lokale Feld als auch fiir das regionale Feld fiir ein und dasselbe Koordi-
natensystem ausrechnen. Dieses gemeinsame Koordinatensystem habe die Koordinaten
(x,y). Fir die Ubertragungsfunktion der Gl. 5.48 ergibt sich nach einer Drehung um

(P —r):
Ex,r _[#xx Axy (Bx,r ..
(Ey,r) = (Zyx zyy) \By» wobei:

\
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(5.50) a. fxx = %(Zl + 2) - sin 2 (p — ¢r)

b. zxy =5 (en—a) + 5 (2L +21) " cos 2 (p— or)

¢ sy =g (a—21)+ (oL +2) " cos 2 (p—gr)

d. zyy = ——;—(zl + z) * sin 2 (¢ — @r)

Fiir die Ubertragungs-Koeffizienten der lokalen Anomalie ergibt sich nach Drehungdes
Koordinaten-Systems um den Winkel (¢ — ¢1):

(Ex,l) = (Cxx ny) . (Ex,r)

Ev.l ny ny Ey,r

(5.51) a. Cxx=p':%(l +—;)+%(%——1)cosz(cp—(pl)]
Y )
o G [ (2 spinsfo —ol]
ot = [bfi ) ) fo )

Setzt man Er x und Er,y von Gl 5.50 in Gl 5.51 ein, so ergibt sich der gesuchteTensor,

der die Beziehungen der beobachtbaren Komponenten von elektrischem und magnetischem
Feld beschreibt:

-

t t
(55 a sa—p[2 1 4 2 °052<q>—¢1)]'[21:z" Sinz(cp—q>r>]+

(M

t
1 P sin 2 ((P—(Pl)] i [Zu —221. il 2) -iz- 2L cos 2(p —Cpr)]
2

[t
_.+1
b. nyzp' P

L 2

t
+ P ' cos 2(cp-—<p1)] . [zl:z" e 21.1- Aeos 2(?_'?1')]
2

. ;
T sin 2(cp—-cp1)] . [Z'L jz" sin 2 (cp—qu)J
2

t
S
C. zZyx=p-'|___P sin2 (cp———cpl)] : [zl i_z” sin 2 (q:—cp,)] -+
2

L

t t
l:l il P4 " 7D cos 2((P_<Pl>] . [z”:zl + 2 -i; L cos 2(cp——<pr)]
2

2

t
distims i—pi [1__2_Psin 2 (<p—cp1)] ; [21—2_2” ST ;}- £l s 2(<p—<pr)] e

1+i Ay z1 + 21
P4 P cos 2(p— 1) |- 12 sin 2 (p—¢r)

2 2

4. Trennung in regionale und lokale Ubertragungsfunktionen

Die 4 Ubertragungsfunktionen zxx, zZxy, syx und zyy auf den linken Seiten der Glei-
chungen 5.52 sind durch die Messung bestimmbar. Damit sind 6 voneinander unab-
hingige GroBen bekannt, nimlich:
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lexx|, [2xy s Jovxs [2vy ], oxxy @y
wobel ¢xx und ¢xy die Phasen-Differenzen zwischen elektrischem und magnetischem Feld
sind. Die beiden anderen Phasendifferenzen ¢yx und g@yy sind nicht mehr unabhingig von
den beiden anderen Phasen.

Diesen 6 durch Messung bestimmbaren Groflen stehen 8 gesuchte, also unbekannte

GroBen gegentiber, ndmlich
lzll I’ |ZL|’ Py Pys 1 Prit und p

Man kann aber durch die Methode der ,,Minimalen und Maximalen Kohirenz' jeweils
die Richtung des Magnetfelds bestimmen, die das regional 2-dimensionale elektrische Feld
induziert (E-, bzw. B-Polarisation). Diese zu bestimmenden Richtungen muBten an allen
MeBorten libereinstimmen und ergeben damit die Streichrichtung der regionalen Induk-
tionsanomalie ¢r.

Dreht man das Koordinatensystem sowohl fir das elektrische als auch fiir das magne-
tische Feld in das Koordinatensystem der also bekannten Streichrichtung der regionalen
Anomalie — hierzu setze man ¢ = ¢r — so folgt aus den Gleichungen (5.52)

(5:53) A ex=2z"p- %(1 _;_) *sin 2(<Pr—s°1)}

b. zxy = O %(1 +%) +L(t__ 1) 'C052<(PI'_CP1>|

2 \p
C Em =P %(1 _|_fp_)_%(%—1) - cos 2(<Pr—CPI)}
d_ zyy — zl- p . _;.(%— l) e Sin 2((91‘_@1)’

Es lassen sich nun ausrechnen:

2 - 2Zxx Zyy

(5-54)  a 1= ¢r + 0.5 -arctan —— oy

1 — cos 2 (pr — @1)
b. p 2z =zyx + oxx* i (’Pqu_q)l)cp N
1 4 cos 2 (gr — 1)
sin 2 (pr — ¢1)
d t _ Zyx-sin2(pr—eon) — zxx- (1 + cos2 (pr — 1))
P zyx + sin2 (pr— 1) + Zxx* (1 — cos 2 (r —¢1))

C. PraL=2xy + &yy°*

Kontrollen fiir das Trennungsverfahren
Folgende Kontrollen kénnen das dem Trennungsverfahren zugrundegelegte Modell
einer regionalen 2-dimensionalen Induktionsanomalie mit Giberlagerten, lokalen Anomalien
bestitigen:

a. Die Methode der ,,Minimalen und Maximalen Kohidrenz‘‘ muB} fiir alle MeBorte die
gleiche kohidrente Richtung fiir das Magnetfeld ergeben, ndmlich ¢r

b. Symmetriebeziehungen fir dic Phasen: Nach Drehung des gemessenen Impedanz-
Tensors in das Koordinatensystem des kohirenten Magnetfelds miissen die Phasen der
folgenden Impedanzen einander gleich sein:

Pxx = Qyx = @) und Pxy = Pyy = @,

c. Der ganze Ausdruck hinter dem arctan in Gl. (5.542) muB eine reelle Zahl (aufgrund
der Symmetriebezichungen der Phasen) ergeben.

d. Das Verhiltnis t/p in Gl. (5.54d) muB eine reelle Zahl (wegen der gleichen Symmetrie-
beziehungen der Phasen) ergeben.
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Schlufbemerbung :

Das Trennuhgsverfahren liefert nur bis auf den unbekannten Faktor p die Ubertra-
gungsfunktionen fur die 2-dimensionale Induktionsanomalie. Die Situation ist vergleichbar
mit dem Ergebnis des erstgenannten Trennungsverfahrens, wo der Faktor D unbestimmt
blieb. Kann man Ergebnisse anderer geophysikalischer Methoden zu Hilfe nehmen, so
wird man den Faktor p bei der Modellsuche so variieren, bis das aus den Impedanzen

przyund p-z;

ermittelte Modell in den oberen Kilometern (z. B. Michtigkeit von Sedimenten) mit den
Ergebnissen der anderen Methoden {bereinstimmt. Dadurch kénnte man dann also die
tiefere Verteilung der elektrische Leitfihigkeit allein mit der Magnetotellurik bestimmen.
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