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1. EINLEITUNG, UBERSICHT, PROBLEMSTELLUNG.

GroBe Reichweiten, Uberreichweiten bei Ultrakurzwellen, d. h. Wellen, die von der
Jonosphire nicht wesentlich beeinflufit werden, sind auf folgende Ursachen zurtckzu-
fithren:

1. Die Bildung von atmosphérischen Wellenleitern (Ducts) und
2. Reflexion an atmosphirischen Inhomogenititen.

Die Wirkung der Ducts ist bekannt. Wir werden uns hier nur mit den atmosphérischen
Inhomogenititen befassen.

Gordon und Booker [1] fithren die groBen, tiber die Wirkung ven Ducts hinausgehenden
Reichweiten auf Streuung an Inhomogenititen zuriick, die von atmosphérischer Turbu-
lenz herriithren. Der Verfasser hat diesem Vorgang mehrere Arbeiten gewidmet [2] [3] [4]
[51[6] [7] [8].

Doch haben andere Autoren Rechnungen angestellt tiber die Frage, ob nicht auch die
Reflexion an der Schichtung der ruhenden Atmosphire ebenso dieselbe GroBenordnung
des Streufeldes hervorrufen kénne. Es wurden iiberschligige Rechnungen durchgefiihrt.
Eine strenge Behandlung des Problems ist schwierig. Sie muf3 zweckmiBig in mehreren
Schritten erfolgen: mathematisch 16sbar ist zunichst das Problem der Schichtreflexion
an ebener Schichtung, wobei die Reflexion der Dipolstrahlung zu untersuchen ist. Dies ist
das Hauptproblem der vorliegenden Arbeit.

Die Reflexion an der ebenen Schichtung soll also hier genauer studiert werden. Dabei
ist von Interesse, wie sich cine strahlenoptische Losung gestalten wiirde, die die Reflexion
vernachlissigt, jedoch die Kriimmung der Strahlen im inhomogenen Medium berlick-
sichtigt.

Fir die wellenoptische Behandlung von Reflexionen an inhomogenen Schichten hat
Epstein eine Methode ersonnen [10], die von ihm und spéter von Rawer [11] fiir die Unter-
suchung des senkrechten Einfalls ebener Wellen an der Jonosphire benutzt wurde. Carl
Eckart (Pasadena) hat [12] dieselbe Methode fiir die wellenmechanische Berechnung des
Tunneleffekts verwendet.

Bekanntlich wird der mathematische Ausdruck fiir die Dipolstrahlung im homogenen
Medium aus ebenen Wellen oder aus Zylinderwellen zusammengesetzt. Es erscheint auch
im inhomogenen Medium niitzlich, dieses Verfahren zu beniitzen, da bei den anderen Auto-
rendieser Wellentyp nur unter speziellen Voraussetzungen untersucht wurde. Ferner ergeben
sich aus ihm nachher klare Einblicke in den Mechanismus der Vorgénge auch bei der Re-
flexion am inhomogenen Medium. Es ergibt sich hier ein klarer Einblick in die Phinomene
der Totalreflexion, der Bildung von Interferenzstreifen. Flir den zu verwendenden Ausdruck
fur e = f(2) kann der Grenziibergang zum homogenen Medium (6 —0) und der zum Sprung
zwischen zwei Werten (¢ =1, ¢ = 1 + §) (x — 00) einfach durchgefiihrt werden. Dies
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gibt andrerseits die Moglichkeit, die Reflexion an einer diinnen Schicht zu untersuchen, in
der & von einem Wert zu einem gréBeren iibergeht.

Eine Behandlung der fiir die Dipolstrahlung resulticrenden 12 Integrale mittels der
Sattelpunktsmethode liefert eine 1. Niherung, die die Méglichkeit gibt, die Resultate
physikalisch zu diskutieren. Einen Uberblick {iber den gesamten Rahmen gibt das In-
haltsverzeichnis.

2. DIE EPSTEIN-METHODE NACH RAWER.

Um dem Leser die Mithe zu ersparen, umfangreiche Literatur nachzuschlagen, wollen
wir hier im Anschlul an Rawer [11] die verwendete Methode kurz skizzieren, die in der
vorliegenden Arbeit weitergebildet wird. Es wird sich dabei ergeben, wie wir ¢ = f(2)
zweckmiBig zu wihlen haben, damit ein in allen Ableitungen stetiger Ubergang zwischen
zwei Werten der Dielektrizititskonstante entsteht, der mittels unserer Methode wellen-
optisch behandelt werden kann.

Fiir geeignete Wahl der Polarisation, iiber die wir noch zu sprechen haben, lautet fir
eine sich ausbreitende FeldgroBe U die Wellengleichung':

(1) AU + B e(s) U = o,
wo

2
(2) k= oegpop = (Z_:)
mit
(3) 2o = Wellenlinge im Vakuum,

U = Permeabilitit des Vakuums = 471077,

&y = Dielektrizititskonstante des Vakuums = 1/,7.9.100.

Wir beschrinken uns zunachst auf die eine Koordinate 2, dann wird aus (1)

@ LU L Be(U =o.

Um (4) zu l6sen, kann man den Versuch machen, von einer anderen, moglichst allgemeinen
Differentialgleichung 2. Ordnung auszugehen, deren Lésung bekannt ist. Man sucht dann
eine Transformation der Variablen, die (4) in die genannte Differentialgleichung iiber-
fihrt. Als die genannte Differentialgleichung 2. Ordnung wihlt man die Gauf3sche hyper-
geometrische, die in Variablen #, v lautet:

d%u —(e+B+1)2) du af .
(s) dv? v(1—2) dv ~ v(1—0) A0

= T+ POLE 4 0@ u =o.
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a, B, v sind drei willkiirliche Konstanten, die spiter als Parameter der hypergeometrischen
Funktion erscheinen werden.
Nach Rawer [11] wihlen wir die Transformation:

(6) v=u(2) u=U-r(s).
Da in der Wellengleichung (4) das Glied mit 27 fehlt, crgibt sich die Forderung:

) 2 L L () (55— P) (52)°) = o

Man kann die Funktion z(z) noch beliebig wihlen und muf} dann # aus (6) und (7) be-
stimmen. Durch Integration von (7) findet man:

_atBy+l { Jo

S ¥
(8) r(@) = v ° (1—ov) 2 ( dz)
7o = Integrationskonstante.

Mit diesem Wert von » wendet man die Transformation (6) auf die hypergeometrische Dif-
ferentialgleichung an und erhilt:

% dv 1 dr 4z dv\2
ORSI: Sl o e

Dies ist eine Wellengleichung in der Art von (4). Indem wir fiir den Koeffizienten von U
die Abkiirzung g(z) wihlen, haben wir:

(10) d;—g +g(&)U =o.

Nun interessiert uns vor allem das Aussechen von g(2); —;— % kénnen wir aus (8) ent-
nehmen. Anstatt 72 und Q wollen wir wieder v, «, 8, ¥ verwenden und erhalten:
(11)

gs) = + (‘;Zzif%) ~3 (j—/d e (Z—)z ry=a)aleup—ylat f— v + e pl—io

dz

FaBt man die Glieder etwas anders zusammen, so schreibt man auch
(12)

1 d? dv 1 d dv \\2 d 2 v v
g<3> = [7 dz? (ln dz ) 4 ( dz (IHZ;)) ]_ (ﬁ In 7}) ) {Kl + Ky 1—v + Ky (1—o)?

mit

(13) 4K, =y@—2) 4K, = 1—@—pf+y(y—2),
4K3 = (a+p—y2—1

oder

(14) a=—(1+ V144K, + V1i+aK;, — V144K, —Ky),

B=— (1 +V1i+4K, + V1i+aKs + V1i+aE&,—Ky),
y=1+4+V1+4K,.

2 Miinchen Ak.-Abh. math.-nat. 1960 (Eckart)
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Die Vorzeichen der Wurzeln, die hier noch nicht festliegen, werden spiter, im Anschlul3
an Gl. (33), (36) S. 12, festgelegt werden.
Ferner erweist sich folgende Definition als niitzlich:

(15) 2@ = In(—o).
Dann wird in (12)
— L[ %4ap — 3. (55]4\F] — (22 ol exp (4(2))
(16)  g(2) —7[“}% 3 (% /%e)] (dz) (& +4) — % Lol
— K. ——xp(2(e)
Ks (t+exp<¢<z)))2]'

Damit haben wir die hypergeometrische Differentialgleichung in eine Wellengleichung mit
ortsabhingiger DK iibergefiihrt. Die Form der DK ergibt sich aus (11) (12) (16).

Welche Funktionen & = f(2) sich ergeben, werden wir spiter sehen.

Zunichst widmen wir uns der Lésung der hypergeometrischen Differentialgleichung,
indem wir uns daran erinnern, daB nach (6)

6) = U-r(2)
ist.

Die Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung ist bekannt [13] [14] [15]
[16] [17] [18] [19] [20] [21] [22] [23] [24] [25]. Sie geht in ihren Grundlagen auf Gauf
zuriick. Da wir aber laufend davon Gebrauch machen und diese Theorie das Kernstiick
der Epsteinischen Methode ist, wollen wir das Wesentliche kurz referieren:

Im Konvergenzkreis |v| <1 konvergiert die bekannte hypergeometrische Reihe:

(17) u (v) = o1 (%, B5750) = 1 +% vt E—#(flli(f,(lg;i)' v+

a(z—1) (x—2) B(—1) (f—2) 4
+ 1:2:39(y—1) (y—2) e

in dem gleichen Gebiet ist auch
(18) us(v) = o' WFy(a—y +1, f—y+1; 2—y; )}

eine Lésung. Beide Lésungen #, und #; sind linear unabhingig und bilden ein Fundamen-
talsystem.

Nun hat ersichtlich die hypergeometrische Differentialgleichung die drei singuliren
Stellen: v = o, 1, co. Fiir jede dieser Stellen gibt es ein in deren Umgebung konvergierendes
Fundamental-System. Wie man durch Ausiibung einfacher Transformationen auf die
Variable v zeigt, haben diese Fundamentalsysteme alle den Charakter hypergeometrischer
Reihen, deren Parameter lineare Kombinationen der Ausgangsparameter «, §, ¢ sind. Diese
Reihen sind dann noch mit geeigneten Potenzen von v, (1 —v), v(1 —v) multipliziert.

Da die allgemeinste Losung stets als Linearkombination von zwei Fundamentalldsungen
darstellbar ist, so muB} die analytische Fortsetzung jeder Fundamentallésung iiber ihren

1y ist die in [20] benutzte Bezeichnung.
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urspriinglichen Konvergenzbereich hinaus, stets durch zwei Fundamentallosungen darstell-
bar sein. Es bestehen also zwischen den Fundamentalldsungen Zusammenhangsformeln,
dic ein wesentliches Werkzeug unserer Untersuchungen sein werden.

Wir schreiben einmal drei Fundamentalsysteme an, indem wir der Bezeichnungsweise
und Normierung folgen, die von Magnus-Oberhettinger-Tricomi in [2] gew&hlt wurde:

In der Umgebung von v = o haben wir, wie bereits bemerkt:

(19) 11 (v) = oF 1 (2, B; 75 v)
(20) us(v) = o JFi(@a—y 41, f—y 4+ 1; 2—y; 9).

In der Umgebung von v = 1 haben wir:

(21) #uy (V) = o3, B a+p—y+1;1—2)
(22) ug (V) = (1 — 07 JFy(y—oa, y—Pf; y—a—p+1; 1 —0).

In der Umgebung von v = 00o:

(23) 4y (8) = (=0 oFy [m o —y + 10— B + 15 5
(24) ws(2) = (o) oFy (B, B—y + 15 f—a+ 15 ).
In (23) und (24) ist (—)™; (—)7* respektive als ¢/**, ¢/*# zu wihlen.
Die vielleicht etwas befremdlichen Bezeichnungen #, . . . #g wurden nach [20] gewahit;
dort stehen die nun gleich zu nennenden Zusammenhangsformeln, in denen 2z, ... .4

dann genau die hier angegebenen Bedeutungen haben. Nach [20] S. 107f. gelten die Be-
ziehungen:

I'(y) I'(B—a) I'(y) I'(a—p)

(25) e Sl o 7 W - To—B Ta) “

@ = RS TR
e = T 4 T
(28) o I(2—y) I'(f—0) /7O - I'(2—y) [(a—p) &0 .

I(1—a) (B +1—7) I'(1—4) (x4 1—7)
Diese Formeln wurden vom Verfasser simtlich kontrolliert. Aus jeder Losung der hyper-
geometrischen Differentialgleichung erhalten wir vermittels unserer Transformation nach
(6) auch eine Lésung der Wellengleichung:

= 2 at+B—v+1 [ dv \-Y%
(29) Uy =1y P(1—v)" 3 (‘Zz_) Y.

Hier wire v = v(2) noch frei zu wihlen. Nun hat Epstein erkannt, daf3 bei der speziellen
Wahl von 2(2)

2*
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(30) v = —e** (x>o0, xreell)

(,,Epstein-Transformation‘’)

die Zusammenhangsformeln (23) (26) (27) (28) anschauliche Bedeutungen bekommen, die
wir am Beispiel von (26) studieren wollen. Mit (30) wird

d
(31) 72‘ = Xv

und man erhilt fir grof3e negative Werte von v, d. h. groBe positive Werte von z, asym-
ptotisch:

y=1-2¢a a+p—y+1

32 Ug=ipy o35 (—oF 3 b oc,oc—y—i—l;oc—~/3—{—1;—l-~
v
B

s =L —a
~ 7yt (— 1) T exp (—2— xz) X

Man kann sich nidmlich in der hypergeometrischen Reihe 5/ ( ..... : %) (v — c0) auf
das 1. Glied 1 beschrinken.

(v (2) bildet die z-Achse (— 00 <z < 4-00) ab auf 0 > v > — 00.)

Ahnliche Entwicklungen erhilt man fiir U; und U in der Umgebung von 2 = o,
(¢ — — )

(33 Uy =75t w7 (—0)'5 exp (15 #4)

2

(34) Us = ryt whe (— 1)1_+y exp (1—y xz).

2

Wenn wir nun die Parameter in der hypergeometrischen Differentialgleichung so wihlen,
daB

1—y a—f
(3% 7 und 5

reell und negativ sind, die Zeitfunktion exp (—jw#) nehmen, so stellt die in (32) an-
gegebene Niherung fiir U; den Ortsanteil einer ebenen Welle dar, die in der Richtung
der - z-Achse lauft:

(36) exp [—jwz‘ +7 (ﬁ:a) 42]

Entsprechend enthilt (33) und (34) mit U; fir groBe negative z eine in der -} z-Richtung
Uy fiir grofle negative z eine in der —z-Richtung laufende Welle. Hier haben wir nun das
Kriterium fur die Wahl der Wurzelvorzeichen in (14) gefunden.

Aus der Verkniipfungsformel (26) wird aber durch geeignetes Erweitern eine solche fiir
drei Losungen der Wellengleichung U;: U, ist fiir grole positive z-Werte eine in der
-+ z-Richtung laufende ebene Welle; verfolgt man U; nach rickwirts zu gro3en negativen
2, so setzt es sich dort aus /; und Uy zusammen, von denen U/ eine in der -+ z-Richtung
laufende ,,einfallende’ Welle, Uy eine in der —z-Richtung laufende, reflektierte Welle
darstellt. Physikalisch beschreibt man diesen Zusammenhang in anderer Reihenfolge,
indem man in Richtung der einfallenden Welle mitgeht: Eine Welle U, fillt bei z = — oo
ein und zerlegt sich beim Passieren einer Zone stark verdnderlicher DK in eine durch-
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laufende Welle U, und eine reflektierte U;. Die Zusammenhangsformel (26) gibt den Re-
flexions- und Durchgangsfaktor nach Amplitude und Phase. Wir haben mit (29) und der
Normierung »y, = 1:

Einfallende Welle:
(37) Uy = x % o5 (1 _y)oc+ﬂ;;'+1 i

Reflektierte Welle:

(38) Uy = wth o's (1 — o5 o
Durchlaufende Welle:
(39) Uy = b o5 (1—0)" 030 oy

Das Verhiltnis 2% bezeichnen wir als Durchgangsfaktor D, das Verhiltnis D s

G y=1 atf—y+1 %
Reflexionsfaktor R. Nach Kiirzen mit %2 o ¢ (1—w2)” 2  kénnen wir U; durch %
(f =1, 3, 5) ersetzen und erhalten aus (26) und (20) mit v = — ¢**
(40) T I'(1—p) I'(e + 1—7)

I'(t—y) I'(x +1—F)

PO T(—f) T+ 1—y) 1
(41) R = TFepro—prm

Unter Beriicksichtigung des Erginzungssatzes der I'-Funktion sieht man leicht, daB sich
dies mit dem Rawerschen Resultat in [11] deckt.

Somit haben wir die Grundziige der Methode erldutert, die wir fiir das vorliegende Pro-
blem verwenden wollen.

2.1. Das sich ergebende ¢ = f(3) nach 2.

Wenn wir den Wellenvorgang in cinem =, ¥, z-Koordinatensystem beschreiben, wo
¢ = f(2), so veranlaBt das physikalische Problem folgendes:

Wir wollen die Reflexion von Wellen in der Troposphéire beschreiben. Dort soll fiir grofie
positive z € = 1 werden; dann kommt fir kleinere z eine Zone, wo € von 1 auf 1 4- § steigt,
wobei im troposphirischen Fall ¢ als sehr klein zu gelten hat. Unsre Rechnungen werden
aber von dieser Einschrinkung nicht bertihrt werden, so daB wir ¢ beliebig positiv annch-
men wollen.

Mit

(42) v=—¢% Inov= 2L jn4 xz

1 Das Fehlen von ¢/*®=1) rithrt von (— 1)1~ in 20" ,F, () = (—e*=)A) ,F, () her.
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milssen wir jetzt in (12) die Konstanten K, K5, K5 geeignet bestimmen. Im Falle (42) ver-
schwindet in (12) die erste eckige Klammer. Es wird:

(43) (— In v) = x?

und wir erhalten:

3 1( 21 K xz
(44) e<2)=—’;—5(1<'1+—}— 2t ne )

1+exz - (l +enz)z

In der Troposphire muf3 £ von 1 4 é nach 1 monoton iibergehen. Damit wird Ky = o, da
das Glied mit Xz nach Epstein und Rawer eine parabelartige Kurve mit negativem Mini-
mum ergeben wirde ([11] S. 395). Daraus ergeben sich fiir K} und K, folgende beiden
Gleichungen:

A2
(45) e(—00) = 14+8 ~ Kyt =—5 (1+9)
A

(46) e(+00) =1  ~K +—Ky=—15.
Also

#
7 Ky = =25 0+ 8—

&
(48) Ky=—=%98 K;=o0
somit

J

(49) e(2) = T

Wenn wir uns mit Rawer auf senkrechten Einfall beschrinken, eine Voraussetzung, von
der wir uns alsbald befreien werden, folgen fiir «, f, y die Ausdriicke:

= 1—!—_7'& (V1+d—1)
(50) B=1+/2(/TF6+1)
y = 1+2j7°]/'1~—{?3.

Wir haben uns noch mit der graphischen Darstellung von £(2) zu befassen. Sie ist gegeben
in Figur 1.

Fiar 2 - + oo ist e =1, fur 2 > —o00 ist e = 1 -} 4.

In z=o0ist e=1+4 —z— Etwa zwischen z = + % und z = — % geht ¢ ziemlich
»gradlinig® von 1 auf 1 4 {ber. Die Tangente in 2z =0, e =1 4 ‘5/2 trifft die Gerade
£€=1 in z——— die Gerade ¢ = 1 4+ § in z——%.

Wenn wir d1e Zone zwischen diesen beiden z-Werten als ,,Ubergangszone* bezeichnen,
so hat diese eine Dicke von %; % ist sozusagen die , reziproke Schichtdicke’‘. Bei x—o0o

wird der Ubergang zwischen ¢ = 1 und & = 1 - § unstetig, wir erhalten einen &-Sprung.



3. ,,Ebene‘ Wellen im Epsteinmedium 135

4T i SRS £(2)

Fig.1

3. ,EBENE“ WELLEN IM EPSTEINMEDIUM.

Wenn wir das soeben angegebene Medium als ,,Epsteinmedium‘’ bezeichnen, so wollen
wir in diesem Medium zunichst ,,ebene‘* Wellen studieren, d. h. Wellen, die entweder fir
z = 4-00 oder fiir 6 — 0, ¥ — oo sich auf ebene Wellen reduzieren. Zu diesem Zwecke

Z
3

x/ v

Fig.2

miissen wir jetzt im x, y, z-Koordinatensystem die Wellengleichung aufstellen. Wir be-
niitzen das System der Figur 2, wobei die Wellennormale in der y z-Ebene gelegen sein
soll. Die ebene Wellenfront ist durch ihre Spur gekennzeichnet, die in der ¥ z-Ebene senk-
recht zur Wellennormalen liegt.
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3.1. Die Wellengleichung fiir die Feldstarke E.

Bekanntlich lautet fiir die Feldstirke Z die Wellengleichung [6] [11]

L £ d £(z,,
(51) AE + o?eguope(r, 3, 2) E = —grad (E gri(;(;,i') 2) )

Wenn wir fiir Z allein die Komponente £, vorsehen, dann bekommen wir die Wellen-
gleichung: (¢ = &(2))

(52) AE, + ot eye(s) pop iy = o.

Die Feldstirke A ergibt sich dann aus:

(53) + joupH = rotE (Zeitfunktion ¢7**1)
also:
oFEx 1 oFExr
H == H p—tg = L gl =, = il
o = =0 = Gauen e jouu oy

Somit haben wir Wellen, deren Normale in der y z-Ebene liegt, die zu betrachtenden Feld-
vektoren sind £, H,, H,.

3.2. Losung der Wellengleichung durch Separieren der Variablen.

In bekannter Weise 16sen wir (52) durch den Ansatz

(55) E, = X(x) Y(9) Z(2).

Wir studieren aber Wellen, die unabhingig von x sind, somit X (x) konstant, und wir haben
nur mehr ¥(y) und Z(2) zu betrachten. Aus (52) erhalten wir dann in bekannter Weise:

(56) 2@) LA + V() ZE + et ppe) Y(9) Z() = o.

Mittels Division durch Z ¥ finden wir

a2y d2Z
(57) YE}’) (}') + ZEZ) d Z(Z _I_ OJ 60 HO”E(Z) = 0
und wir kénnen schreiben:
1 a2 ¥Y(y)
(58) Vo1 i = %

a2z
(59) ZZZ) _d—,z(;)— N ff
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mit:
(60) &+ = wfeuype(d).
Mit
(61) w?eypg = ky(u = 1)
wird
(62) w? e po i e(z) = kye(z).
Setzen wir
(63) & = Kye(zg) cos? By, (7 willkiirlicher Wert von z)
so wird
(64) & = K (e(2) —e(z,) cos® fy) .2

In (64) wird e(z) um die Konstante £(z,) cos? f vermindert. £(z,): Wir denken uns cbene
Wellen, in einem homogenen Medium mit einem Wert von ¢, der in der Hohe z, herrscht.
Mit &(zy) cos® f, haben wir durch die Wahl von g die Richtung der Wellennormalen in z,
angegeben. Nehmen wir z. B. ¢(z) = 1 4+ 6, so haben wir die Wellennormale in 2 = —oco0
bestimmt, mit € (z;) = 1 in z = 4-co. Die Wellennormale ist durch das Brechungsgesetz
&(z) cos f = const festgelegt. In 2 = z, ist:

(63) e(2) — e(zy) cos? By = ¢£(zy) sin? f.
Die Gleichung (58) konnen wir sofort 16sen:

(66) Y (y) = Metie?,

Die Gleichung (59) schreiben wir nochmals an:

(67) LL 1 B (e(s) — e(z0) cost fy) Z(5) = o.

Diese Gleichung wird durch die Epsteintransformation in eine hypergeometrische ver-
wandelt.

Mit
(68) { = —e**

erhalten wir nach (4), (6), (8) die Lésung

a+p-y+1

(69) Z(z) = NEE =" 2 (%%)_% u; (0, ;95 0).

Mit den verschiedenen Losungen #; entspricht dies Wellen, die von 2 = 4- 00 herkommen
oder dorthin laufen.

1 B, = Winkel der Wellennormalen in z = 2, mit der y-Achse.

3 Minchen Ak.-Abh. math.-nat. 1960 (Eckart)
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3.3. Die Werte der Parameter o, f, y.

Wir miissen jetzt noch die Werte von «, f, v bestimmen.
Da ¢ = 1+ 6/(1 + €% und in der Wellengleichung () — &(z,) cos? B, steht, wird
nach (14) und (50) mit

(70) P = i:— — B, sin ¥, = cos f,

@ =172 ()T T 8)—e(ep) sin? 0y — V1—e (z) sin® )

() B=147% (VT ) — el sint 0 + V1—e(zy) sin® By))

y =142 2 VT8 — e(sy) sin? by,

Da in unseren Gleichungen eine Reihe linearer Kombinationen von a, f, y auftreten, wollen

wir einige gleich anschreiben:

(72) y—1 =25 i’;’- V(1 + 8) — e(zy) sin? 9

1—p =_j% (1 (1 + 8) — & (20) sin® 9 + V1 —&(z) sin® d,)

y—pf=a—1
=7 —i"— (V' (1 + 8) — e(zp) sin® 9y — V' 1—e(z,) sin? &)

at+f—y+1=2

aot+1—y=2—f=
- 1_]'% (V(1 % 0) — &(zg) sin? 0y + V' 1—e(zy) sin? 9,)

=g = —i‘l- V 1 —e(zy) sin? §,.

> ==

Mit (66) und (69) haben wir die Lésung der Wellengleichung in der Hand. Wenn in #;
der Index j die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6 durchlduft, haben wir die Gesamtheit der uns inter-
essierenden Ldsungen vor uns, deren Zusammenhangsformeln die Reflexions- und Durch-

gangskoeffizienten geben.

3.4. Reflexionsstudien.

Wenn wir einfallende, durchlaufende und reflektierte Wellen untersuchen, so miissen wir
fiir jede die Komponenten Z,_, / , H, betrachten, die durch (53) (54) miteinander gekoppelt
sind. Wir gehen von Z, aus und geben dazu jeweils mittels (54) die beiden AZ-Komponen-
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ten. Die Reflexions- und Durchgangsfaktoren sind immer die Verhiltnisse von £ in
gz = -l 00 oder — o0, wo sich unsere Wellen auf ebene reduzieren,

Dort ist das Medium nahezu homogen. In der Ubergangsschicht haben wir [26] eine
Uberlagerung von laufenden und von stehenden Wellen, die kaum zu trennen sind, weil
an jeder Stelle durch ,,innere‘‘ Reflexion reflektierte Wellen entstehen, die sich gegenseitig
iiberlagern. Der Wellenzustand in dieser Zone wird durch unsere Beziehungen streng
beschrieben und miifBte dann numerisch ausgewertet werden.

3.4.1. Wellentypen.

Die nun anzugebenden Wellentypen sind dadurch gekennzeichnet, daf} sie in z — 400
oder ¢ — _% beziechungsweise in ebene Wellen iibergehen; dort wird &(z) konstant. Die
Normale dieser Wellen soll so gewihlt sein, daf} sic stets eine positive y-Komponente hat.
Thre z-Komponente kann positiv oder negativ sein, je nachdem, ob die Welle nach oben
oder nach unten lauft. Wir wihlen die Zeitfunktion exp (— jw?), dann muf} eine nach + y
laufende Welle den Faktor exp (4 j¢, ) haben. Eine nach + z laufende muf3 im homoge-
nen Medium den Faktor exp (4 j¢, 2) haben, eine nach —z laufende, den Faktor
exp [—jc,z]. Wenn wir dies auf unsere Ausdriicke anwenden, so mufB eine bei 7 =
= — 00 in + ¥, + 2 Sinn cinlaufende Welle die Form haben:

. -1 ap—y+1
(73) E, =9 T (1= A @B )
u (e ;75 0
: & . atf-y+1 &
Da sich o/ (o, B; v; {) fur {—o0 auf 1 reduziert, ebenso (1 — )~ 3 —1 fiir {—o0
(cf. 72), so bleibt asymptotisch nur {ibrig:
o y—1 .
(74) E,~e97 {3 — &% exp [j,éoz V14 6 —e(z) sin? 190] .
Wenn wir 2z, = — oo wihlen, haben wir
(75) E, ~exp[jky V 1+ 0 cos Byy] exp|jkez V1 + 8 cos 9] ;

oder z. B.: Wellen, die in { = —c0, 2 = 4 oo nach 4+ y und -+ z laufen, werden charak-

terisiert durch exp [+ j¢, ¥] C’t_n__l' %, wo g der in den zugehérigen #; vorkommende Expo-
nent ist. Dies diene nur zum vorliufigen Uberblick. Im nichsten Abschnitt werden wir
dies in allen Einzelheiten sehen.

3.4.1.1. TABULIERUNG DER WELLENTYPEN.

Zunichst wollen wir jeder Welle, die nach oben lauft, den Index ! zufiigen, jeder Welle,
die nach unten lduft, den Index | (z — —o0). In bezug auf y wollen wir nur die positive
Richtung nach rechts ins Auge fassen. Konstante Faktoren werden wir zunichst weglassen
und nur die Typen angeben. Spiter wollen wir die einfallenden Wellen mit 1 normieren,

*

3
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den reflektierten den Faktor £ und den durchlaufenden den Faktor D geben, die sich aus
den Zusammenhangsformeln errechnen.

1. Die in { = 0, 2 = — co in der 4 z-Richtung einfallende Welle lautet:
(76) E, N = 9 IF 0—0"F R 870
Uy
e 1 0Fxct st Cy pr A
(77) Hp = =t SE T (1= 0)
da ZEE=FHL _y (vgl 92)
1 aEng
(78) HyeT == ]'w‘uo'u oz
o e N el A
Mit T E T »{ P wird :
gy R
(79) Ht =t 5 (07 =),
In E,,,T lautet hier der Exponent von { = —¢**:
— . A :
(80) T2 =7 2V (1 + 8)—2(z) sin? 8y

ist positivimaginir, so daB wir mit ¢7/?¢ die in der -+ z-Richtung einlaufende Welle haben.

2. Die zugehérige reflektierte Welle, die in z — — o0 in der —z-Richtung lauft, wird,
abgesehen von dem Reflexionsfaktor, den wir weglassen:

(81) E = &% 3 Q=0 MM F(a—y+1,—y+1;2—p; 0).
s
Dazu wird
(82) H,b=— 2 0907 (=D
und
jeyy =
(83) Hy b o= St & @ =5 u).

Wenn wir in z— —o00, { o fiir £Z,,} den Exponenten von { priifen, so kommen zu
y—1 1S
2 2

dem in (80) genannten aus #z; 1—y dazu und es entsteht ; also haben wir hier

das Umgekehrte von (80), den negativ imaginiren Exponenten, der der abwirts laufen-
den Welle entsrpicht.

3. Fiir die durchlaufende Welle, die sich in { — —o00, z — +- 00 als ebene Welle prisen-
tiert, erhalten wir in analoger Weise, abgesehen von dem Faktor D:
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(84) E, b =9 T (1—0) (=0 oFy (“’ a—y+1; a—pf+1; 'é') ;
Us
(85) Hat = =32 o7 Gty
eityy

(86) Hyt = I (S RS PAL

o polt

Der Exponent von { ist hier

7 yoimeedr P i o) sin b,

als positiv imaginir, solange die Wurzel reell ist. Dies entspricht der Laufrichtung nach
oben. Wenn die Wurzel imaginir ist, haben wir den spiter noch zu diskutierenden Fall des
umkehrenden Strahles.

4. Jetzt wenden wir uns Wellen zu, die bei z = - 0o in der —2#-Richtung einfallen:

(88) E b= e 03 (1—0) (=07 oFy (B B—y + 15 B+ 15 F);

2

wobei (—)7? = ¢/*F

_ —Cy  Jey v_:} . K
<89) stl i W pg e C“ (1 C) Uy
ety 0 y-1
(00) H,\ == % 5 (0 (1—0) u).
Der Exponent von ( ist jetzt:
(o1) yoioEbie  wB i Ty sint 9,

umgekehrt wie in (87).

5. Die zugehérige reflektierte Welle lautet:
(02) Bt = &9 05 (=us,

sie entspricht Z,,1 bis auf den zugehdrigen Koeffizienten; dies ist klar: eine oben aus-
laufende Welle stellt immer ihren Typ dar, unabhingig davon, ob sie von der Reflexion
herrithrt oder von einer unten einlaufenden Welle.

6. Die nach unten auslaufende Welle hat denselben Typ wie Z_ |, sie stellt sich
mittels 75 dar.
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3.4.2. Reflexions- und Ubertragungskoeffizienten.

Wir bezichen alle Reflexions- und Ubertragungsfaktoren auf Z, und definieren sie fol-
gendermallen:

1. Einfall von unten: In der Umgebung von z — —o0o, { — o fillt eine Welle nach (76)
mit dem Faktor 1 ein:

(76) E =9 5 1—0w,
Dort tritt eine reflektierte Welle auf nach
(81) P T e P
In 2 — 400, { ——o00, haben wir eine durchlaufende Welle nach
(84) E, 0 = Dei*vr 87 (1—0) ug.
Diese Welle wiirde analytisch nach z ——co, {— o0 fortgesetzt: REx,l + E“T
ergeben.

R und D finden wir nun aus der Zusammenhangsformel (26), die den Zusammenhang
der Funktionen #z,, #4, u; enthilt und die wir nochmals anschreiben wollen:

_ Pli—y) Tlat1—8) E) Dot Bt
@6  wl= g Ty ' ey ro=p T ¢ %t

Wenn wir #; den Faktor 1 geben, also durch den Koeffizienten von #; dividieren, erhilt
ug den Koeffizienten D, %5 den Koeffizienten R. Diese Koeffizienten sind dann

o ) T(i—=p) I'(t +a—y) |
I(z—y) I'(y=p) I'(x) ~’

(93)
exp [ 7 (y — 1)] fallt heraus: 4 lautet

(94) ug =47 W F (@—y+1, f—y 415 2—9; §) vgl (20).

Da { = —¢&*%, wird ™ = ()7 =", ()7 hebt sich gegen ¥ weg, da ja D als
Koeffizient der asymptotisch resultierenden Exponentialfunktion der auslaufenden bzw.

einlaufenden Welle definiert ist.
Ebenso ergibt sich fiir D:

_ LGB TG tay)
(05) DV = Ty Tarap

2. Einfall von oben:

Abgesehen von den Faktoren C’%l (1 —¢) wird die cinfallende Welle durch #,}, die
reflektierte durch #41, die nach unten auslaufende Welle durch #} dargestellt.
Der Zusammenhang zwischen diesen Funktionen ist durch (28) gegeben:
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_ Iy I'(f—w ) I'(2—y) I'{e—p) -y
2 Y% Z T T(+1—p) BT T Ta—p Ia+i-y)

u4.

Daraus resultiert fiir R und D, wobei wieder ¢/ herausfillt, in Ahnlicher Weise wie
oben:

(=) I'1—B) T (x4 1=y)
(96) Rl = Ti=a T B+ 1=7) T@=h

pl = LU=B I tay)

(o7) TG T oP)

3.4.3. Diskussion der Reflexions- und Ubertragungskoeffizienten.

Wir haben nun diese Bezichungen physikalisch zu diskutieren. Dabei werden wir fol-
gendes sehen: Beim Einfall von unten her werden sich bei steilerem Einfall particlle Re-
flexion und eine auslaufende Welle ausbilden. Bei flachem Einfall wird der Reflexions-
faktor wie bei der Totalreflexion den Betrag 1 bekommen und oberhalb der Schicht wird
das Feld exponentiell mit z abnehmen. Beim Einfall von oben her werden wir nur partielle
Reflexion erhalten, bei streifendem Einfall wird der Reflexionsfaktor — 1 in allen Fillen.
Dies wollen wir jetzt aus den Gleichungen (93) (935) (96) (97) entnehmen.

3.4.3.1. DER FALL DES WELLENEINFALLS VONUNTEN HER.

Wenn wir uns der strahlenoptischen Sprechweise bedienen, so miissen wir hier Einfalls-
richtungen von z = — o0 her unterscheiden, fiir die die Strahlen nicht umkehren, und sol-
che, fiir die die Strahlen umkehren; fiir die letzteren Strahlen wird wellenoptisch totale
Reflexion eintreten, fiir die ersteren nur partielle Reflexion.

3.4.3.1.1. Nicht umkehrende Strahlen: partielle Reflexion.

Wie bemerkt, haben wir hier partielle Reflexion; Reflexions- und Ubertragungsfaktor
sind durch (93) und (93) gegeben. Im strahlenoptischen Anhang werden wir sehen, dal3 der
Grenzwinkel fiir die Strahlenumkehr, hier der Totalreflexion, gegeben ist durch:

(98) (1 + 0) sin? ¥y, = 1,
wo €(z,) = 1 + 0.

(99) sin 9, = /25

0047 = "90 Grenz

Steiler einfallende Strahlen werden partiell reflektiert, flacher einfallende total.
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3.4.3.1.2. Umkehrende Strahlen: Totalreflexion.

(98) und (99) geben sin ¥, fiir Strahlen, die bei # = — o0 einfallen und gerade noch um-
kehren, also bei z = 4 co horizontal verlaufen. Noch flacher als mit @;, einfallende
Wellen haben ihr Umkehrniveau, d. h. das Niveau, wo die Strahlen horizontal verlaufen,
schon in endlicher Héhe, dort wo sin ¥, = 1 ist:

(100) (1 +9) sin2d_,, = &(sg,) sin® 4,
1
2y ﬁu = BUmbkehr> ﬁUmkehr
1 — E(Zu)
(101) sin d_,, = ]/ e

Um nun die Totalreflexion am Reflexionsfaktor R zu zeigen, gehen wir folgendermafBen
vor: Es ist

I Ira=p I'(t4a—y) _ Ty—1) T0—p) T'(1+a—y)
(93) R} = I'(z—y) T(y—p) I'(x) =y I'y=$) I'x) ~

Die letzte Form riithrt her von der Identitit:

I'y—1) _ I (y)
(Tez) T e

Setzen wir hier o, i, y explizit ein, so erhalten wir:

rlzj2yar 8= (o) Sin® 3, )

(10 Rl = = ==
3 I(=2/ 2 VT F8)Ze(z,) sin® b,
" T (=2 (/0 0)— o) sin? By + V 1—e (z) sink 8,))
I'(Jrj%(]/(t + 8) —&(z) sin2 ¥ — V 1 —&(z,) sin? 19_0))
. F(i—]'i—"(]/(l +8) —e(z) sin? P, + V 1—e(z,) sin? 190))

P(l +J‘% (V (1 + 6) — &(zy) sin® 9, — V' 1 —€(7) sin? 190))
- Fl X F2 >< F3.
Da nun die I-Funktion auf der reellen Achse reell ist, so muf3 sie in zu dieser Achse spie-

gelbildlichen Punkten nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip konjungiert komplexe
Werte annehmen. Nun ist aber

(104) e(zy) sin? ¥y < 146

und somit der Faktor / stets dem Betrage nach = 1. In bezug auf die Faktoren #, und
F3 kdnnen wir folgendes Verhalten ablesen:
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Wenn 1— &(z,) sin? 9y Null oder negativ wird, dann werden £, und /7 ersichtlich eben-
falls Quotienten zweier konjungiert komplexen GroBen und somit dem Betrage nach = 1.

Damit haben wir die Totalreflexion aus der Gleichung fiir den Reflexionsfaktor heraus-
gelesen.

Im Falle streifenden Einfalls ist &_ ., schon #/,, sin 4__, = 1.

Dann wird &(zy) sin? 9y = 1 4+ 9, V1 4 0—e(z,) sin? 9, verschwindet; wie die spiter
noch 6fters herangezogene Entwicklung der I'-Funktion im Nullpunkt zeigt, wird der 1. Fak-

tor /; = — 1. Die beiden anderen Faktoren ergeben folgendes Bild:
Es wird
(105) Vi—e(e) sin?dy = Ve.
Wir haben
E oy r(2vs)r(i+2vs)
10 X = —
{50 2 X5 = L Es) (s 2 V)
Somit wird im Falle streifenden Einfalls (190 =Zinz= —-oo)
(107) Ry = Fy X Fyg X Fg = —1.

3.4.3.1.3. Stehende Wellen und Interferenzstreifen.

Wenn wir umkehrende Strahlen haben, so muf} sich oberhalb des Umkehrniveaus eine
Art Oberflichenwelle ausbilden wie bei der Totalreflexion an ciner scharfen Trennflache.
Es mul} sich zum mindesten asymptotisch fiir groe z eine exponentielle Abnahme der
Intensitit von Z, ausbilden, in Abhingigkeit von z muf} dort der Feldzustand gleich-
phasig sein, £, und A, miissen go ° Phasenverschiebung haben, damit in der 4- z-Richtung
im Mittel keine Energie lduft. Unterhalb des Umkehrniveaus miissen Interferenzstreifen
auftreten. Dieses Verhalten wollen wir jetzt aus unseren Gleichungen ablesen:

Da unsere Betrachtung zunichst nur Abhingigkeit von z betrifft, so lassen wir far die
Diskussion den Faktor exp[je, y] weg.

Fiir schr grofle z, { — — 00, also oberhalb der Schicht haben wir die auslaufende Welle,
also fiir £,,1 und 4,1 die Ausdriicke (84) und (86).

Fiir Z,,1 erhalten wir dann asymptotisch abgesehen von konstanten Faktoren

(108) Bt ~ 85 oFy(ma—y + 15 a—ft 15 1) ~ () % VTGO,
(B0 = 9_).

Wenn 1 — e(z,) sin? 4, negativ ist, wird der Exponent recll und £, , exponentiell abneh-
mend, d. h. in sich gleichphasig.
A hen wir, daB &, 1 = —L— x4
us (54) sehen wir, da3 el o

Faktor versehen die Ableitung einer reellen GréBie (bis auf einen beiden Gréfien gemein-
samen komplexen Faktor). Somit ist /7,1 gegeniiber £,,1 um go° in der Phase
verschoben, wie es auch sein mul}.

. Also ist /,,1 mit einem imaginiren

4 Miinchen Ak.-Abh, math.-nat. 1960 (Eckart)



26 3. ,,Ebenc’ Wellen im Epstenmedium

Asymptotisch in dem homogenen Medium oberhalb der Schichtung haben wir also
exponentielle Abnahme des Feldes in Form einer stehenden Welle.

Unterhalb des Umkehrniveaus haben wir stehende Wellen mit Interferenzstreifen, wie
wir gleich sehen werden:

Wir kénnen dieses Verhalten direkt aus der Differentialgleichung fir die z2-Abhingigkeit
ablesen. Wir hatten ((52) (59) (64)):

(100) L2 | B (e()—e(eo) sin? 8) Z(s) = o.

Solange &(z) — £(z,) sin® J, positiv ist, also unterhalb des Umkehrniveaus, kénnen wir be-
kannte Oszillationssidtze aus der Theorie der Differentialgleichungen heranziehen ([25]
S. 227): Die reellen Lésungen haben Nullstellen, die hier Interferenz-Nullstellen bedeuten.
Derselbe Satz wiirde fiir die Zone oberhalb des Umkehrniveaus mit e(z) — e(z,) sin? ;< o:
negativ zu der asymptotisch exponentiellen Abnahme ohne Nullstellen fiithren.

3.4.3.1.4. Das Feld in der Umgebung des Umkehrniveaus.

Wenn wir das Feld in der Umgebung des Umkehrniveaus untersuchen wollen, so stoBen
wir auf folgende Schwierigkeit:
Im allgemeinen pflegt man bei Reflexionsproblemen anzuschreiben:

Eine cinfallende Welle (Koeffizient 1)
eine reflektierte Welle ( o R)
eine durchlaufende Welle ( ' D)

In unserem Problem haben wir nun in den verschiedenen Bereichen konvergierende Lo-
sungen der hypergeometrischen Differentialgleichung. Solche Lésungen konvergieren in
den Bereichen

i e o R o e o B

Liegt der Umkehrpunkt in 2 < 0, so miilten wir die durchlaufende Welle (84) (83) (86) in
Form einer Kombination von zwei Lésungen der Art (76) (77) (78) und (81) (82) (83) bis
zum Niveau z = o fortsetzen, wobel wir uns der Zusammenhangsformel (26) zu bedienen
haben. Die nach oben auslaufende Welle ist also im Umkehrniveau in diesem Falle noch
nicht durch die ihr zukommenden Ausdriicke (84) (835) (86) darstellbar, sondern muf3 dort-
hin fortgesetzt werden. Der Charakter nur in einer Richtung laufender Wellen kommt den
Wellenausdriicken nur in den Bereichen | z| — 00 zu, wo das Medium merklich homogen
wird. In den Bereichen der Inhomogenitit ist, wie der Verfasser in [26] [27] zusammen mit
Kahan gezeigt hat, jeder solcher Ausdruck mit Anteilen ,,innerer Reflexion‘* behaftet, die
von Ort zu Ort variieren und nicht einfach von den laufenden Wellen zu trennen sind. Wenn
das Umkehrniveau in z <Z o liegt, dann muB die in { — — 0o konvergicrende auslaufende
Welle nach # <C o hin fortgesetzt werden, wo sie sich als Uberlagerung von zwei Aus-
drucken darstellt, die fur 2 — — oo eine einlaufende und eine reflektierte Welle bilden, aber
tiber dem Umbkehrniveau die nach oben auslaufende Welle mit den tiberlagerten Anteilen
innerer Reflexion geben.
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Der gesamte Wellenzustand ist hinsichtlich der Koordinate # eine stehende Welle (die
,auslaufende*‘ bekommt speziell diesen Charakter mit exponentieller Abnahme), die unter-
halb des Umkehrniveaus Interferenzstreifen zeigt, oberhalb keine. Dieser Feldzustand
wandert entsprechend exp [ /¢, ] in der 4 y-Richtung weiter. Das Feld oben geht aus dem
Felde unten mittels analytischer Fortsetzung hervor. Im Umkehrniveau haben wir eine
Nullstelle von /. Ein Versuch, in dem Gebiet um das Umkehrniveau eine 3-Teilung der
Welle anschaulich zu diskutieren, muf} fehlschlagen, da jeder der Ausdriicke stehende
Wellen enthilt; cin Phasensprung ist schon deswegen nicht anzunchmen, weil die obere
Losung einfach als analytische Fortsetzung aus der unteren entsteht.

3.4.32. WELLENEINFALL VON OBEN HER.

Dieser Fall ist einfacher als der obige. Hier ist eine Totalreflexion nicht moglich, wir
haben stets particlle Reflexion. Wir bemerken aber, dall auch hier der Charakter einer
eindeutig nach oben oder unten laufenden Welle erst in den Zonen sich ausbildet, in denen
das Medium homogen wird. In den inhomogenen Zonen enthilt jeder solche Ausdruck
stchende Wellen auf Grund innerer Reflexion.

3.4.4. DIE REFLEXION EBENER WELLEN IN EINEM HOMOGENEN HALB-
RAUM, DER MIT STETIGEM UBERGANG VON ¢(z) AN EIN EPSTEIN-
MEDIUM GRENZT.

Wir denken uns einen Halbraum z > 2z, oder z < #,, in dem &(z) dem Epsteinverlauf
entspricht; in dem anderen Halbraum (bzw. 2z < 24, 2 >> 2,) sei ¢ konstant mit dem Ep-
steinwert &(z).

In den Figuren 3-8 sind solche Verlidufe gezeichnet. Wir denken uns immer aus dem
homogenen Medium einfallende Wellen und berechnen die reflektierten. Diese sind sicher

| ‘| ‘|

N
hg

W

—— (-] —_— —_— 6 —-“6 -——OC m‘“‘“‘“‘“‘m“‘“‘

C 6 ZO Ty rrIreri

Fig.3 Fig.4 Fig.5 Fig.6 Fig.7 Fig.8
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nicht identisch mit den vorher behandelten Wellen; fiir z; — 4= 00 miissen sie asympto-
tisch sich an diese angleichen. Es wiirden sich 6 Reflexionsprobleme ergeben:

a) Einfall von unten

o) Stofistelle in 2 = 2z, > o Fig 3
:B) ) in3=20=OFig4
) i in z = z, < o Fig 3

b) Einfall von oben

o) StoBstelle in 2 = 2, > o Fig 6
B) 5 n. 2 =wy=0 Big 7
¥) o in z = 2z5,< o Fig 8

Von diesen Fillen wollen wir nur aa), ay), by) betrachten.

3.4.4.1. EINFALL VON UNTEN, TRENNEBENE IN z, > o.

Wir haben &(2) dargestellt in Fig. 4. In dem oberen inhomogenen Bereich konvergieren
nur die Lésungen, die der Entwicklung der hypergeometrischen Funktion bei { — —co
entsprechen. Wir miissen diejenige aussondern, die den Charakter einer auslaufenden
Welle hat. Unten haben wir ein homogenes Medium mit &(z,); dort existicren die Feld-
stirken Z,, H,, H,, wobei nach den Maxwellschen Gleichungen

. OE, . 0L,

110 H =— —= H =—=
o) Y Jopp 0z 7 T7F Jopepu 8y

(Zeitfunktion ¢7*%).

Dann lauten fur die in der z-Ebene nach Fig. 2 laufenden Wellen die Ausdriicke:

a) Einfallende Welle:

(111) E,,1 = exp[jkyV e(zq) (2 cos ? + y sin 9)]
(112) H,t = % cos & exp [74, ]/@ (2 cos & 4 y sin 9]
(113) V28 =———LZsin19exp (740 Ve(zg) (2 cos @ + ysin 9]

= Ho
Al
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Z ist hier der Wellenwiderstand des Mediums. Diese einfallende Welle kommt von
unten.
Nun definieren wir den Reflexionsfaktor, den wir hier R nennen wollen.

Eerl .
(114) Rl = — - in 2=z

xe

Damit schreiben wir die reflektierte Welle an:

(113) B =R\ -exp[jkyVe(z,) (—z cos & + y sin 9)]
(116) H, =~ RZl cos D exp [j&, Ve(zg) (—z cos & + y sin 9)]
(117) H, | =— RZl sin & exp [j4, V e(zg) (—z cos & + y sin #)].

Im oberen, dem Epstein-Medium, haben wir ausschlieBlich die einer auslaufenden Welle
entsprechende, bei z = + oo ({ = —o00) konvergicrende Welle; sie sei gekennzeichnet
durch den Faktor D, der sich auch auf Z bezieht.

(118) B R S D (oc, %t 1—yp; ot 1—f; %)
X exp [k Ve(sp) v sin 9].
Mit % = xca% wird
0
<119) HydT == ]wiuo'u %c —ﬁ' ExdT
sin 9
(120) Hot = — 305 Bt woZ(a) = |/ Sl

In der Trennfliche z = 2z, mull £, und 77, stetig {ibergehen:

(121) L, oben = E_ unten:
(122) exp [jhy Ve(zg) (29 cos ® + y sin 9)]
+ R exp [k, Ve(zg) (— 2, cos & + y sin )]

y=1-2a

=D{ef”°‘ Co v (1—&) oF (o0 1—y; a - 1—F; C;l)}
X exp [k Ve(zy) v sin 9].

Hier fillt der Faktor exp [j4, V &(zy) ¥ sin #] heraus. Die 2. Gleichung fiir R und
D wird:
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(123) H, oben = /7, unten:

(124) % cos @ exp [j4y Ve(zy) 24 cos 9] — —ﬁ-— cos ¥ exp [—j4, ]/e(—_zo—) 2y cos 9]

P H
e . 122)
ALY ac z(—zn i

wo { l (122) den Ausdruck in diesen Klammern aus Gl. 122 bedeutet.

Dies sind zwei Gleichungen fiir R und D, die in bekannter Weise mit Determinanten
geldst werden konnen:

Wenn 4,, 4, und 4 in {iblicher Form die Determinanten der Cramerschen Regel bedeu-
ten, so haben wir

(125) e e i %,,_ mit

(126) A = exp[—jky V e(zg) 5o c05 9] [ L H(122) 4 ;"(13 “(:22)]

=2

(127) A, = exp [j4, I/s(zo) zg cos U] [ ]w#o,u. 3 i |(122) + >y msz? }(122)]

=29

__ 2cosd
(128) A, = ~Ze

Damit haben wir den Reflexions- und Durchgangsfaktor bestimmt.
Wenn in (127) d, = %, cos ¥, = o wird, haben wir den streifenden Einfall: Wenn wir

in 4, 3 und 4 die mit cos ¢, multiplizierten Glieder weglassen, wird ersichtlich
(129) Rl =—1 und (130) D =

Dies ist ein sehr bekanntes Gesetz. Diese Rechnung gilt fiir zg > o und umfafit auch 2z, = o.

3.4.4.2. EINFALL VON UNTEN HER 2z, <o.

In zy < o ist die nach oben auslaufende Welle durch ihre analytische Fortsetzung in
Form der bei 2, <C 0 konvergierenden beiden Anteile anzusetzen. Die einfallende Welle ist
wieder wie oben:

(111) E,,t = exp ik, Velzy) (2 cos ® + v sin §)

(112) H,1 = % cos & exp [j 4 ]/e—(z;) (2 cos 9 4y sin &)]

(113) H,,t = — sin & exp [jk, Ve(zo) (2 cos & +y sin 8)].
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Ebenso wird die reflektierte Welle:

(115) E,.,} = R exp[jk Ve(z) (—2 cos &+ y sin 9]
(116) H,| = —% cos & exp [f&, V e(zg) (—z cos ¥ + v sin )]
(117) A —%;0) sin & exp [j4, Ve(zg) (—2 cos &+ y sin 9)].

In der durchlaufenden Welle haben wir nunmehr zwei Anteile:

E,;t = D exp ik, Ve(zy) v sin 9]

s T't1—) o + 1—B)
a3 x |07 = (FEREE i B )

e I'y) I'(1—y) I'(a
— iRl 1) (?(2_(;) ;’)(y (ﬂ)-}-li(oc Fil@t1—y, B+ 1—y;2—y; C))}

Mit H (131) bezeichnen wir wieder den Inhalt der geschweiften Klammer in (131).

Ferner:
(132) H,,t = ].wi exp [74oy Ve(zy) sin 9] # = P1; “z(_lzfl‘)
(133)  Hob = — 5o ko V ez sin @ exp [k Ve(ap) v sin 8] x || (130).

=2

In der Gleichheit von £, und /7, an der Trennfliche hebt sich exp [j4, Vszo) ¥ sin 9]
heraus.
Die Gleichheit von £, bedeutet:

(134)  exp [jAoz, V e(z,) cos #] + R exp [—7442 lf@ cos ] = D I }(131)

z=2z9

Gleichheit von s

i) . R . e
(135) Sy exp [kozy Ve(ap) cos 9] — s exp [iky Ve(ag) (—2, cos 9)]
S o % 6—65 { ,(131).

JOugl

5=2,

Ordnen wir diese beiden Gleichungen so, dal3 wir ein inhomogenes System fiir £ und D
bekommen, dann kénnen wir nach Cramer die drei Determinanten so anschreiben:

(136) 4 = expl—jho VVeleo cos 9] [as 7 {30 + 575 3]

(137 Ay = exp Ukom Vela cos ) [— 2o o [ asn + S5 {] aan)]

2 cos P
(138) A2= Tzo)«
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Dann ist
4 4
(139) R=Z; D=2,
Ebenso wie oben wird fiir streifenden Einfall (cos ¢ = 0) D = 0, R = —1. Wir schen

auch noch: In dem zweigliedrigen hypergeometrischen Ausdruck in (131) tritt fiir 2, — —00,
{o — o0 ein Anteil als einfallende, der andere als reflektierte Welle auf. Dies sagt jedoch
keineswegs, daf3 auch in der Umgebung von 2, = 0 { = —1 diese beiden Ausdriicke die-
selbe Bedeutung haben. Unter Bezugnahme auf [26], [27] kénnen wir feststellen, daB diese
beiden Anteile Wellen innerer Reflexion enthalten. Mit 6 — 0 miillte R = o0, D =1
werden, wir {iberlassen diese Rechnung dem Leser. Grenziiberginge sollen spiter behan-
delt werden.

3.4.43. EINFALL VON OBEN HER z,< o.

Das homogene Medium befinde sich jetzt oben, die einfallende Welle komme von oben,
es sei g5 <C 0. Die einfallende Welle lautet:

(140) E,,} = exp [k, Ve(ze) (—z cos &+ y sin 9]
(141) H, v =— fo;ﬁ exp [74, Ve(zg) (—z cos &+ y sin )]
(142) H,\ =— Sizﬁ exp [74, Ve(zy) (—2 cos &+ y sin 9)].

Die reflektierte Welle lautet:

(143) E. ' = R exp[jky Velzy) (2 cos @ 4+ y sin 9)]
(144) reseck CZL(ZS\— exp [74, V€lz) (2 cos & + y sin )]
in % 3 Ty 5
(145%) H, | =—R 21(120) exp [j4, Ve(zy) (2 cos & + v sin §)].

Die nach unten auslaufende Welle lautet

(146)
E,2b = D expljk Vel sin 91|85 (1—0) 07 yFy(a+ 1—y, B+1—7; 2—7; 0)

(147)

H, ;4 =D exp [jky Veleg) ¥ sin 9] -2 2 }(146)
i e R Jopn 9T |

(148) _

Hyl =—D 382 oo ik Vitey sinﬁ]“(146)
zd Z(Zo) P /%0 0 b4 e g

H (146) bedeutet den Inhalt der geschweiften Klammer in (146) fiir z = z,.

z=2z
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Die Stetigkeit von £, und 4, in z, bringt die beiden Gleichungen

(149) R exp ik, Ve(ao) 2 cosﬂ]+DH<146> —exp [74 Ve(a) (—2 cos #)]

g==gq

s ; SV
(150) R ;)(Szo) exp [j4 Ve(a) 2o cos 9] —

#lo 5 |} (146)

z=2z

Joup

= + S exp ik V(e (— 2o cos D).

Daraus ergeben sich die drei Cramerschen Determinanten:

(151) A =expLike Volo) 2 cos A~ e 7 {] 146 — 555 {] 049)]

(152) Ay = exp [—jk Ve(g) 2o cOS ﬂ][ "i:- -%-H(l 46) — °°5‘9 }(146)J

Lo z=2zg z=39
2 9
(1 53) A 2 = TC?:O)_ )
dann haben wir wieder:
A A
Fir streifenden Einfall wird
(155) Rl =t

(Abgesehen von einem Phasenfaktor, der von g, abhingt und der in z;, = o den Wert 1 hat).

3.5. Grenziiberginge im Falle ,,ebeners Wellen.

Wenn 6 — o geht, wird das Epstcin-Medium homogen, wenn % — oo geht, wird die
inhomogene Schicht sehr diinn, sie fithrt in der Grenze zum unstetigen Ubergang zwischen
e=1und e=1--4.

Dann missen fiir 8 — o uiberall die Wellenausdriicke in die ebenen Wellen des homo-
genen Raumes iibergehen, die Reflexionsfaktoren Null und die Ubertragungsfaktoren 1
werden.

Fiir % — co miissen die Fresnelschen Reflexionsformeln an der ebenen Oberfliche eines
anderen Dielektrikums herauskommen.

3.5.1. Der Grenziibergang zum homogenen Medium.

Fiir 6 — o muf, wie oben bemerkt, fiir unsere Wellen der Ausdruck exp [y (¢, vy + ¢32)]
mit ¢; 4 ¢; = 1 herauskommen; die Reflexionsfaktoren miissen verschwinden und die
Ubertragungsfaktoren 1 werden. Dies stellt dann zugleich eine Kontrolle fiir die Richtigkeit
unserer Feldausdriicke dar.

s Miinchen Ak.-Abh. math.-nat, 1960 (Eckart)



34 3. ,,Ebene‘ Wellen im Epsteinmedium

Es ist tiberhaupt ntitzlich, bei der Untersuchung eines komplizierten Problems den
Grenziibergang zu einem einfacheren durchzufiihren, dessen Losung bekannt ist, um die
Losung des komplizierteren Problems zu prifen. Im vorliegenden Fall wollen wir uns auf
den senkrechten Einfall beschrianken.

Zunichst geben wir die Werte der Parameter «, 8, y bei senkrechtem Einfall fir 6 — o
an:

aus (50) und (71) folgt mit sin ¢ — o0, é — o:

A . A
(156) a=1, f=142j2, y=i425h —p
Wegen %=x&'

hatten wir bis auf einen uns hier nicht interessierenden konstanten Faktor

(157) Uy = 85 (=20 wy(a, 87 0).
Dies wird mit (68), (156)

(158) U, — % (1 4 %) 21‘?‘1(1,1 —{-zj%; 1 —}—2]‘%; —e"‘).

Nach [18] S. 247 wird daraus
(159) Uy — e/he,

Dies ist die mit exp [— jw?] nach oben laufende Welle im homogenen Medium mit 4.
Wir sehen hier noch etwas, was vom physikalischen Standpunkt aus interessant ist:

Der Wellencharakter unserer Funktion U} steckt in Cy;%l. Die anderen Faktoren ein-
schlieBlich der hypergeometrischen Funktion liefern Verzerrungen, die durch das inhomo-

gene Medium verursacht sind.
DaB fiir § — o der Reflexionsfaktor verschwindet, sehen wir aus (41): der Reflexions-

faktor R hat im Nenner den Faktor I'(y —g). Da fiir § — o nach (156) y —f — o0 geht,
so wird dieser I-Faktor im Nenner unendlich und wir erhalten R —o. D — 1 folgt un-

mittelbar aus (95) wegen (156).

3.5.2. DER GRENZUBERGANG % — 0o (UNSTETIGER UBERGANG VON & =1
ZU e = 1 + 6) ENTWICKLUNG DER REFLEXIONS- UND UBERTRAGUNGS-
KOEFFIZIENTEN NACH POTENZEN VON — (DUNNE UBERGANGS-
SCHICHT).

Wenn x — 0o, wird die Ubergangsschicht % > > — —z— unendlich diinn und wir be-

kommen cinen unstetigen Ubergang zwischen ¢ = 1 und & = 1 4+ 6. Dann miissen unsere
frither berechneten Reflexions- und Ubertragungsfaktoren in die bekannten Werte {iber-

gehen, die fiir die Fresnelsche Reflexion an ebenen Medien gelten. Da dann% — o geht,

so liegt es nahe, eine Entwicklung nach % anzugeben; d. h. die vorliegende Rechnung zeigt
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fiir die Reflexion ebener Wellen die Méglichkeit, diesen Vorgang nicht nur an einem
Sprung von &, sondern auch fiir ,,sehr diinne Ubergangsschichten® zu studieren in Form

einer asymptotischen Darstellung nach%(z—»oo). Wir gehen in dieser Entwicklung nur
bis zum Glied 1. Ordnung in %, die Fortsetzung zu héheren Ordnungen erfordert nur

lastige Rechenarbeit. Wegen% — 0 bendtigen wir eine Reihe von Entwicklungen der

I'-Funktion, die wir im Anhang A4, vorfinden.
Zuniichst schreiben wir die Reflexions- und Ubertragungsfaktoren aus den Gleichungen

(93) (9%) (96) (97) nochmals an:

_ T Ira=p s +a2=y .
(93) Rl = Ty T =B I '’
i F(1—py I'(a +a—yp) |
(95) Dt = Fr(i—yy I'(t +a—p) "’
_ I'B—) =B I'(1+a—y) .
(96) Rt = I'i—a) I'(B+1—p) I'(a—p)
(97) Dl _ I'(1—P8) I'(t +o—7y) )

I'(2—y) I'(a—§)

Die Werte von «, f8, ¥ sind in den Gleichungen (71) gegeben, (72) enthilt einige hiufig auf-
tretende Kombinationen. Die zugehdrigen Entwicklungen fiir groBe #, kleine%ﬁndcn wir

wie schon erwihnt im Anhang 4, Wir fithren noch die Bezeichnung ein:
1
(160) T = 0.

Die im Anhang A, gegebenen Formeln schreiben wir nun in folgender Weise, die die
Koeffizienten ¢; (y), ¢o(¥), ¢_; (1 —f) usw. definiert:

roy = 1406 +02c(y) + - - -
ra—p =208 L (—p) 4 06 (1—p) + 0Py (1~ )
FGdoa—y) =140 +a—p)+o2cs(1 +a—y)...
I'(z—vy) =1+0e(2—y) + %, (2—9) ...
(161) ro—p =220 4 o6—pto—p...
() = 1400y () 4 oty (@) + - -
Fa—y =28 46— toqa—y)...

'G+a—pf =140 +a—pf) +0%(1+a—p)...

wobei, wie bereits bemerkt, die ¢; ( ) aus A, direkt zu entnehmen sind. Dann wird nach
einer trivialen Rechnung:

*

S



36 3. ,,Ebene’* Wellen im Epsteinmedium

0 (1= + es1 (1-8) e1 ()
( ) c (1 ﬂ) ( ( 0 1( 1 )
8 ‘ 1 (coly B+t ealy-fa (2-y))
1 (: ) ey (¥=8) )

Dies gilt fiir den Einfall von unten her, wo & (z,) = 1 + 0. Fiir diesen Fall sind die For-
meln aus A, zu entnehmen, wobei Glieder mit 62 und hohere vernachlassigt wurden. Mit-

tels der bekannten Entwicklung von

(163)
o

1 0
= finden wir sofort:

1 (1—) (=B + e (1=F) ai) _ G—=B) + e =P ar(2—)
¢y (y—B) (1 e [ c-1 (1—F) ¢ (y—8) ])

Der Faktor vor der Klammer muf3 mit dem bekannten Fresnelschen Reflexionsfaktor
{ibereinstimmen, der Koecffizient von o stellt eine Korrektur fiir stetigen Ubergang in sehr
diinner Schicht dar.

Wir wollen den Faktor vor der Klammer noch tiberpriifen. Der Fresnelsche Reflexions-

koeffizient lautet in diesem Falle:

1/1 + 8 cos 9y —cos B,
V]T(S_ cos g+ cos 4

(164) Rl =

?y = Einfallswinkel unten
¥, = Einfallswinkel oben.

Nach dem Snelliusschen Brechungsgesetz ist in diesem Falle

(163) V1406 sin 9, = sin 4,
also

(166) cos Py = V1—sin? P = V' 1—(1 - 0) sin® 9, = ) cos? ¥, — 6 sin? J,.

Wenn wir aus Anhang A, die beiden GréBen ¢, (1—f) und ¢_y (y—p) entnehmen,
so finden wir:

(167) Rl =

Vcos® 9g—0 sin® @, — V1 + 6 cos &, )
V cos? 9,— 190——0 sin? 190+l/1+(5 cos :

Dies ist aber gerade der richtige Wert.
Jetzt berechnen wir 21 nach Gl. (95); wir finden nach leichter Rechnung analog zu
unserer Ermittlung von R

(168)
Die=

5—1(1_‘5) co(1—P) + 1 (1—P) ¢;(1 +o—y) 50(1_7/) +c4(1=y) ¢1(1 - o—f)
ca(imp) [‘+“( s (i B) ca(t—7) )]

Entnehmen wir jetzt aus Anhang A, die GroBen ¢;(1 —f) und ¢_;(1—7y), so finden
wir fur ¢ =o0
(169) DT . 2V1+5cos'z90

_]./-71——.{-—6 cos Py + ]/-cgfﬁo—& siﬁz_ﬂo )

Dies ist der richtige Wert des Fresnelschen Ubertragungskoeffizienten.
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Dies waren Reflexions- und Ubertragungskoeffizienten fiir den Welleneinfall von unten
her. Fiir von oben einfallende Wellen haben wir zu beachten, daf} e(z,) = 1 ist. Hier haben
wir aus A, die Formeln zu entnehmen, die fiir diesen Fall gelten. Dann erhalten wir wie
oben:

_ fa(f—2) e (1—B) ( co(B—2) ey (1—=F) + (1—F) c-3(f—x)
(o) Rt = BTy [+ cr(f=a) e (1= )

+ cq(f—a) ca(1=P) cx(t to—y) _ Go(a—f) ca(1—o) + o{t—a) ey (2—f)
ey (f—a) e1(1—B) cor(w—p) coa(t—o)

=]

tr(i—B) c-1(1—a)

Der Faktor vor der eckigen Klammer mul} wieder in den Fresnelschen Reflexionskoeffi-
zienten iibergehen, wenn % — co. Setzen wir aus dem 2. Teil von Anhang 2 (e(zo) = 1) die
Werte ein, so finden wir:
(170) 3 (B—w) ey (1—B)  _ _cos B —V cos? B, + 0 _

ey (2—B) co1(1—2) cos P+ V cos? Yo + 0

Dies ist der Fresnelsche Koeffizient. Es fehlt noch die Entwicklung von D: Wir bekommen
ebenso wie oben:

(172)
_ (1 —f) (1=P) +e(1—=h) er (1 +a—y)  Gla—P) + ci(x—f) &1(2—)
Dl T oey@—p) [1 o ( 1 (1—8) coy(e—p) )]

Fiir # — 00, ¢ — o erhalten wir den Faktor vor der Klammer:

2 cos B

D) =
(173) \ cos & + Vcos? 9y 40’

den richtigen Wert fiir unstetigen Ubergang.

4. DER STRAHLENDE MAGNETISCHE DIPOL.

Wir hatten uns bisher mit Wellen befalt, die im homogenen Medium in ebene Wellen
ibergehen, simtlich mit horizontalpolarisiertem E. Der Grund fiir diese Wahl der Polari-
sation ist bekanntlich der, daB fiir vertikal polarisiertes E das Problem erheblich kompli-
zierter wird. Aus demselben Grunde wihlen wir hier den vertikalen magnetischen Dipol,
der durch eine horizontal liegende Drahlschleife mit vertikaler Achse realisiert wird. Fiir
einen solchen Dipol liegt das E-Feld in horizontalen Kreisen um die genannte Achse, das
H-Feld in Meridiancbenen.

Nach Sommerfeld und Weyl 1483t sich im homogenen Medium die Strahlung eines solchen
Dipols aus ebenen Wellen in Form cines Integrals aufbauen; man kann sie aber, was auf
Lamb und Sommerfeld zurlickgeht, auch aus Zylinderwellen aufbauen, wobei die Abhin-
gigkeit von z als Exponentialfunktion eingeht. Wir werden hier dem zweiten Weg folgen,
wobei dann die Abhingigkeit von 2 analog aus unseren Epsteinlésungen aufzubauen ist.
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4.1. Die Aufstellung der Wellengleichung fiir den Hertzschen Vektor.

Wir werden hier, analog zum Hertzschen Vektor IT des elektrischen Dipols einen Hertz-
schen Vektor ¥ einfithren, aus dem wir die Feldkomponenten durch Differentiation ge-
winnen kénnen.

Mit der Zeitfunktion exp[—_jw¢?] gehen wir aus den Maxwellschen Gleichungen:

(174) rot H = ———jwaoei

(175) rot & = jouopt

(176) div gye(2) E = £e(2) div E -+ go(grad &(2), ZZ) =o0
(77 div,uo/uf;f> = 0.

Wir gehen nun aus von dem Felde des magnetischen Dipols, wo in Zylinderkoordinaten

(178) TR S = o B (L Gy O e

(179) o =0y Al S0 ISV,

53
Wir fithren einen Hertzschen Vektor ¥ ein, dessen Komponenten in 7, ¢, 2 Koordinaten
sich schreiben:

(180) ¥ = (0,0, )
d. h.
(181) = mia=e v Y. =0, =6, H T=le.

Ferner haben wir in unserem Epstein-Medium zu beachten, daB grad e (2) nur eine
z-Komponente hat.

(182) grad & (s) = (0.0, £).

' 8z

Wir definieren einen Vektor # nach (180) durch

(183) E = —Jjo rot 18
Dann wird
(184) rot & = — jo rot rot V= —jow (grad div P4 ‘f’)

Mit (175) ist dann:

(183) ,uo,u[:f = AY_}~grad div &.
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Nach (174) ist dann:

(186) rot H = —jweoai = —wiee(2) rot 3
Nun ist aber

(187) rot gye(2) ¥ = gye(2) rot ' —+ [grad g4e(2) X E_f’]
Wegen (180) (181) (182)

(188) [grad—;o)e(z) X f’] =o0

und wir haben aus (186)

(189) H = —wee(s) (P—grad ¢),

wo ¢ eine skalare Funktion ist.
Gehen wir nun auf (174) und (175) zurtck, so finden wir aus (184) und (189)

(190) o = —o?uguege(s) (P —grad ¢) = AP — grad div ¥.

Die noch willkiirliche Funktion ¢ unterwerfen wir in tiblicher Weise der Bedingung:
(191) w?py pege(2) gr?;(p = —grad div ¥

und erhalten damit:

(192) AP + w?ugpeye(s) ¥ =o.

Zu der in (183) gegebenen Definition von 17 geben wir noch die Berechnung der auftre-
tenden Komponenten von Z und 77: Es ist

(193) (rot &), = & 5%
(194) (rot ), = aas:',
(195) (rot &), =o.
Damit wird

(196) E,=—jw&50.

Wir bemerken hier, da3 wir fiir unseren Hertzschen Vektor des magnetischen Dipols
eine zylindersymmetrische Losung wihlen, die nicht von ¢ abhingt, was wir in (196) mit
vorwegnehmen. Wir haben weiter

(197) £, = o nach (195)

oY,

(198) E, = —jo<>*

¢
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Wir wenden uns jetzt den Komponenten von A zu: mit (185) und (192) erhalten wir:

(199) pop i = — (B2 + grad div &).
Wegen (180) (181) ist
(200) gra?l—giv - g;;d %.
Dann wird:

1 E———- _ 1 >V,
(2z01) H o= o (grad div¥?), = e e P r

1 AL 7

(202) H,=0=— s (grad div ¥),
(203) Tl 7;0‘7 ((grad div @), + £2¥), wo £ = B e(2).

4.2. Die allgemeine Losung der Wellengleichung durch Trennung
der Variablen.

Die Wellengleichung (192) kann durch Separierung der Variablen gelést werden. Wir
erhalten daraus die Elementarlésungen, aus denen wir mittels Integration die Gesamtlésung
unseres Problems aufbauen kénnen. Wir schreiben (192) in folgender Form:

(204) A, + BE Y, = o
(205) B = Be(s) = otugueye(s).

Wir werden schen, daB3 es zweckmifBig ist, dies so zu schreiben:

Fiir irgendein 2, (— 00 < 2y << 4 ©0) (g, wird spiter die 2-Koordinate des Senders sein)
sei

(206) ke (8) = kye(z) + fi(an, 20),
wWo
(207) fi(z, 29) =0 in 2z = g,;.

Nun schreiben wir (204) in Zylinderkoordinaten an und spezialisieren uns erst spéter auf
die Unabhingigkeit vom Azimutwinkel

BV, 1 oW i e P 5
(208) 7 T 7 e T e T e ThE@E = o

Wir werden dies nun in bekannter Weise aufspalten, indem wir schreiben:
(200) Y, =71 ",

wo "V, nur von 7, ¥, nur von ¢, *¥, nur von ¢z abhiingen moge.
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Dividieren wir nun die Gleichung (208) durch (209), so kénnen wir gerade Differentia-
tionszeichen wihlen und schreiben:

1 B2 1 dr, 1 azoy, 1 are

W 4y 7Y, dr 2P, g & W 42

(210) + Fe(s) = o.

Ferner schreiben wir in (206)
(211) Be(zy) = kye(zy) (cos? & + sin? 9),

wo @ in z, den Winkel der etwaigen Wellennormale mit der z-Achse darstellt. Aus (210)
nehmen wir den z-abhingien Anteil heraus und schreiben mit (206)

1, dray 2 2
(212) e o + f1 (2, 29) + A e(ey) cos? ¥ = o.

Dann bleibt fiir den von # und ¢ abhingigen Anteil tibrig:

2P, T dnw, 1 20,
- - :

2 0 o
(213) . ar T = TS o + 45 &e(z,) sin® @ 0.

Wir multiplizieren (213) mit 72 und erhalten:

2 arw, roanw ¢ o, .
21 = e =5 2/2 (2, sin2 9 = o.
(214) w, s T o T, ap T A sin -

Dies ist eine Summe von einem Anteil, der nur von 7 und einem, der nur von ¢ abhingt,
die also fir sich konstant sein miissen.

Wir setzen:
1 d: ey,
(215) o g =
und erhalten:
29, !
<216) —W‘ —l—‘ 172 "SUz = 0.

Dann bleibt fir "%, wenn wir diesen Anteil wieder durch #? dividieren:

1 a¥ 1 a4,
(217) e e AT S
LA dr? T dr

2
- — % -+ B2 e(z,) sin? & = o.

Dies ist eine Gleichung fur "%, .
Zunichst kénnen wir die Losungen von (216) und (217) direkt anschreiben.

(218) Y — pLtine

z

(219) W, = Z,(r V& ez sin® 9).

z

wo Z, eine allgemeine Zylinderfunktion vom Index 7 bedeutet. Entsprechend der Zylinder-
symmetrie des Problems kommt fiir uns nur der Wert # = o in Frage, wir haben also:

(220) Y = const, "P, = Zo(r V # e(z,) sin? 9).

6 Minchen Ak.-Abh, math,-nat, 1960 (Eckart)
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Nun wenden wir uns *¥, zu, das uns die Epsteinlosung liefern wird:
Wir hatten in (212)

a2 s
(221) - 4 (B2 e(zg) cos? & - f1(z ) *F, = o.

Wegen (206) und (211) ist aber:
(222) B e(zy) cos? D + f1(z1 29) = A3 e(2)— AL e(z,) sin? B.

Dies ist das um die Konstante £;&(z,) sin? & verringerte 43&(z) der Epsteinschicht. Damit
konnen wir fiir ¥, eine zu diesem Wert des Faktors von *¥, in (221) passende Epstein-
lésung angeben.

Wir setzen:

(223) ko Ve(zg) sin @ = A.

Dieses 4 wird dann in die Parameter der hypergeometrischen Funktionen eingehen. Fiir
¥ werden wir gleich einen formalen Ausdruck gewinnen. Wir gehen in der vorliegenden
Arbeit aus von:

(224) Bes) = & (1 +—2 ) A= et pon;
14é

mit

(225) = —o

bekommen wir aus (22):

(226) W) = I3 (=0T w0,

wo

(227) w=ua(d), =@, v=1r@.

2, (o, f; 7; {) bedeutet eine Ldsung der hypergeometrischen Differentialgleichung oder
ihre analytische Fortsetzung, Wir miissen uns jetzt noch mit den Werten von a, 5, y be-
fassen.

4.2.1. Ermittlung der Werte von o, f, y als Funktionen von A
und Vergleich mit 3.3.

Wir hatten
a2 zglg 2 2 z
(221) o + (£ £(2o) cos® D 4 f1 (21 20)) P, = o.
Dabei war nach (206)
(228) Sz 20) = kye(e) — &g elz).
Also wird
(229) k &(zg) cos® ¥ + f1(z; 2o)

= ky(e(2) — £(2y)) + 44 &(zy) cos? B
= ko) — ki e(zy) sin? 9 = kie(s) — A%
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Dann wird aus (221)

2y,
dz?

(230) -+ [kﬁ (1 = +§eu) — 12] ey o,

Wir setzen noch

(231) /e%(

,,,)—22 = B¢ (),

wo &(2) ein fiktives €(z) bedeute.
Dann subtrahiert sich von %) e(5), das bisher auftrat, die GréBe 4% und wir erhalten nach

trivialer Rechnung (vgl. (45) (46) (47) (48) (71)):

(232) a=1+%]/12 (1_|_5)___1/,12
(233) ﬂ=1+%1//12—é%<1+—6>+—;1/zz_—ég
(234) y =14+ VR—E(1+9).

Setzen wir den in (223) definierten Wert von 4 ein, so wird:

(235) o =1+ j% V(1 + 8) —e(zy) sin2d — % V'1—e(z,) sin? &
(236) B =1+ j " V(1 + 8) —e(zg) smzﬁ—}—] 2011 —¢(zy) sin? @
(237) y = 1427 2 YT 8) () sin® .

Damit haben wir die Werte der Parameter angegeben und ihre Ubereinstimmung mit den
friheren gezeigt.

4.3. Die Integraldarstellung der Strahlung des magnetischen Dipols.

4.3.1. Das Integral von Lamb-Sommerfeld im homogenen Medium.

Wir gehen aus von der bekannten Integraldarstellung von e/#%/p, die 1904 von Lamb
angegeben und 1909 von Sommerfeld wieder gefunden wurde. Die Ableitung steht bei
Sommerfeld in seiner klassischen Arbeit {iber die Ausbreitung elektrischer Wellen iiber
einer ebenen Erde. Fiir einen in 2 = z; befindlichen Sender ist:

[ _—lf/"%;; e VER J) 2>z,

AL

(238) ya

e e

6%
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Diese Losung des Strahlungsproblems eines punktférmigen Senders im homogenen
Medium zeigt das Produkt einer von einem Parameter 4 und » abhingigen Losung und
einer von A und z abhingigen; die Integration geht tiber 2. Wir wollen nun sehen, welche
Lésung im Epsteinmedium der vorliegenden des homogenen Mediums entspricht.

4.3.2. Das analoge Integral im Epsteinmedium.

4.3.2.1. DIEALLGEMEINE INTEGRALDARSTELLUNG.

Die Losungen der Differentialgleichungen fir “¥, sind in diesem Fall dieselben: /(4 7).
An Stelle der von z abhingigen Exponentialfunktion haben wir nun die entsprechenden
Epsteinlésungen zu setzen. Nun erheben sich aber hier Normierungsfragen, die wir aber
nach einem Vorgehen von Bremmer ([27] S. 142) leicht umgehen kénnen, wenn wir folgen-
dermaBen verfahren (siche Fig. 9).

Yo
ZoLyh ’Lu‘
ZeZ, fmm—mm mm e
ol
Z=Z;h
(-] Wu

Fig.9

Wir nehmen in dem inhomogenen Medium von z, 4 % bis z,— / eine homogene Zwi-
schenschicht an, in der ¢ = &(z,); auBerhalb dieser Schicht sei ¢ = ¢(2) nach der Epstein-
funktion. Wir stellen fiir dieses 3-Schichtengebilde die Lésung her (im homogenen Medium
gilt die Sommerfeldlgsung) und lassen dann % — o gehen.

In der Sommelfeldlosung des homogenen Mediums haben wir fiir 2 £, V &(zg) zu setzen.
In 2 = z5 4 % haben wir dann die von der primiren Erregung herrithrende einfallende
Welle, eine dort reflektierte und eine von der jeweiligen Gegenseite kommende reflcktierte
Welle; auBlerhalb der Schicht haben wir die Epsteinlésungen, die in der Umgebung von
2, die analytische Fortsetzung der nach unten bzw. nach oben ausgestrahlten Wellen dar-
stellen. Die gesamte Losung mul} in — oo < & < + oo samt der ersten Ableitung nach 2
stetig sein.

Wir bekommen also:

Im homogenen Medium lautet die ,,einfallende’ Welle fiir 2 > 2,:

A7) R Pa—
(238) v _f 1// o ;6%) =G0 VE=RsGo) ),
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Fir z < 2,

Z 2—£f & (2
= v~ [l e o,

Oberhalb dieser homogenen Schicht haben wir dann die nach oben auslaufende Epstein-
welle W, (evtl. ihre analytische Fortsetzung bis in die Umgebung von z = z;), unterhalb die
nach unten auslaufende Welle . In der homogenen Schicht haben wir eine in 2, + % nach
unten und eine in z,— /% nach oben reflektierte Welle so hinzuzufiigen, daf3 die verlangte
Stetigkeit eintritt. Die Epsteinsche Lésung wird oben mit cincm Faktor 2,,» unten mit

cinem Faktor p, verschen. Die verlangte Stetigkeit von ¥, und = fithrt auf folgende

vier Gleichungen, wobei wir /o) [y 77—z 57y weglassen, weil es allen Lésungen ein ge-
meinsamer Faktor ist.

Die Exponentialwellen im homogenen Medium, die oben bzw. unten reflektiert werden,
sollen die leicht verstindlichen Koeffizienten #,} 7,1 haben. Dann liefert die Gleichheit
von ¥, oben und unten in z = 2y + 4:

(240) 2 W2+ h) = r,} e BVBERG) L o~ hVE-Re() Ly | g+ hVERe(),

il oberhalb und unterhalb dieser Stelle fiihrt auf:

Die Gleichheit von
dz

aw Y3 [
(241) p, LD N VB By eV
. ]/2.2 Oa(z) o WV =Re (z)

+r b V=B o(ey) e+ H/ R,

Die Stetigkeit von ¥, in 2z = 24— /4 fuhrt auf

(242) W (20— F4) = 7, | et AVE=Re(e) - o+ BV R (z0) + 7, } e AV AFe(z)

Stetigkeit der Ableitung d;Z’z in 2 =2zy—#4:

aw, SR v
(243) b ‘zo — =7, VR =R e(zg) eHV R
eIl l/az_ 06(2 Y e+ AV P-Fie(z)
— 7! VR—Fe(zy Ee(zy) e VRt
Nach dem Grenzubergang % — o brauchen wir nur mehr p, und p,; wir nehmen diesen
Grenzubergang sofort vor, lassen 7, und », auBBer Betracht, berechnen nur p, und p,. Die
Gleichungen (240) bis (243) nehmen so die Form an:
(244) pa M(ZO) = ru’r + 1 + ”ol

(49) P =t VI ReGe) — VI B0 + 7, V=BG
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(246) pW,(20) = 7d+1+710

2ar) 2 VBB eGy) + VE—ReG) — ! VE—Fe(ay).

Diese Gleichungen schreiben wir in folgender Form an:

dW(zo) —————— —
(249) 5,2 A VE B elag) 7, VE— R e(ay) —— V=R e(zg)
(250) r ot 4t — 5, W (50) =—1
(251) —r AV Re(ag) + 7,0 VI B e(a)—p, 200 — Y B R o(sp)-

Wir addieren (248) 4 (250)
(249) + (2351) und erhalten:
(252) 2o Wo(20) = $.W.(20) = 0

aw,(z) aw,(z)
(253> 2, dz : — Py 2z = —2 V}? 'éO'E(ZO)

Die Determinante dieses Systems fiir p,, p, als Unbekannte lautet:

(Zo) dW, (z)
(254) A—W(Zo)———W(o>———

Es ist dies ersichtlich die Wronskideterminante der beiden L&sungen W, (2), W,(2)
gebildet in 2z = z,, die, wie (221) zeigt, eine Konstante sein muB3. Die beiden anderen Cra-
merschen Determinanten des Systems (252) (253) lauten:

(255) 4, = —2W,(s) ]/12__,é§ &(z)
(256) 4y = —2W,(2) 1/12—/538(20)-
Somit wird

Al =4 AZ
(257) po — A pu = A

Durch die Berechnung von p, und p, haben wir unsere Epsteinlosungen W, (z) und
W,(2) normiert und kénnen jetzt die formale Lésung unseres Problems anschreiben. Wir
haben:

o o]

Wo ) IVu )
(238) =[1Gr iz : )ﬂu(ﬁj o
dz

0 o %o

adr, 2>z
W, ! 0
— W, (2) dog(zo)
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W, (2) W,(2)

d W, dw
W, (o) 2 — (o) ZEelee)

dA, z < z,.

(259) ¥, = [JGn iz

Wie bereits bemerkt, sind W, (2) und W,(z) so zu wihlen, dal3 W,(2) fiir 2 — 4- co einer
nach oben auslaufenden Welle entspricht W, (2) fiir # — — 00 einer nach unten auslaufen-
den. Damit haben wir zunichst eine formale Lisung unseres Problems gegeben.

4.3.2.2. BERECHNUNG DER IN DER LOSUNG ERSCHEINENDEN
WRONSKIDETERMINANTE.

Zunichst haben wir uns mit der Wronskideterminante im Nenner zu befassen. Zu threr
Berechnung bietet sich der bekannte Satz von Lionville ([28] S. 235). Da W, (2), W,(2)
Lésungen der Differentialgleichung

qu'lz
(260) T (A2

l—l—e’“

)—/12) W —o

z
dz
wollen W, und W, einmal nach 2 —— 00 und das andere Mal nach # — 4 oo hin fortsetzen,

die Wronskische Determinante berechnen und durch die Ubereinstimmung dieser beiden
Werte die Rechnung i{iberprifen. Die hypergeometrische Funktion besitzt fiir z — 4- o0
einfache Werte, so wird die Berechnung relativ einfach. Wir hatten frither fiir ¥, gefunden

(Gl. (81))

(261) W,(s) = 7 (1—0) us,

sind, in der das Glied mit fehlt, ist die Wronskische Determinante konstant. Wir

fiir W, (2) hatten wir gefunden (Gl. (84))

p—

(262) W,(s) = % (1—0) us.

Wenn wir fiir 2 — — o0 die Wronskideterminante berechnen wollen, so erinnern wir uns
daran, daf3 #; in 2 — — 00, { — o konvergiert, wihrend wir #3, das in 2 — +4- 00, { - —00
konvergiert, nach z — —o0 hin fortsetzen mussen, wobei es dann als Superposition von
%, und #; erscheint. Diese Fortsetzung geschieht mit Hilfe von Gl. (26).

So wird fir 2 - —o0

(263) HEIE) S ege D (1)=&

W, (2) werde in analoger Weise dargestellt:

(264) W, (2) = aesVFRUF) | posVFRATY

WO
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_ B L0 Tt 1=p)
Gop) @ = (=UF P=p Tt =)

1=y I(y) T(4—y) D(a+1—P) ;. LVEHOFE
b =0 T re-p @ O

Bilden wir dann die GroBen W,, W, und die Ableitungen, so finden wir:

(266) by = —2 VB R G +8) Aot if)

wo 4, = Wronski-Determinante.

Berechnen wir A, umgekehrt fiir z — 4+ co, { -»—o0, so haben wir zu beachten,
daf3 %3 dort konvergiert, wihrend wir #;, das in 2 — — oo konvergiert, dorthin fortzusetzen
haben, was mittels (28) geschieht. Hier wird #; durch die bei z — 4 0o konvergenten
Funktionen #g und 74 ausgedriickt. Wenn wir analog zu oben diese Grenziiberginge durch-
fihren, so finden wir

————  I(2—y) [(o—
(267) Ay = —2VE=B 7 5 i

Um die Ubereinstimmung von (266) und (267) zu zeigen, beweisen wir, daB

@68) VE—BG+8) I'(1—p) I(t+a—p) = VE—RI(z—y) I'(a—p)

ist, was sich aus (232) (233) (234) unmittelbar ergibt. Wir werden die Formen (266) (267)
nach ZweckmiBigkeit beniitzen.

4.4. Die 12 Losungsintegrale.

Nunmehr haben wir die Moglichkeit, die Losung unseres Problems explizit anzuschrei-
ben. Hinsichtlich der Wahl der Form der Wronski-Determinante folgen wir dabei der
nachstehenden Regel:

Fiir Integrale, die eine Lésung darstellen, die im oberen Halbraum (z > o) gilt, wihlen
wir die Form (267), deren Wurzel 4, also ¢, ., allein enthilt; fiir Integrale dagegen, die
in z < o gelten, wihlen wir die Form (266), dic }/ £, (1 + 0) also das ¢, , __, enthilt.

Die Loésungen miissen fiir verschiedene Fille angeschrieben werden, da die hypergeo-
metrischen Funktionen in verschiedenen Bereichen konvergieren. Wir haben einmal zu
unterscheiden zwischen 2, = o; in jedem Falle haben wir dann zu unterscheiden zwischen
2z = 2y, bei 2> 0 2, > 2 haben wir noch zu unterscheiden zwischen z > o0, 2 < 0 u.s.f.
So entsteht aus den Formeln (2358) (259) die folgende Tabelle.

Betreffend die Numerierung der Integrale wollen wir noch folgendes festlegen: Da die
rechte Seite der Zusammenhangsformeln der hypergeometrischen Funktionen zweigliedrig
ist, so zerfallen mehrere der Ldsungen fiir bestimmte Bereiche in zwei Integrale, die wir
dann mit einer gesonderten Nummer versehen.

So kommen wir zu zwolf Integralen, die wir jetzt anschreiben wollen.



49

4. Der strahlende magnetische Dipol

««

VP {on? — ‘=t AT — ot N H—ay AT

- N,«\ﬁml«

1.8

d

0z 3¢ —

n:
2 — 0

mm%|«<\_R|~
Nd\—||_

N&\—.II.AQAT

ﬂ.HN.NX

Yy A $ e

A?Nn_. 2) RNV X

o[e1Z0lu] UOpUOsQ[ JIOMZ ([ [PV

o<z <z

‘U AT+ D= AT ‘st ﬂ|a+_§|§ﬂ+ﬁ
et i (r—a A%+ 0+ D ly—w A2 V)1 (=t A2 -) T (7=t A5+ 0+ D=t A5 -)a @Lﬁ;ﬁ s
i B (=A% — e+ = N Z=1)T (= A S| (=t N5 — e+ D= A 2-)a VY &
ToY=lzi<y\0z
-y A5+ g N2
VP lou? — = A5+ @t Nl—ag A2 =1 1T (e — N E— e+ 0= A S —1 T X
‘W= AT+ @)= AT+ W= AT — 0+ Ny~ A5+
fy—a A
0 * 0z:%) o % ux. s 57 sx? o Y
b ) g 2y () (o 4 ) (o2 + ) igi, 11
‘A g LN
Y2 {orn? — W@Iﬂw\_mIEN\_HI“ ﬁrram sud — L0 Imw\_.mlal*._vmwl&\_ml“ ﬁr.NN LG Al Coua R 1)
C— AT — e+ D= AT+ W AT — @+ 1) =g AT+
o i (7=t A2+ @+ 0= A —3)us (=t A=) (= A2 + @+ D=y A -1 &!&\_H el
A= MAA =T (g A2 o)y &\T-;iv\l&\_m?Axlaw\_ﬂlg+;m\|&\_ﬁ|? YUY &

Miinchen Ak.-Abh. math.-nat. 1960 (Eckart)

7



4. Der strahlende magnetische Dipol

50

= s~ ‘et =y AT~
T .8

TP (ex? — ‘@t As—@+NE—a AT 1] w? — ‘AT @+ - AT~ [T x (b= .§n+7v:w X
AT —(e N =y AT+ —VAT— @+ -y AT —> v
W~y AT (@ + N = AZ-1)d = A
A%._-Sm&ls.«\‘enlm Aehxml_lﬁv Aule—lﬂv o % A o g Vx A v ° r—. ].& H>
(=t AT — @+ V=N T -)d (=t A5 — @+ VY= A2 3T (0 &
Y <o<z
o+ ny—w Az~ et Ny—a AT —1
T,3 T8
VP (on? — AT+ @FNG—g AT =1 | " e, ? — =@ AT QDT AT T X, g2 (osa?) X
I ) d # ..C_ﬂ+€+c$ WA= =1
.m\la\\_wlsfv&l&\_ﬂl W A~ (et ly— AT+
(=t A2 -v)a (e +nr— A 2-)1 o+nf—aA §
@+ 1) 8= p (= 02)° (2 +1) (2 + 1) v A v * 0 %IH\M. A
(AT =@+ =N T g (= N5 — et D= A2-) 1 v
z<o<
MMQINN\A.WuT- by N.w.\pll.«
(2 {en? — = AT+ @+ N — A=} T a2 — Sy AT — (et N ir— AS—v T X
,Mﬁlm«\_mi@fvm«laimf i J«\_mlefvmwlk\#m =it
7 — N@\#
b ANN [l Anxw AuxwlT.— AnXNlT.H H
~w|.§4+7:v o1~ ) ) )T YN o &



g1

4. Der strahlende magnetische Dipol

Yo+ Dy — A+

o+ —gr Ao

Y2 {0 — =t A+t D=y A S+ [TT° {ao— = AT+ @Y= A S -1} ]° X
= AT+ Nt AT+ I&\_wlafv&l&xml
(+1)fr—et A LA
(o2 + 1) (o2 1) i pa—wp -7 — v (47)° _. Bt
<% <o
Hot N — AT~ fe+ =y Az —1
Yy nxu| I.N,m\— +A©+‘ «.«\ﬁll- HhHw aaxwl w,«\— +(o+1)y— \AIH.I._ ﬂ.r.Nm x
l&\_ulsfvwluiwl- .ﬁl&x_wla+¢$|&\$l_
@+ D% -wpre-? (ot Dtr=p or-5? (oo +1) (2 +1) X
(= A2+ D =g A2+ 7)1 (=it A E—lo+ D) = AZ) T (0 + Dy~ A5 -1)d @+D—stA ¢
: ; i : : | o
@+ 1= AT+ )T (F=t AT — @+ D= AT )T (=t AT~ e+ N~ AT-)a WOV &
[ T T T T
e+ —d AT —1 Yo — A+
V2 Lo — =t A2+ e+ 0= A= 1Y 10— r—a A= AL+ 0 X
AT -+ DN~y AT~ ‘U N — e+ N~ AT+
e+ &—v A (i
A N L = S

Y(«y)° o

Wz <cz<o0



4. Der strahlende magnetische Dipol

otV y—a A o= G-y AT —1

52

Y2 o — = NS+ e+ D=y A= T C L— =g A — o+ V=g A S —y T X
‘o .|&\_|I8+«:~ YA = U AT+ D= A
R ] (r=r A 2= 1) (@ + 0= A2} (0+1)— &\_% e
w? T 1T o4+ Nly—sups- P # H =
Ty g N E et W= N )T (g—a N — et V= A-)d tD®
12, <0192 (=10
Hotn @~ A —1 M.vll.,«\—w 3
21— g et Ny A Y Lo — A et Dl A~y T X
,mﬁﬂiiﬁE\Tl ‘W AT+ D=y AT+
= A= o+ — Ao~ ) —er A
Anxwv Anxl% Jn ﬁv (£ A v A 0, v 0. [ 0 .—' HVA
2% (=t AE—@+ D= A=) (g—t AT~ et V=N T-)a TP &
oV 0z =lE
e+ N ly—s AT —1 o+ nNly—gy A E—
U2 od — A= Aot Dly—ag AZ v :Nlm_w\lll.\_m +EtNY—a AT~ " X (alF ) G2+ T) X
‘W AT — (e Dy AT~ — AT+ D—gy Al
(=N E— o+ V= AZ 4 )x (=t N E— @+ y—H A LT (e+ D=y A2 — 1) (0+ 1) fy—ay A
@+ Y—er A o427 ._» + X

(@+ntr—a AT +3)a ?l&\ﬁlxilgw\l&\ﬁlvkA m\_lllm! D—aAX-)a vy &




4. Der strahlende magnetische Dipol 53

4.5. Diskussion der Integrale.

Zum Zwecke der Diskussion dieser Integrale gehen wir folgendermalien vor:

Zunichst zeigen wir, dal} fiir § — o diese Integrale in die Integrale fiir das homogene
Medium iibergehen; anschlieBend zeigen wir, daf sie fiir % — co, d.h. unstetigen Ubergang
von ¢ = 1 auf ¢ =1+ 4 in die Integrale vom Sommerfeldschen Typus {ibergehen, die
in Anhang 3 tabuliert sind; dann untersuchen wir die Konvergenz der Integrale. Zwecks
eines funktionentheoretischen Studiums suchen wir die Stellen, wo Pole des Integranden
liegen. Nach diesen Vorbereitungen geben wir cine erste Sattelpunktsnidherung, die wir fir
die 12 Integrale gesondert tabulieren. AnschlieBend diskuticren wir diese Ergebnisse ge-
sondert vom physikalischen Standpunkt aus und vergleichen das Ergebnis mit strahlen-
optischen Rechnungen, die im Anhang niedergelegt sind.

4.3.1. Grenziibergang z1 0 — 0.

Da es sich um 12 Integrale handelt, wollen wir hier diesen Grenziibergang nur an einem
demonstrieren und dem Leser diese Rechnung fir die anderen Integrale tiberlassen. Der
Verfasser bemerkt jedoch, daB3 er fiir alle 12 Integrale zur Kontrolle sowohl diesen wie den
Grenzilibergang zu » - oo nachgerechnet hat. Wirwihlen hier das Integral XI: 22> 2, = o.
Wenn é — o, so schen wir, daf} die I-Faktoren sich dann wegheben.

In den hypergeometrischen Funktionen werden jeweils ein Zihlerparameter und der
Nennerparameter gleich, und in diesem Falle gilt nach [18] S. 247 Exempel 1

(269) (1—2) % = o Fy (e b; b; 2).

Zusammen mit den Faktoren (1 + ¢ %), (1 4 ¢*®) = 2 (2, = 0) erhalten wir dann

(270) P = —f A=

Wir werden spiiter schen, da3 wir in unseren Integralen fiir die Wurzeln /22— 42,
V32— (1 + 0) gegeniiber Sommerfeld genau den negativen Zweig zu wihlen haben,
wenn Sommerfeld den positiven wihlt, so dal3 (270) tatsdchlich mit Sommerfelds Integral

identisch ist. Dies erklirt dann auch die Minuszeichen in der Tabelle der 12 Integrale.

4.5.2. Grenziibergang zu u — oo (Unstetiger Ubergang von ¢ = 1 zu ¢ = 1 + 0).

Wir beschrinken uns auch hier auf das Integral XI und {iberlassen die Uberpriifung der
anderen Integrale dem Leser.

Im Anhang 3 sind die Sommerfeldschen Integrale zu dicsem Zweck zusammengestellt.
Wenn wir uns der Laurent-Entwicklung der I-Funktion im Anhang 2 bedienen, % — oo
gehen lassen, so wird:
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(271) r(1~_1/12 k§(1+6)—%]/12—,é§) )

—_—x

ST 7 e o U
(72) Tl VE-RG+H—VEE) VAR (T + VR

(273) r (__ % 1;12—__7—5)‘ sl ‘/).2 /éo 5

so daf schlieBlich das Sommerfeld-Integral

_j.‘o/o U'r)}‘ ,;/;.z 3 21/2'2 'é(:

VaRTE VRZEGfo) +Vi—R G

(274)

resultiert. Das Minuszeichen wird durch die Wahl der negativen Wurzelzweige not-

wendig.

4.5.3. Die Konvergenz der Integrale.

Zunichst befassen wir uns mit der Wahl der Zweige der Wurzeln
VE—RG+9), Vi

Wir haben in Fig. 11 (siehe Fig. 10-13) Sommerfelds Wahl der Zweige der genannten
Waurzeln illustriert, wobei fiir die Wurzel V22— £ (1 -+ 6) einfach 40}/ 1+ 6 an Stelle

von £, zu setzen wire:

A -Ebene it k°2 -Ebene
Sommerfelds
Wahl
Wl’lTTn'lml’lWV\./—'““" ==
4=k, =
=
=
=
G)— "j ko
Fig. 10 Fig. 11

Wenn 4 von Null bis 4, liuft, liuft bei Sommerfeld )/ 42— £ von — j4, lings der nega-
tiv imaginidren Achse bis 0. Wenn 4 von £, bis oo lauft, liuft V32— & von o bis 0o positiv

reell,
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Bei uns lauft )/ 22— £ von + j4, auf der positiv imaginiren Achse bis Null, von da
nach — oo negativ reell.

Damit sind die Minuszeichen erklirt.

,.(,Z—kjl é' +jk°

Unsre Wahl 5

Fig.12 Fig. 13

Nach Sommerfeld [29] S. 692 kénnen wir schreiben

o] + oo
(275) [ RG@raf@ndi= [ HP@AHIf@) da.

-0

Fir diesen Fall sehen wir in Fig. 13 den Integrationsweg aufgezeichnet, den wir von
A = o wegziehen konnen.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns der eigentlichen Konvergenzuntersuchung
des Integrals XI zu, indem wir die analoge Untersuchung der anderen Integrale wiederum
dem Leser Uiberlassen.

Wir haben zu priifen, wie sich der Integrand fiir 2 — co verhilt. Nach den obigen Fest-
setzungen {ber die Auswahl der Zweige erhalten wir fur die Wurzeln:

(276) Va2 - —|V2—#] !
(277) VE—BE G+ — —|VE—BG+06| — —2
fiir 4 — co.

Nun ist aber:

242

(19) —[VE=R| - —iVi=Hs| - —i[i-2|.
Ebenso:
(279) —|VeE=B(+ 8| — _,1'1_&3<1+6> '
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Dann wird:

(280) +|VE—B G+ + VF=&| — 21— 85F 1L

~ ifo— ’é"'(w )

und
(281)
—|VR-Ea+| + V& - —1(1—-§§;(1+6)) +Ai— ) . 8

Eine wohlbekannte I'-Formel gibt:

(282)
Pi—2VE—BG+0) =— 2VP—B(+0 I'-2VE—K(+ )
SR VTR L TR A

wenn wir unsere Wahl der Zweige der Wurzeln zugrunde legen.
Ferner wird

(283)
(1——1/12 B+ —~VE—R )
=~ (VP=EGT o+ sz—/é?,) F(——;— V=B G+ + VE=R)).

Dies wird analog:

= L) P62 6-)

Fir die hypergeometrischen Funktionen im Integral X1 erhalten wir unter Berlicksich-
tigung von (278) -/- (281)

1, 1,
2.4 = 22
(285) IR R A TR R et Bl
21 22 ’
1+7, 1+—x_:

wo Glieder mit 71: vernachlidssigt wurden. Dann erhilt man mit bekannten Relationen

hypergeometrischer Funktionen
24 g 22 . penz e —x%2\—1
(286) 2}71(1,1—}—7, kit ) (14-¢77%)

(287) 2F1(1,1+i:—; l—I—Zx—l; —1) i
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Dann nimmt fir 4 — oo der Integrand die Form an
23 2
4 (—) (

(288) A Jhr) = ; F{j ,

d. h. das Integral konvergiert.
Die Untersuchung der anderen Integrale sei dem Leser iberlassen.

4.5.4. Studium der Pole des Integranden.

Wir werden hier sehen, dafl unser Integrand Pole hat, die so liegen, daf} sie unsere Be-
trachtungen nicht stéren. Pole treten dort auf, wo die I-Funktionen im Zihler des Inte-
granden unendlich werden. Diese sind

(289) P(-%V}.2—(l—i—(5)——-]/12 )
(1-——]/12 (1+6)__1/12 )

Ferner treten Pole auf, wo die I'-Funktion des Nenner-Parameters (3. Parameters) der
hypergeometrischen Funktion unendlich wird:

(290) ri—2vVeE=%)
(1—— VE—E (Gt 5))

Dies wollen wir nun untersuchen.

Zunichst: Damit I" (———;—V,‘mo—(l——}—d} = /é2) einen Pol hat, muf} sein:
(291) —%l/m ]/22 B =0—1,—2...—n,...
Damit I” (1 —% V=) —— 1/12 /eg) cinen Pol hat, muB3 sein:
(292) — V=BGt ——VER—HB=—1,—2...—n ...
Damit I (1 S T ,éz) einen Pol hat, muB} sein:
(293) ——2”—]/12——&?)=—1,—2,...—n;.

Damit I (1 —-% ViE—E (14 6)) einen Pol hat, muf} sein:

8 Mainchen Ak.-Abh, math.-nat. 1960 (Eckart)
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(294) 1/22 e

Die Gleichungen (291) -/ (204) miissen nach 4 aufgeldst werden.

Zunachst haben wir:

(295) VR—EOQ+0)+VR—FE =o0,%2%...0% ..
Fir #» = o wird:

(296) VER—E G+ =—ViE-F&
Das Quadrat von (296) liefert:

(297) BB (14 0) = P—E.

Diese Gleichung hat keine Losung.

Fiir 2 == o erhalten wir:

(298) VR—E(G+06) = nu—V22-F,
also:
(299) R_BO+0) =n2 R —B—2nx V2—E
(300) RO 4 n2x® = 2mx | 22—
(301) Eod 4t nt = 4n® (N2— k) — 2022 B2 6
(302) 47m2H2AR = 4nPnlkl - 2n2aPRL0 4+ ntxt L+ AL 62,
folglich
252
(303) '12=k<2>(1 e R

Es wire wichtig zu wissen, ob dieses 42 groBer ist als £5 (1 4 ). Dann wiren Pole nur
moglich auBerhalb eines Kreises von Radius 4,114 6 um den Ursprung der i-Ebene.
In diesem Falle werden wir haben:

72 ko2
4 47t ?

(304) >k

Wir suchen nun das Minimum der linken Seite von (304), wobei wir 7 als stetige Variable
voraussetzen:

o "o B\
Go3) s (e T dea} =0

4 Vst
(305) T A
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also:

(307) n2x? = £y 9.
Setzen wir dies in die linke Seite von (304) ein, so finden wir:

B | K
(308) e — B8.

Dies ist das Minimum der linken Seite von (304). Also folgt aus (303)
(309) 2> k(9 q. e. d.

Allgemein liegt der nte Pol bei:

(310) = B

4,,2,‘2 > k(14 0).
Wir haben also gesehen, daf3 Pole herrithrend von den I'-Faktoren des Integranden nur
méglich sind aullerhalb cines Kreises mit dcm Radius 4 = é V1 + 8. Damit aber die

Pole auf dem Integrationsweg liegen, mull —— 1/22 b —— ]/112 Ay (1 + 6} negativ
sein.

Nun haben wir fiir unseren Integrationsweg auBlerhalb £, und 4, V14 6 die Wurzel-
zweige negativ gewahlt: damit wird aber der obige Ausdruck positiv, und wir haben keine
Pole auf dem Integrationsweg.

Wir haben noch die von (293) (294) herriihrenden Pole zu untersuchen:

Innerhalb der Kreise || < &, bzw. || < £,V (1 -+ 0) ist die Wurzel imagindr, dort
kann die rechte Seite nicht negativ reell sein. Auf dem Integrationsweg werden dann die

Wurzeln —% ViR—#, — ]/12 £ (1 + 8) positiv, sie kénnen nicht negativ reell sein.

4.5.5. Berechnung der Integrale in erster Niherung mittels Sattelpunktsmethode.

Eine strenge numerische Auswertung der Integrale wiirde elektronische Rechenmittel
erfordern, die dem Verfasser gegenwiirtig nicht zur Verfligung stehen. Fiir groBe Abstinde
vom Sender wollen wir hier eine Sattelpunktsniherung angeben. Wir beziehen uns dabei
auf den Anhang 4, der eine Sattelpunktsniherung des Sommerfeldschen Integrals liefert,
die im Prinzip in der Literatur benutzt, aber auf anderem als dem hier angegcbenen Weg
abgeleitet wird.

Wir haben in allen Integralen mit z >0 einen Exponentialfaktor e**"*-& fiir
z2<C 0 e~ #VP-RB0+9), Unter Benutzung von Gleichung (275) konnen wir die Integrale
fur z > o schreiben

+00
(311) y, = — | ’:’/;"_j_;?i VIR @, (3, 2) dA,

wo der Index ; bei @ der rémischen Ziffer des Integrals entspricht,

g*
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Fiir 2 < o kénnen wir schreiben

+ oo
[ HpGn S VEZR(IF9)
(312) P = —Jw T ¢ ®. (4, 2) d2,

wobei das @ in (312) nicht identisch mit dem @ von (311) ist.

In diesen Integralen betrachten wir @;(4, 2) als ,,Jangsam verdnderlich* im Sinne der
Literatur iiber die Sattelpunktsmethode. Wir bezichen uns auf [18] [29] [30] [31] [32] [33])-

Sommerfelds Integrale werden in der Literatur hiufig nach Umformung auf sphéarische
Polarkoordinaten mittels der Sattelpunktsmethode asymptotisch ausgewertet. Dabei wird
im Falle einer ebenen Erde der von der Reflexion herrithrende Anteil im Integranden als
»langsam variabel' angeschen. Wir wollen hier dhnlich verfahren. In (311) und (312) neh-
men wir @ (4, 2) in demselben Sinne als langsam verdnderlich an und werten den ibrigen
Teil des Integrals mittels der Sattelpunktsmethode aus; wenn A5 der Wert von 4 im Sattel-
punkt ist, kommen wir damit zu folgendem Ergebnis:

Fiir 2 > o haben wir:

FE R
(313) Tz = R ¢i(]‘5’z)'
Fiurz<<o

A VI+OR
(314) ¥, =— 2,052

(wobei die beiden @; in (313) und (314) nicht identisch sind), wobei & den euklidischen Ab-
stand von Sender und Aufpunkt bedeutet. Die Sattelpunktsmethode ist in Anhang 4 dar-
gelegt: dort ist auch die Berechnung der Sattelpunkte gegeben.

In der folgenden Tabelle sind nun die Sattelpunktsniherungen der 12 Integrale nieder-

gelegt.
4.5.6. Tabellierung der Sattelpunktsniherungen der 12 Integrale.

Zum Verstidndnis der folgenden Tabelle bemerken wir folgendes:

Zunichst beziehen wir uns auf die Tabelle der 12 lésenden Integrale und behandeln das
Beispiel z > 2, > o. In diesem Falle ist ¥, die Summe der Integrale I und II.

In unserer Tabelle der Sattelpunktsnidherungen geben wir die Naherungen fiir die Inte-
grale I und II gesondert.

Dabei nehmen wir zu ]O(Zr)l/]/rl-z———,ég die Exponentialfunktionen hinzu, so daf} fur
das Integral I e(+=2)VZ+& geschrieben wird. Dies liefert uns ein Sommerfeld-Integral,
fiir das wir den Sattelpunkt in 4 angeben Ag; = 4,7V 7% + (2 + 24)%. Nun vergleichen wir
dieses Integral mit dem entsprechenden Integral aus Aj;. Es entspricht in der dortigen
Tabelle dem 2. Teil des Integrals I; mit dem Integranden: (4, = 4, 4oV 1 + 6 = £5)

(315) M p(—(—2)—22) VIE- 1 ﬁi_fg_lf%ff_@
V=& VI—B+ VE—R
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wobei wir stets die bei uns von derjenigen Sommerfelds verschiedene Wahl der Wurzel-
zweige beachten miussen. Fiir ¥ — oo mul} das Integral I, wie wir bereits sahen, in den Aus-
druck (315) iibergehen. Nach A, bestimmt sich der Sattelpunkt; @;(4;;, #) bedeutet im

Integral I den Faktor, der im Integranden neben {};jr); o+ VIR steht.
In analoger Weise sind in allen Integralen die Funktionen @, ... @y zu verstehen,

At - - . Agxp sind die zu den Sattelpunkten gehérigen A-Werte.
Diese Bemerkungen dienten zum Verstandnis der Tabelle. Die Integrale sollen nun im
folgenden Abschnitt physikalisch diskutiert werden.

Die Funktionen @;(As;, 2) ... Pxn(Asxn, 2) stehen in einer gesonderten Tabelle.

Sattelpunktsapproximation der 12 Integrale.

Mit:
. Jo W” et o) VIR = — i
; v =—[Vex P ek by = e
0
gilt fiir die Sattelpunktsapproximation:
g]."o Vot +(z+30)?
Tz ~ -i/rz:l:-(z—-}-vTo)z QI (ASI’ 3) .
Analog gilt:
. R Al - ko7 ,
- o= [ Vg T G A by = e
i b Vit (a—z0)?
o~ Ao Py sy 2)
I W, = — (Ll (o0 ViTR G (2,5 dD, Ag, = el
z ‘0[ V}‘ —,é’ III( 2’) STI1L ]/7'2+(2+20)2
el ko VAt (z+20)?
o Vrtetar W (Asmy z)
. _ LGN yvEH B ko7
IV: !{]z = ""J“l-/qﬁ e( VVE-R quV(j"z) d}., lSIV = Wﬁ—_z?

W o ko Vit + (20— 2)? ... (A
-~ Vet vt )
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VI:

VII:

VIII:

T

XI:

XII:

R NG

— [LUDL TR b, (1,5) dh, By, = 2
0 o

_f So@N)E - VE-RUTD Py (4, 2) dA, A =
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o (A7) 4 s VISR AT =t
e Dy (A 2) dA, Ay = Vrte

e Vitd ViAss?

V‘;{_T_—ZT_ QV (lsv: 2’)

ViR=# A

el ke Vst
T Dyi (Rsyp» 2)

o (A7) 2

) VI AV1+0r
fm e~ VE-RU+) @y (A, 2) dA, 2 =

SviIL 1/',.2_}_ (z_zo)z

7 V1T Vi (5= g0) 2
verear )

%o ]/1 407
SV YA (420

o (A7) 2

Imz A e el

oi ko VIFS VAL (2 + ) 2

—T/mo—)z_ VIIT ( Svii? z)

kV1+dr
Six Vit (zy—2R

Y B—k3(1+9)

T b VITo VAT (g2
l/’ 35k (204;2V

Dx (}‘SIX ) 8)

F_ Johr)2 — (s +20) V=R (T F9) _ hyi+sr
| VELEGF0) P D dh, oy = VarGren
i Vits Vrm
1/'7_2 (Z+Z ¢X (le’ Z)
(lr)l s VAR - ko7
J‘ .1//012 %) Vi-# Q)XI(A! 2) da, XSXI = —177;—_*:—7
Fhy Vit st
8—1/72_——'??— Pyt Asyys 2)
SN vi=RwE oo SO
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4.5.7. Physikalische Diskussion der Losungsintegrale in Sattelpunktsniherung.

Zunichst stellen wir fest, dal3 die 12 Integrale uns das Fitzgeraldsche Potential ¥, geben,
aus dem die Feldstirken sich durch Differentiationen nach Gl. (196) (197) (198) (201 (202)
(203) errechnen. Es erscheint zweckmifig, sich hier auf die Vektorkomponente £, zu
beschrinken.

Nun ist aber

(198) E,=—jo

@

v,
or

Da wir es mit einer asymptotischen Niherung zu tun haben, wollen wir in der Ordnung
4 al .
b N bleiben.
Wir haben zu bilden (im Falle I)
o [tV PAFGERR
(316) IO G\ VAT E tr Dy (Asys 2)
) o TRV AT TR
L e ) Dy (s, 2)

el VAT (5 F 20)? 0Dy (/15[’ z) a}'SI

IOV E et s, e
Mit
(317) R = V7t (z+ 2)
wird
0 hE LS " PUL T O
(318) e et ko sin 9 — 7 sin ¢,
WO
(319) sin ¢ = ———0=r

, VAT G e
Den Term mit # vernachldssigen wir, da wir uns nur auf Glieder 1. Ordnung be-
schrianken. o2
Bl . Ohs !
Weiterhin berechnen wir ——= ; wir erhalten

or
0 g7 & by 72
(320) or Vet | R A&

eikoRI
Ry
her vernachlissigt werden. Es bleibt also

auf ein Glied von 2. Ordnung in —= und kann da-

Dies fiihrt zusammen mit —j o %
X

SRy

o D, (}*SI ) 2).

(321) E, ~ wk, sin &

Der Faktor sin & hat folgende anschauliche Bedeutung: In bekannter Analogie zur
elektrischen Hertzschen Losung hat die magnetische Lésung fiir ¥, ein Richtdiagramm
von der Form einer Kugel (im homogenen Medium). Durch Differentiation nach » ent-

steht £, das das bekannte Torusdiagramm aufweist. Unter Beschrinkung auf die GréBen-

*

9
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ordnung — sehen wir, daf3 es geniigt, den Ubergang zu £, nur in ¢/%% |z auszufiihren;
g€ = geniig gang zu E, :

die anderen Glieder fallen asymptotisch diesem gegeniiber weg. Abgesehen von jw#, be-
deutet dieser Ubergang nur eine Multiplikation mit dem von der Richtung abhingigen
Faktor sin & und wir haben hier }‘51 == £, sin 9. Dann entspricht das Integral I dem nach
oben von der Schicht wegreflektierten Teil, der in den 2. Teil des Integrals I, in Anhang 3
iibergeht, wenn » — co. Der I'-Faktor entspricht direkt dem Reflexionsfaktor von Gl. (96)

I't—p) I'(a+1—y) I'(f—a)

(96) RY = T rg+1=n Te=p °
(322) R =Vrd (et )t
zeigt, daB3 die Welle von ecinem Spiegelbild des Senders in 2 = — 23 herzukommen scheint,

ebenso wie beim unstetigen Ubergang.

Wir schen also, daB sich auch beim kontinuierlichen Ubergang von ¢ = 1 zu e = 1 4 8
der Spiegelpunkt als Zentrum der Reflexion erhilt.

Das Integral II stellt hier die ,,einfallende Welle* dar, die vom Sender in 2 = 2, >0
herkommt

(1469 GFy (..— ™), (14 JFy(..—e ™™

geben von der Inhomogenitit des Mediums herriithrende Verzerrungen an, die physika-
lisch als ,,innere Reflexion** [26] gedeutet werden miissen. i
In beiden Integralen haben wir fiir £, in erster Niherung die Form sin 9L —— P4, 2),

wo Ag nur von der Richtung abhingt, also fiir konstante Richtung konstant ist. GD (Ag, 2) ist
aber auch noch von z abhingig; wir sehen hier einen wesentlichen Unterschied des Verhal-
tens der Richtdiagramme gegeniiber dem homogenen Medium: Im homogenen Medium
sind fur groBe R in verschiedenen Abstinden vom Sender die Richtdiagramme dieselben,
sie hingen nur vom Winkel 4 ab. Im inhomogenen Medium kommt noch eine Abhingig-
keit von z dazu, die in verschiedenen Entfernungen zu verschiedenen Richtdiagrammen
fiihrt. Es wire wiinschenswert, disese Diagramme numerisch auszuwerten.

In dhnlicher Weise kénnen wir jetzt alle iibrigen Integrale diskutieren. Wir haben ge-
sehen, daB sie fiir % — oo in diejenigen der Tabelle von A4 {ibergehen, wobei zu einem
Integral von A4 bei einem aus zwei Teilen bestehenden Klammerausdruck zwei Integrale
des inhomogenen Mediums gehéren, wie wir hier am Beispiel von I und 11 schon gesehen
haben.

So entsprechen dem

Integral von Anhang 3 die Integrale der Tabelle der 12 Lésungsintegrale:

Iy) I +1I
I5) I + IV
Iy \Y%

I1y) VI

IT,) VII + VIII

IL) IX + X

II1y) XI

I11,) X1
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In den Integralen von Anhang 3 sehen wir jeweils unmittelbar Reflexions- und Ubertra-
gungsfaktoren an unstetigen Ubergingen, in den 12 Losungsintegralen sehen wir in ana-
loger Weise einfallende Wellen, reflektierte und durchlaufende Wellen; die Wellen sind
durch innere Reflexion verzerrt ((1 4 ¢*%) o7y (...)).

Reflexions- und Durchgangsfaktoren sind aus den Tabellen ersichtlich und stimmen
mit denjenigen von 3.4.3. iiberein, wenn man 7y 3 als sin @ deutet, wobei in der
Klammer () 2, 24 24, 2— 24 stehen kann.

Die Einzelheiten sind nach dem Vorstchenden klar und ihre Diskussion kann dem Leser
uiberlassen werden.

4.5.8. Vergleich mit der Strahlenoptik.

Die wesentlichen Ziige der Berechnung der Strahlen sind im Anhang 1 gegeben: von
einem Sender gehen Strahlen aus, die folgende Eigenschaften zeigen: Um ¢ = o herum
werden sie nur etwas von der z-Achse weggebrochen, von einem bestimmten Einfallwinkel
ab kehren die Strahlen nach unten um und kénnen eine Kaustik bilden. Die Einzelheiten
sind im Anhang 1 nachzulesen.

Man kann nun nach Kenntnis der Strahlen eine Lésung unseres Problems in folgender
Weise versuchen: Wir verfolgen zwei benachbarte Strahlen, die sich um einen Einfalls-
winkel &9 unterscheiden. £ () H (D) - 2 - sindds, ds = ds (9) ist die Leistung, die in
den Giirtel mit Offnung &# hineingestrahlt wird; in einem Abstand R wire im homogenen
Medium die Fliche senkrecht zur Wellennormalen R - 2z sin 9 49. (Fig. 14).

Im inhomogenen Medium miissen wir diese Fliche zwischen zweil Winkeln 4, 9 4 ¢
aus den Strahlengéngen entnehmen. In der Umgebung einer Kaustik mul3 eine Intensitéts-
erhéhung auftreten.

Zuniichst treten Reflexionen in dieser Losung nur in sehr versteckter Form auf: Um-
kehrende Strahlen bedeuten totale Reflexion. Andererseits missen in der Nihe einer
Kaustik die Integrale numerisch ausgewertet werden, und der Verlauf der Kaustik kann
genau auch nur mit numerischen Mitteln gefunden werden, die dem Verfasser nicht zur
Verfligung stchen.

In beiden Losungen, der wellenoptischen und der strahlenoptischen, miissen die Feld-
komponenten numerisch ausgewertet und verglichen werden.

d

[‘?ﬁ 48

Fig. 14



ANHANG

A1, STRAHLENOPTISCHE BEHANDLUNG.

A 1.1. Die betrachtete Funktion ¢ = f(z).

Wir wihlen die Funktion, die fiir alle vorhergehenden Rechnungen benutzt wurde

b}
1_'_e’.‘.:z'

(49) e(s) = 1+

Sie ist durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet: (siche Fig. 1!)

Z2 —>—00: &€ — 146

(323) z=o0 e =149,
2 —> +co & — 1.

In z =o0 ist
ad )]
(324) d—; =i —x4—-

Die Tangente in z = o schneidet die Linie:
(325) s=1+06in s =—2, g=1+439
e=1 inz:"*‘%,b‘:l.

Die Gleichung dieser Tangente lautet;

(326) AR 2.

2
2'>—x- E=1
(327) L e URDRR 1
® — — 3 2 4
2l —= e=1-46
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A 1.2. Die ¢ = f(3) entsprechenden Strahlen.

Mit dem Brechnungsgesetz:
(328) e(z) sin? ¥ = »?(2) sin? ¥ = #%(z;) sin? G,

(siche Fig. 18) finden wir:

Von irgendeinem Punkte

x=x0, Z=Zo

gehen Strahlen aus, die an irgendeiner Stelle horizontal verlaufen und dann umkehren, und
solche Strahlen, die nicht umkehren.

A 1.2.1. Nicht umbehrende Straklen.

At2.1.1. DER GRENZWINKEL $# FURNICHT UMKEHRENDE STRAHLEN.

£(z) ist eine mit zunchmendem z monoton fallende Funktion. & ist der Winkel der Strahl-
tangente mit der Vertikalen. Mit zunehmendem z muf3 sin & dann auf einem Strahl zu-
nehmen, und es ist

(329) (sin ), = 1.

Wenn ein Strahl in 2, den Winkel 9, hat, gilt fiir den Punkt, in dem der Strahl horizontal
verlduft und umkehrt:

(330) 8(20) Sin2 290 = S(Z'n) + 1, 2y = BUmbehrnivean
daher
(331) sin? 9 = &%)

&(z)

By ist fiir 2 = 2, der Winkel, der der Grenze zwischen umkehrenden und nicht umkehren-
den Strahlen entspricht.

Der kleinste mogliche Wert von ¢, als Funktion von z ergibt sich fiir einen bei
z= —00 (¢ = ¢,,, = 1 - 0) startenden Strahl:

(332) Sin2 00 min T 1__:_6 .

Der Strahl, der beim kleinsten ¢ = 1 (# = -+ ©0) horizontal wird, hat bei irgendeinem z den
Winkel:
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(333) #, = arcsin (_1./

; )
>
1 )
T

. . . T
was flir 7 — 00 in sin # = 1, §, = - Ubergeht.

A 1.2.1.2. DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG FUR DIE STRAHLEN.

A 1.2.1.2.1. Thre Integration fiir nicht umkehrende Strahlen.

Die Differentialgleichung folgt direkt aus dem Brechungsgesetz (330):

(334) &(s) sin? @ = &(z,) sin?dy = ¢,.
Mit
(339 z = f(x) als Strahlgleichung gilt:
(336) 92— tga = ctg?, (Fig.15)
also
(337) sin? @ = —————
en ( dx )

Dies gibt mit (334)

(338) Y = L

Fig.15

Positives Zeichen der Wurzel bedeutet mit wachsendem x aufsteigendem Strahl, nega-
tives nach unten mit demselben Winkel absteigenden Strahl.
Fir nicht umkehrende Strahlen muf} ¢; so klein sein, daB

(339) o = &(z) sin? 9, < 1.
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¢y = 1 wurde Strahlumkehr bei 2 = 4 oo bedeuten. Dann erhalten wir:

dz 1 5
(349 el ReC

Mit der Substitution ¢*° = 2 wird

du
341) e dr = — %%,
( Ve u Vl + IL— o
+
also mit einer Integrationskonstante C
a = t4u il
(342) Va T fV(1~;,,)u Fi—g+o) «

Mit der bekannten Substitution: ([34] S. 31)

( - 1% _ 1 9
343) (1—co)ue + (1 +0—¢p) ~  1—cq Y
und der Bezeichnung

1 )
(344) el > <t

ergibt sich dann nach trivialer Rechnung:

o 10 i [(23 ) (221)]

und daraus

(AT e 1/6“+‘/53)% (V’e“+1+1/f“+1/63])_ﬁ.

(346) ®(x 4 C) = In [(]/872-#‘"1_4-50]/575-% ‘/67 Verti—) e+ 1/

Wenn wir Strahlen durch einen Punkt * ——_— (z)o haben wollen, ergibt sich €, aus der Bedin-
gung:

(347) x=o0 fir z = z,.

Ein solcher Strahl wird von der z-Achse weggebrochen und mufl dann asymptotisch in
eine Gerade Ubergehen. (Fig. 18, nicht umkehrender Strahl).

A 1.2.2. Umbkehrende Strahien.

Die Bedingung fiir umkehrende Strahlen ist analog zu (339)

(348) &(zg) sin® Py = ¢g > 1.

10 Miinchen Ak.-Abh. math,-nat. 1960 (Eckart)
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Dann ist flir den Umkehrpunkt z = 2z,

(349) fo=2@)=1+—"0

1 +euzu

Es gilt natiirlich auch hier das Brechnungsgesetz und damit (338), wo hier die Wurzel
fir £ > 2z, imaginir wirde.

A1.2.24. INTEGRATION DER DIFFERENTIALGLEICHUNG.

Wir betrachten den Strahl vom Umkehrpunkt aus (¢ = 2, x = 0) und erhalten mit (349)

(350) S L e f |/ A+ s, (Fig. 16).
1+§_}.e’ﬂu Pl

;+Z = »? erhalten wir schlieBlich nach einiger Rech-
—

Mit &** = &, &**v = u, und
nung:
3y

oy STy Ve pie it Yom—gs \©
G5 o) =) AEE 1“( = ) "

Vers dh1—e 3 Vertu—ers

14 g**
+ n—zarctg Vm .

2=z,
Xn
X-0
X gt
Fig. 16

Mit

(352) x =0, 2=3,
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wird
(353) C=o.

Wenn z, und damit ¢**# variiert, bekommen wir eine Schar von Strahlen, die in x = o,
z = gz, horizontal verlauft. (Fig. 17.)

¥4
| Z

Zry

2/'2
\
7 f i \ //— X
/ ‘—XI—-‘\ X -—X’——.‘_ Xf \ X
X3

~_XZ-—.

Fig. 17 Fig.18

A 1.2.3. Das Straklenbiischel durch einen Punkt.

Wir missen nun durch Verschieben der Strahlen in der x-Richtung ein Strahlenbiischel
konstruieren, das durch einen Punkt x = 0, ¢ = 2, geht. Wir miissen die Strahlen so ver-
schieben, daB sie (siehe Fig. 18) durch den Punkt z,, x = o gehen. Dann befinden sich
die Scheitel im Abstand

xy fiir den Strahl 2z,

x, fiir den Strahl 2, u.s.f.

A1.231. ASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG DER STRAHLEN; KAUSTIK.

Wir wollen jetzt, um einen {iberblickbaren Ausdruck fiir eine Kaustik zu bekommen,
asymptotische Darstellungen fiir die Strahlen angeben. Wir miissen fiir jeden Strahl nach
Gl. (331) zundchst die Konstante C kennen, um die er nach rechts verschoben werden muf3.

Wir beschrianken uns auf ein Strahlenbiindel durch ¥ = 0, 2z = 0. Die Grollen x,, x,
in der Fig. 18 bezeichnen wir als x, , x,, nimlich die Abszissen, in denen die Strahlen

umkehren. Wir finden mit 2 = o in (351)

xZ,

(354) XX, = 1+6;-e“u llln (V—VE-F%)‘ + 7w — 2arctg L gnz:_1 } = xC.

2i—1e" 3

10"
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A 1232 DIEASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG EINER KAUSTIK.

Fiir Strahlen, die im Bereich x — 00, 2 — — 00 eine Kaustik, d. h. eine Hillkurve bilden,
kommen schr gro3e Werte von z, in Frage. Wir entwickeln also den obigen Ausdruck fiir
grolie z, und finden nach einiger Rechnung: (Fig. 19, 20)

%2,

N 2+ _E2%u
(355) no, ~ B+ el (1‘2__1) ket =
X=0 s
-—Xr——-v——xo

Fig. 20

Jetzt haben wir noch % x, darzustellen. Wenn wir z, als grof3 positiv und z als negativ von
grofem Betrage annehmen und (351) entwickeln, finden wir

(356) wm=—z(Jm A+ T B o) din A (14 L o) 4T S
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Dann bekommen wir als Asymptote der Strahlen fiir x — 400, 2 - —0o0

%2, V- 11’14

(359 wx = wlr,ta) ~ 5 e =g (1h (9 ) £ T

Dies ist eine Kurvenschar mit dem Parameter ¢**», Wenn wir in tiblicher Weise mittels
Oxx

= 0 und Elimination die Hiillkurve bilden, so finden wir fir die asymptotische

aexzu
Kaustik:

_ 2T T4 _ Ing %z 1 —zx(1+0)
69 wx= Y A gt as e ) FEEY )

(z ist negativ, —z positiv).

A 1.3. Niherungsdarstellung des Eikonals.

Kurven konstanten Eikonals sind Orthogonaltrajektorien der Strahlen. Wir haben bis-
her keine Festsetzung {iber den Faktor & getroffen. Nun ist aber in der Troposphire
0 <C 1073, Es liegt nahe, eine Stérungstheorie des Eikonals aufzustellen und nach Potenzen
von § zu entwickeln. Wenn wir in der x—z-Ebene bleiben, was wir wegen der Rotations-
symmetrie des Strahlenbiindels tun diirfen, also Unabhingigkeit von y annehmen, so ge-
ntigt das Eikonal folgender Differentialgleichung:

)

(359) (grad S)? = w*(2) = 1 +—— .
14-¢
Wir schreiben:
(360) S =So+ 85+
und vernachlissigen héhere Glieder.
Dann wird:
(361) (grad S)% = (grad Sy)% + 26 (grad S, grad S;) = 1 + _: prreit
1 e
Also:
1 1
(362) (grad S,, grad S;) = ERPC
Nun ist aber im homogenen Medium
(363) S=S8 =Vat+(z—z)* = R (Sender in ’Z‘fj )
= &y
Also:
a5, x 0S5 z—2z
(364 TR @ E

(«, v Richtungscosinus).
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Also wird aus (362)

85 85, _ 88, _ 1
(365) «© 6171 +7 azl . oR . 2(1+e9¢l)
Also
R
1 1
(366) Ss==+] e R
0
Wegen (363) ist
(367) 2 =2+ VR2—2® = 25+ R cos 9,
also
S dR
1
(368) Sl iR —2—6[‘ o PR ot T

Dieses Integral kann leicht elementar ausgerechnet werden. Mit

xR cos® __ d}/ -
(369) e =0 e
wird:
i exR cos (1 +e—xzo)
(370) Sl T 2xcos? In enR cos19+e—-xzo

Fiir cos & > o0 ist ¢*%#<*? > 1, der Zihler des Logarithmanden gréBer als sein Nenner,
daher der Logarithmus positiv.

Fir cos & < o gilt:

= 1 1+e—’”°
(371) Sh=ie cos & In 14e7*m/ 4R cosd

?

hier wird der Logarithmus negativ.

Fiir cos ¢ = o wird nach (368)

R
dR
(372) Si=% =5 R —
0

1% 14etn
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A 3. UNSTETIGER UBERGANG ZWISCHEN ¢=1 UND e=1 + §, x —00.

Y
I1)

3)

1)

3)

DIE SOMMERFELDSCHEN INTEGRALE.

Sdad A e—(z—zo)V).i_:k—?. X (1
1

wWo £ = w?ugpey- 1

by = @? pypeg (149)

2y < O
2>0> 2
ALY,
o= vem
0>2>2

ATy
.= Of Vi—#

0> 7 > &

[e o]

v — 24
f VE-R

e? ViE=z

£ (g(z—zo) ViE=g -|— e~ (2 + 2) VAA=F)

2e-nV IR R4

otV

(e—(s—zo) Vl’—kg + e(z+ 29) Vl*—kg

Jo AN A oz V=R (1 4 e2n VIR

11 Miinchen Ak.-Abh. math.-nat. 1960 (Eckart)

VARt PR

2 VIR R

— 2 ViE-R I/P——_,éé—— VE—#
VPE—B+VI—H

VIR VPR

da

VARt V=R

da

ViRtV PR

L o L

)a’l

]/szlé% + l/lz_‘

it T L

VE—BVE—E

k{)dz

)

)dl



82 A 4. Sattelpunktsbehandlung des Integrals von Lamb-Sommerfeld

III) 2z =o.
1) z>o0.
YOO
o= r Vi-n+vE=g
2) z<o.

_— ( 2]°(lr)le"/m
.= i T

A4 SATTELPUNKTSBEHANDLUNG DES INTEGRALS
VON LAMB-SOMMERFELD.

Das fragliche Integral lautet:

eij

-5} + oo
[ L) _vEoE i) HM AN _vE=e g —
/_fﬂz___}déell udz_z_fwell dh=
wo R? = 2 4 22,
Wir ersetzen H{"” (Ar) durch seine Integraldarstellung:

—joo
(1) _ 1 FArcosa
57 (hr) = — Jl e do..
+700
Dann wird fiir 2 > o:

e iArcosa—s VAE— i3
= [ [ £ W_k: L ddaan,
wo ViR—k—>i Ai—+4oo
Viz—i2 — —j|VR—#8 i<k

Um die Sattelpunktsentwicklung zu finden, berechnen wir zundchst:

L (jAr cosa—z Vi2—#2) = —jirsina

0°

rr

(FA» cosa—z Va2— &) = —jir cosa

m (jAir cos a—z V12— k%) = —jrsina

o . =\ 2
—57-(]17' cosa—zlfﬂz—,é)—]rcosa—w_z—:_?

z A2

_ 2 z3) — i ==
(jAr cosa—z V32— 42) (12—,é2)’/' .

312



A 4. Sattelpunktsbehandlung des Integrals von Lamb-Sommerfeld 83

Der Sattelpunkt ist definiert durch:

e o L e o e, P
= 3 61_ . ) ;_V';z_*_—zz.

Der Exponent des Integranden muB nun in der Umgebung des Sattelpunktes entwickelt
werden:

( o2 R (222 2 p— _ Jke® ( o ) s
7 ka? ’ 00 Ja=a ]/7*2—|-z2 : Qo Ty :
A ls =Ly

Wenn wir jetzt den Exponenten entwickeln und Glieder von héherer als 2. Ordnung ver-
nachlissigen, finden wir:

+ 00 —j00
1

/~g IW exp[],éR + 22—y L (a—a,)z']da—zs)d@—a:);

hier betrachten wir ;}J als ,,langsam verdnderlich*.

=

: A .7
Es ist (m)1=1s =7 —Z— &

Nun setzen wir:
JOA—Ap == Vji@—2)=js
—jl—af=—2 V-jla—a)=j
d(—1) = —V7ds
dla—a) =V jdt.
Jetzt integrieren wir in s und # von —¢& bis +¢
s= +¢e ¢

) ) ] R3 2 Py
J ~ 71;_7_:_ J ‘[ exp [7£R] exp l— 2!;22 — 27;] dsdt.

$=—F f=—¢

. T TRl )
Mie 1/ B o= g, I/- £7° 4 — ¢ finden wir:

21 k22 2l R

ar:a TR
-t e s
S 31 222 .
2',&22 R !kz —02 21 R s eij
J~hren YR e G LR e
b TR - ke
o==c )/ STE = £V21R

. 7?2 R3
wenn wir » — 00, K - 00, — — 00, - — o0 gehen lassen.

1™
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As. VERZEICHNIS DER ABBILDUNGEN.

&= f(2)

. %, ¥, z-Koordinatensystem

.2>zpie=f(2) 2 < 2o e = f(zq) 29 >0
e>zie=f@) z<zmie=f() =0

2>z =f(2) 2<< zgi & = f(2g) Zp<< O
L2 ggre=f(z) 2>z 6= f(2) Zp >0
. 2< 29t 8= f2) 2> z¢t 6= f(2p) 2, =0
e zpei=1(2) 2> zg: 8 = f(z¢) zp< 0

. Homogene Schicht zwischen oberem und unterem Medium .

Z-Ebene mit Integrationsweg 0 — oo
V #2—#2-Ebene, Sommerfelds Wahl der Zweige

V/ 42— /%3-Ebene, unsere Wahl der Zweige

/-Ebene mit Integrationsweg von — oo, + o0

. Sender im inhomogenen Medium

Definition des Winkels « .

Horizontaler Strahlin z =2z,, x =0 .

Strahlen, die in # = o horizontal verlaufen mit variablem z;
Strahlen durch x =0, z =0 .

Definition von #, fiir einen Strahl

Asymptotische Kaustik
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