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Zur Gibbs-Darstellung bedingter Wahrscheinlichkeiten

von Gottlieb Leha in Erlangen

vorgelegt von Heinz Bauer in der Sitzung vom 2. Juli 1982
Einleitung

Fur das Studium von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
Produktriumen, also sog. Stockastischer Felder, gibt man sich
hiufig eine lokale Spezifikation vor, d. h. ein System von Uber-
gangskernen, die bedingte Wahrscheinlichkeiten bezlglich ge-
wisser g-Unteralgebren reprisentieren sollen (s. z. B. Dobrushin,
Georgii (1974), Preston (1976)).

Nun ist ein solches Vorgehen in der Statistischen Gleich-
gewichtsmechanik wohlbekannt: Dort geht man von Potentialen
aus und gewinnt die zu studierenden Ubergangskerne durch das
sog. Gibbssche Postulat (s. z. B. Ruelle).

Eine sich sofort ergebende Fragestellung lautet dann: Man
charakterisiere diejenigen bedingten Wahrscheinlichkeiten (oder
die sie bestimmenden Verteilungen), die mit Hilfe von Potentialen
via einer Gibbs-Darstellung definiert werden kénnen.

Diese Irage wurde von vielen Autoren diskutiert (z. B.
Averintsev, Spitzer, Grimmet, Sullivan, Kozlow). Einen ge-
wissen Abschlul3 erreichte die Diskussion durch die Arbeit von
Sullivan (s. auch Kozlow), in der das zentrale Ergebnis lautet:

Jedes positive Fast-Markoffsche Feld auf einem Produktraum
mit abzdlhlbar vielen endlichen Faktorrdumen besitzt eine Gibbs-
Darstellung.

Dabei heil3t ein Stochastisches Feld Fast-Markoffsch, wenn die
bedingten Verteilungen in beschrinkten Gebieten in stetiger
Weise von den Randbedingungen abhingen.

Um nun die Rolle der Stetigkeit zu verdeutlichen, betrachten
wir cine Gibbs-Darstellung anhand eines einfachen Beispiels,
nimlich des Minzwurfmodells:

Ist p & (0, 1) der fir jeden Einzelwurf gleiche Erfolgspara-
meter und 2 die zugehérige Produktverteilung auf {o,1}", dann
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sicht die Gibbs-Darstellung der (bedingten) Wahrscheinlichkeit
daftir, daB sich in einem endlichen Bereich V' C IV die Ergebnisse
u(2), 7 € V, realisieren, wenn aullerhalb von V die Konfiguration
xpy € {0,101 vorliegt, bekanntlich folgendermafen aus:

(0.1) @y () xp,) =0 —p)" exp (— X () In - ;‘/) , wobei
iew

| V’ die Kardinalitit von V7 bezeichne.

Man erhdlt also das (hier von der Randbedingung x,, un-
abhingige) 7, ausgehend von dem Potential

x(7) In ‘;7’ B = {:}

o , sonst

(0.2) U(B, x) =

fiir endliches BC N und x € {o0,1}".

Dies beruht aber wesentlich auf der Annahme, dal} der Para-
meter p a priori bekannt ist. Diese Annahme ist sicher dann not-
wendig, wenn das Ergebnis x des | ,gesamten Munzwurfs'' nicht
bekannt ist.

In den in der Statistischen Gleichgewichtsmechanik betrachte-
ten Modellen geht man jedoch davon aus, dal3 die ,,Situation
auflerhalb des endlichen Bereiches V7, also xp,,, bekannt ist.
(Dies bedeutet im obigen Modell, daB3 die Miinze nicht sukzessive,
sondern dal} unendlich viele Munzen gleichzeitig geworfen
werden.)

Will man nun die Information dartiber, was aullerhalb von 7
geschieht, in das obige Modell miteinbezichen, so kann dies in
naheliegender Weise dadurch geschehen, dall man den Para-
meter p als Funktion von xp,, ansicht, also etwa

- 1 ~ .
03 p() = pleyy) = limsup 11 2 x()
W4 N re
W endlich

Dann hat die bedingte Verteilung 7, die Form
1— p(x)

(0.4) (| xpy) = (1 —p ()P Texp (——{’.‘;[‘71 (Z)In ()



Zur Gibbs-Darstellung bedingter Wahrscheinlichkeiten 8g

(wobei fiir p(x) = o oder p(x) = 1 eine gesonderte Festlegung zu
treffen ist).

Das durch (0.4) gegebene Modell ist nun leistungsfihiger als
das urspriingliche, aber mit ihm konsistent und zwar in dem
Sinne, daB nun alle ,,austauschbaren’* Verteilungen auf {o, 1}V
als Gleichgewichte auftreten, wihrend die Gleichgewichte des
alten Modells spezielle, nimlich extremale Gleichgewichte sind.

(Wir werden am SchluB3 der Arbeit sehen, daf3 dem hier gesagten
ein allgemeinerer Sachverhalt zugrundeliegt.)

Jedoch hdngt nun =z, nicht mehr in stetiger Weise von der
Randbedingung xy,,, ab, besitzt aber dennoch eine Gibbs-
Darstellung mit dem Potential

(@) In —1—;—(%, B =i}

o) , sonst

U(B, x) =

Wihrend bei festem p keine Interaktion zwischen dem Minz-
wurf ,,an der Stelle 7 & N*' und den tbrigen Wirfen besteht, liegt
nunmehr eine Interaktion vor, ndmlich eine Abhingigkeit des
i-ten Wurfes von der ,,globalen Situation“ x € {o, 1}V.

Dieser Sachverhalt driickt sich im Modell dadurch aus, daf3 das
Potential U(B, x) auch von den Werten der Konfiguration x
auBerhalb von B abhingt.

Um nun auch derartige Modelle in Aussagen {iber Gibbs-Dar-
stellungen miteinzubeziehen, verallgemeinern wir den Begriff des
Potentials in der angegebenen Weise, sprechen aber dann von
einem wverallgemeinerten Potential (vgl. hierzu die Anmerkung
am Schlul} der Arbeit).

Es werden dann die beiden folgenden Fragen untersucht:

1. Welche verallgemeinerten Potentiale sind ,,zuldssig" in dem
Sinne, daB sie via Gibbs-Darstellung zu ,,verniinftigen** Uber-
gangskernen fihren?

2. Welche Ubergangskerne kénnen in Gibbsscher Form mit zu-
lissigen verallgemeinerten Potentialen dargestellt werden ?
Bei der Behandlung dieser Fragen lassen wir beliebige indi-

viduelle Zustandsriume zu, also z. B. auch Modelle mit ,,un-

beschriinkter Spinvariable*'.
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In Abschnitt 2 wird die erste Frage behandelt; Hauptergebnis
ist dabei das Theorem 2.8, welches zeigt, daf3 fur ein zulidssiges
Potential U(B, x) die Abhingigkeit von den Werten der Kon-
figuration x auBerhalb von 2 tailmef3bar sein muB.

Die zweite Frage wird im 3. Abschnitt dahingehend beant-
wortet (Theorem 3.2), dal eine strikt positive lokale Charakte-
ristik genau dann eine Gibbs-Darstellung besitzt, wenn ein
,,Jokales Stetigkeitsverhalten'' vorliegt und eine Summierbar-
keitsbedingung erfullt ist.

Das oben vorgestellte einfache Beispiel des Miinzwurfmodells
weist somit bereits alle typischen Merkmale auf.

1. Notationen und Definitionen

1.1. Es seien gegeben:

Eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge 4 (z. B.
A =27 mit dE N), sowie fiir jedes a & 4 ein MaBraum
(S,, S,, 4,) und ein ausgezeichnetes Element w, & S,.

1.2. Wir benutzen dann die folgenden Bezeichnungen:

Far BCA: S,=01S5,8,= ®3S,.

ac B acC B
Ist speziell B = A, so schreiben wir

E=S,E=S,.

Firx,y € Sy {x =y} = {a € B:x(a) = y(a)}
Far B, CC A4, x € Sy, vy & St
| x@), e€ B
PO= @, ac 18
pp: E — S, sei die kanonische Projektion,
xp = pglx) flirx & I
E,={p3 (©):8 €S,
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V={VCA:0o<|V|<oo} ist das System der nichtleeren,
endlichen Teilmengen von 4 (| V| = Kardinalitit von V).

Far V& V:

DWY={BEV:B(\V+ 0}
ZV: ®}'z

ac ¥V

E, = (N E, ist das ,,tail-field".
vev

o bezeichne die Abbildung 2 — w, (¢ € 4), w heillt ,,Vakuum-
konfiguration® in £,

Schlief3lich schreiben wir fir x & £

t={a€E 4:x(a) + w,} und
E={xc E:2CVU{0}}.

1.3. Eine beliebige Funktion f: ¥V X £ — R nennen wir

— mefbar, falls x — f(B, x) E-melbar ist fiir jedes B & V
adaptiert, falls x — f(B, x) sogar E ;-melbar ist fiir jedes B & V
lokal-adaptiert, falls x — f(B, x) E,v E_-mefibar ist fur jedes
L &V (E, v E_ ist die von E, und E_ erzeugte g-Algebra)
lokal-summierbar, falls B — f(B, x) auf (V) summierbar ist
fur jedes V' € Vund x & £.

!

1.4. Eine mebBbare Funktion U:V x £ — R, die lokal-
summierbar ist, nennen wir ein verallgemeinertes Potential. st
U sogar adaptiert, so heil3t U ein Potential.

Wir bemerken:

Ist U nur lokal adaptiert, dann hingt der Wert U(ZB, x) des
Potentials U auf B von den Werten der Konfiguration x auf B
und von dem ,,globalen Verhalten von x ab (d. h. ,lokale
Anderungen von x auflerhalb von B haben auf U(B, x) keinen
EinfluB).

Ein verallgemeinertes Potential U heillt normiers, falls
U(B, x) = o ist, sobald ein ¢ & B existiert mit x(a) = w,.
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L5. Ist U ein verallgemeinertes Potential, so definiert man die
Abbildung Hy: ¥V X E — R durch

(1.1) Hy(V,x)= X U(B,x)

BEDW)
H, heillt die zu U gehorige Energiefunktion.

Von Hy leitet man in Gblicher Weise eine lokale Spezifikation
ab: Man setzt zunichst fur V' €V, x € E:

(1.2) Zy(V,x) = [ exp (—Hy(V, u x)) 4, (d2)
Sv

und definiert dann

(1.3) 7,(x) —ZE(}/, 5 exp (—Hy(V, %), 0 <Zy(V,2) <co
. T[V o) [E—

o} , sonst

Die Funktionen # — 7,(2x) sind dann die Dichten bezlglich
A, der zu studierenden Kerne, wobei die Gleichungen (1.1), (1.2),
(1.3) deren Gibbs-Darstellung bezeichnen.

1.6. Ist o << Z,(V, x) << oo fiir jedes V' & V und » &€ £, dann
ist (m,)p < p positiv, d. h.x,(x) >0V VEV, x € E, und es
besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen Hy und (z,), . v
vermoége (1.2) und (1.3) und

Hy(V, %) = —In 22

(0, %)
Die Frage nach der Gibbs-Darstellung lautet dann also:

Welche Energiefunktionen H lassen sich in der Form (1.1)
darstellen ?

Wir definieren daher:

Eine Energiefunktion H:V X % — R heil}t vom Giébbsschen
Typ, falls ein verallgemeinertes Potential U existiert mit H = Hy
gemdl (1.1).
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L.7. Von wirklichem Interesse sind jedoch nur Dichten (%), < 5,
die (zumindest fast sicher) folgende Konsistenzbedingung er-
filllen (s. z. B. Preston (1976), section §):

(1) 7w(®) = m(z) [ 7y ) 2y (d) (V C W E V, x € E).

Dies ist in dem in 1.6. angegebenen Fall dquivalent zu
(1.5) HV W, x)=HV,x) + HW,0w,x) (V,WEV, xS E)

Wir nennen daher eine Energiefunktion H konsistent, falls die
Bedingung (1.5) gilt.

Die in der Einleitung gestellte Frage nach der Zulissigkeit von
Potentialen wird dann sein: Welche verallgemeinerten Potentiale
fithren gemaB (1.1) zu konsistenten Energiefunktionen ?

2. Zulissige Potentiale

Es sei eine Energiefunktion, also eine beliebige Funktion
H:V x E — R gegeben.

Wir setzen B:= {D(V): V € V}
und betrachten fur jedes x &€ £ die Abbildung
m(-,z):B — R, die gegeben ist durch

(2.1) m@DWV),x) = H(V,x) fur VE V.

m ist wohldefiniert, da die Abbildung ¥V — D (V) von ¥V auf B
offenbar eine Bijektion ist.

Die Abbildung # fithren wir deswegen ein, weil sich zeigen
wird, daBB H genau dann vom Gibbsschen Typ ist, wenn flr jedes
x & F gilt: Die Abbildung (-, x) liBt sich zu einem ¢-additiven
MaB auf die von B erzeugte o-Algebra fortsetzen.

Daher wollen wir zunichst den von B erzeugten Ring ® und
dann die erzeugte o-Algebra U beschreiben:

Wir setzen fur V& Vund UC 1
(2.2) DWW ={BeDWV):B~AV=U}L
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Dann ist offenbar {D(V:U):0 % UC V} eine disjunkte Zer-
legung von D (V).

Wir bezeichnen weiter mit R, denvon {D(V: U): 9= U C V}
erzeugten Ring. (Er ist endlich mit den Atomen

DU, D UC V).

Wie man sofort sieht, gelten dann die Bezichungen:

(2.3) R ngVERV
(2.4 A=DV)
(2.5) Ist A endlich, dannist R = A = P(V).

Far das Weitere entscheidend ist nun folgender Sachverhalt:

2.1. Satz: Die Abbildung #(-, x) von & nach R 1463t sich stets
auf genau eine Weise zu einer additiven Mengenfunktion auf den
Ring R fortsetzen.

Beweis: Setzt man fur V& Vund UC V:
(2.6) m@@W:U),2)=— 3 (—)/"7m (D), x)

nwocu cCcv
mit 7 (9, x) = o, so ergeben sich durch direktes Nachrechnen die
Beziehungen

(2.7) O*ZU’CVm(Q(V:U),x):m(?(V),x):H(V,x)

(2.8) m(D(V: U), x) =U'£\V”Z @W:Uw U, x) fur

VCWwWeV,08=UCV

Daraus folgt sofort die Existenz der Fortsetzung.
Die Eindeutigkeit kann z. B. mittels vollstindiger Induktion
Gber | V] und |U]| fur V & V, UC V gezeigt werden.

2.2. Bemerkungen.

1. Die Formel (2.6) driickt eine Analogie zur Mdbius'schen In-
versionsformel aus, die fiir die Frage der Gibbs-Darstellung von
entscheidender Bedeutung ist (s. z. B. Grimmet).
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2. Der Satz 2.1. folgt auch direkt aus Theorem 3 in der Arbeit
von Evstigneev,

Wir nennen die gemal Satz 2.1. auf ® X Z definierte Mengen-
funktion m das zu H gehirige Maf.

Aus Satz 2.1. ergeben sich sofort folgende Konsequenzen:

2.3. Korollar: Fir H sind folgende Aussagen dquivalent:
a) H ist vom Gibbsschen Typ

b) Flr das zu H gehorige MaB m gilt: Fir jedes x & £ besitzt
m (-, x) eine Fortsetzung zu einem o-additiven signierten Maf}
p(, x) auf U =PF), das auf jedem D(V) (V &€ V) endliche

Variation besitzt.

Beweis: Man setze u({B}, x) = U(B, x) und vice versa.

2.4. Korollar: [st H vom Gibbsschen Typ, dann ist das zu-
gehorige verallgemeinerte Potential eindeutig bestimmt.

Beweis: Fiir jedes x € £ ist m (-, x) eindeutig bestimmt und
o-endlich.

Als unmittelbares Ergebnis zur Existenzfrage einer Gibbs-
Darstellung erwidhnen wir:

2.5. Korollar: Ist A endlich, dann ist H stets vom Gibbsschen
Typ.

Beweis: Folgt aus (2.3).

Bisher haben wir von der Konsistenz-Bedingung (1.5) noch
keinen Gebrauch gemacht. Nun wollen wir die Bedingung (1.3)
auf » Ubertragen:

2.6. Satz: H erfullt genau dann die Konsistenzbedingung (1.3),
wenn gilt:
(2.9) Fiir jedes x € £ und V & V gilt:
m(R\D(V),x) =m(R,w,x) (R&R).
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Beweis: Setztmanfurx & E, V& V.
m' (R, x) =m(R\D(WV),x) (RER), so ist m’' offenbar

additiv auf R und es gilt fiir alle W & V:

w (DY), 2) = m(DIN\ D), 2) = m(DY w W)\ D), %)
= m(DW W), 2) — m(DWV),2) = HV W, ) — H(V, z)
und m(D(W), w,x) = H(W, v, ).

Damit folgt (2.9) aus (1.5), widhrend sich die umgekehrte Rich-
tung aus der Eindeutigkeit von »(-, w, x) ergibt.

2.7. Korollar: Ist H konsistent, dann wird fir jedesx € £ das
zu H gehorige MaB (-, x) ,,von der Menge
Tx)y={B&V:BC £}
getragen'’, d. h. es gilt:
m(R, x) = m(R\D(V), x), sofern T(x) ~nD(V) = 0.

Beweis: Esist T(x) A D (V) = @ genau dann, wenn IV ~£=10
ist; also in diesem Fall: m(R, x) = m (R, w, x) = m(R\D(V),x).

Nunmehr kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts
formulieren:

2.8. Theorem: Es sei H vom Gibbsschen Typ mit zugehérigem
verallgemeinerten Potential U. Dann sind dquivalent:

a) H ist konsistent
b) U ist normiert und lokal adaptiert.

Beweis: a) = b) Wegen der Konsistenz von H erfillt nach
Satz 2.6 das zugehorige MaB 2 die Bedingung (2.9). Ferner gibt
es zu jedem x & £ eine o-additive Fortsetzung u (-, x) von m(-, x)
auf PF). Sei BEV mit Vi=B ~(A\£)+¢. Dann ist
BeD(Wund fur W& Vmit BC Wund R:=D(W: B) gilt:

R\D(V) =9, also 0 = m(R\D(V), x) = m(R, x) nach Korol-
lar 2.7. Also ist
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U(B, x) = u({B}, x) = lim m(D(W: B), x) = o.
Wt A
Dies aber ist die Normiertheit von U.

In analoger Weise folgt aus (2.9) die Beziehung:
p({BINDWV), x) = u(B,w,x) firalleB, VeV, zxc L

Also ist U(B, x) = p({B}, x) = pn({B}, w,x) = U(B, v, x) fiur
B ~V = 0. Somit ist U auch lokal adaptiert.
Die Richtung b) = a) ergibt sich durch direktes Nachrechnen.

Auch hier ergibt sich wieder eine unmittelbare Konsequenz, die
Existenzfrage betreffend:

2.9. Korollar: Ist H konsistent, dann gilt:

a) Fir jedes x € £ existiert das zugehdérige ,,Potential” U(-, x);
U ist adaptiert.

b) Falls zu x € £ eine (beziiglich der Inklusion) kofinale Folge
(W,),en in ¥V existiert mit

(2.10) H(V,x)=lim HWV,x,_ o)firalle VEV,

”n— 00

dann existiert ein ,,Potential’® U(:, x) mit

(211)  HI,zx)=lm 3 UBzx) FEV)
7 — 00 gég/r(‘V)

U ist adaptiert.

Beweis: a) nach Korollar 2.7. wird fir jedes x € £ m(-, x)
von der Menge T(x) = {8 € V: BC £} getragen. Fir x € £
ist diese Menge jedoch endlich, also ist ® ~ T(x) = U ~ T(x)
und (-, x) besitzt eine ¢-additive Fortsetzung auf U, die wieder
von T(x) getragen wird. Also existiert das zu H(:, x) gehorige
Potential U(-,x). Wegen x =x,w mit V=%& ¥V und der
lokalen Adaptiertheit von U gilt: U(B,x) = U(B, w5z x) =
U(B, xp w) fur jedes B & V. Also ist U adaptiert.

b) Sei x € £, (W), < » kofinale Folge in ¥ mit (2.10). Dann
gilt fir B, W, W S Vmit BC W ~W"
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U(-,xpow)und U(:, 2y w) existieren nach a) und sind adaptiert, also:
UB,zy0) = U(B,xzw) = U(B, 2, w).

Setzt man also fur B & V:U(B x):= UL, xyw) mit
BC W&V, dann ist U(B, x) wohldefiniert und es gilt fir
weVv:

lim > UB,x)=lim 23 UBxy w) =

n—00 BE D) n—o00 B D)
BC Wa BC Wa
= lim H(V,x, o) = H(V,x).
n— 00

2.10. Bemerkungen:

1. Die Aussage b) des obigen Korollars 2.9. schlieBt den Fast-
Markoffschen und damit den Markoffschen Fall (hier aber fir
beliebige individuelle Zustandsrdume S ) mit ein. Wir sprechen
jedoch von einem ,,Potential’’, da die lokale Summierbarkeit
nicht notwendig erfiillt ist. (Sie gilt jedoch fiir jedes x = £.)

2. Ist A4 endlich, dann ist offenbar lokal-adaptiert nichts ande-
res als adaptiert; es handelt sich dann also stets um eine ,,ib-
liche"" Gibbs-Darstellung mit einem ,,gewohnlichen’* Potential.

3. Existenz einer Gibbs-Darstellung

Nachdem in den Korollaren 2.5 und 2.9 bereits Existenz-
aussagen fir spezielle Fille gemacht wurden, wollen wir nun den
allgemeinen Fall auf die Existenz einer Gibbs-Darstellung hin
untersuchen. Wir setzen dazu voraus, daB3 eine konsistente
Energiefunktion, also eine beliebige Funktion H: V x £ — R
gegeben sei, die der Bedingung (1.5) geniigt.

Dann sei z das, durch (2.6) definierte, zu H gehorige Mal
auf R. Das Problem besteht nun darin, Bedingungen an H an-
zugeben, die garantieren, daB eine og-additive Fortsetzung von
zu einem MaB u auf U = P (V) existiert, welches eine endliche
Variation auf jedem D(V) (V' & V) besitzt.

Set dazu x & £ fest.

Wir schreiben kurz m fur » (-, x) und setzen fur W & V die
Abbildung #2,,: V — R fest durch
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m(@(PV: B)), BCW

(3.1) my (B) = P . sonst.

Dann gilt zunichst folgendes:

3.1. Lemma: Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) m ist g-additiv fortsetzbar zu einem Mal3 u auf ¥ = P(V),
das o-additiv ist und endliche Variation auf jedem D (V) (V' € V)
besitzt.

b) Das Netz der Abbildungen (), -, (¥ durch Inklusion
geordnet) ist punktweise konvergent und auf jedem D (V) gleich-
gradig integrierbar bezlglich des ZihlmaBes g, auf D (V).

Beweis: a)=b) WegenD (W : B) l {B} fur WT Aist(my)p ey
punktweise konvergent.

Set V&V, ¢ > o gegeben. Dann existiert ein W, & V mit

2 |uB)] <e.

max {|m |(B): WC Wy} +1, BC W,
| (B)| » BA W,

dann ist g offenbar integrierbar bezlglich g,

g(B) =

Ferner gilt fir beliebiges W & V:
|2, |(B) < |y, |(B), alsofir BC Wy:
[y |(B) < g(B). Somit ist

|72(B)] SB c%( I”ZIVKB) < X |ﬂ(B)| <e.

V) D)

{lmw| 28} ~NDF) S Be
BQ W, Bq W,

b) = a) Ist (), < y punktweise konvergent, dann ist
u(B) = lim my(B)
W
fur B & V wohldefiniert.

Ferner konvergiert (m), <, gegen uin LY(g,), also ist u auf
D(V) summierbar, d. h. besitzt endliche Variation auf D (V)
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(V € V). Wegen der L1-Konvergenz gilt fir jedes & & R (jedes

R ist in einem D (V) enthalten): m(R) = 3 m,, (B) = 2’ u(B).
BeER BER

Um nun die Konvergenz der Abbildungen (), < y besser auf
H ibertragen zu konnen, formulieren wir 2, (5) mit Hilfe der
Konsistenzbedingung (1.5) um:

Far WEV, 0 BC Wist

my(By=— 3 (—)P"UYTHU,x) =
WMBCUCW
=— Y (—)\HUw(W\B),x)=
UCBRB
- _IEB (— D (H(W\ B, 2) + H(U, 04, 57)) =
R Z (—I)IUIH(U: Wy pX)-
UCB

Wir schreiben nun furx & £, W& V:

= (—1)'U|H(U, wynpx), BFBCW

(32) Sfw(B %)= ves
o] , sonst.

Dann gilt fir allex € Zund alle V, W& Vmit VC W:

2 fwBxy= 2 m@®W:B),x)=m@V)x)=
(3_3) BecDW) BeDW)
= H(V,x).

Nun kénnen wir den folgenden Existenzsatz beweisen:

3.2. Theorem: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) H ist vom Gibbsschen Typ

b) H ist vom Gibbsschen Typ, wobei das zugehoérige verallge-
meinerte Potential U eindeutig bestimmt, normiert und lokal
adaptiert ist.

c) Fur jedes x & £ und jedes U, V & V mit U C V existiert
lim H(U, wy,, x) in R und fir jedes x € £ und V € V ist die
wta

Familie (f,)y <y der Abbildungen f, : ¥V — R, die definiert ist
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durch (3.2), gleichmiBig auf D (V) summierbar (d. h. gleichgradig
integrierbar beziiglich des ZghlmaBes g, auf D (V).

Beweis: Die Aquivalenz von a) und b) ergibt sich aus Korol-
lar 2.4 und Theorem 2.8. Der Rest ist eine unmittelbare Folgerung
aus Lemma 3.1 und den dem Theorem 3.2 vorangehenden Be-
merkungen.

Wir gehen nun noch kurz auf die Bedingung der Stetigkeit von
H ein: Versieht man jedes S,(a & A) mit der diskreten und £
mit der zugehérigen Produkttopologie, dann ist fir jedes VE ¥V
die Abbildung x — H(V, x) genau dann stetig in x & £, wenn
gilt:

Zujedeme > ogibtesein W & Vmit |H(V,x)— H(V, y)| <e
fur alle y € £, fur die W C {x = y} ist.

Fir kompaktes Z ist dies dquivalent zu

(3.4) lim H(V, x,, w) existiert

wta
d. h. verbal: ,,Andert man die Konfiguration x weit drauBen ab
zur Vakuumkonfiguration o, dann dndert sich die Energie in V'
nur wenig."’

Die in Theorem 3.2 ¢) auftretende Bedingung

(3.5) lim H(V, vy, x) existiert

wta
besagt verbal: ,,Andert man die Konfiguration x weit drauBen,
aber nur /Joka/, d. h. in einem endlichen Bereich, ab zur
Vakuumkonfiguration w, dann dndert sich die Energie in V" nur
wenig'’,

Wir nennen daher H /lokal stetig, wenn (3.5) gilt. Mit Hilfe der
Konsistenzbedingung (1.5) sicht man leicht, daB3 dies dquivalent
ist zu der in 3.2 ¢) formulierten Konvergenzbedingung. Dann
gilt also:

H ist genau dann vom Gibbsschen Typ, wenn H lokal stetig ist
und die in Theorem 3.2 ¢) formulierte Summierbarkeitsbedingung
erfillt ist. Dabei ist das zugehérige Potential im allgemeinen

7 Miinchen Ak. Sb. 1982
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lokal adaptiert. Die Adaptiertheit des Potentials kann nun noch
wie folgt charakterisiert werden:

3.3. Bemerkung: Ist Hvom Gibbsschen Typ mit verallgemeiner-
tem Potential U, dann ist U genau dann adaptiert (also ein
Potential), wenn H die Bedingung (3.4) erfillt.

Denn: Erftllt H (3.4), dann ist U adaptiert nach Korollar 2.9 b).
Ist andererseits U adaptiert, dann ist

lim H(V, xpw) = lim Y U(B,x,0)=

w4 wtd BeDW)
=lim Y UBrpw)=Ilim 3 U(Bx)=HV,x).
wtd Be D) Wwt4a Be DWWy
BCW BC W

Um zu zeigen, dal} auch in unserem verallgemeinerten Sinne
nicht jede konsistente Energiefunktion H:V x 2 —- R vom
Gibbsschen Typ ist, geben wir ein Beispiel fiir eine konsistente
Funktion H: ¥V X £ — R, das dic in Theorem 3.2 ¢) formulierte
Bedingung nicht erfallt:

Seid =2,5,=S={o,1} firallea © 4. Also £ = {o, 1}%.

Wir definieren H: V X /£ — R durch

1, x = 1
o, sonst

HW, ) =

H ist offenbar konsistent und lokal stetig,

Mit den Bezeichnungen von (3.2) gilt jedoch:

1, B=W,x=1
0, sonst

fW(B!x) =

Alsoist (f)y < v auf keinem® (V) gleichmiBig summierbar und
damit nach Theorem 3.2 H nicht vom Gibbsschen Typ.

(Mit
1,B=2,x=1

U8, %)= 0, sonst
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giltzwar H(V,x) = 3’ U(B,x)firallex € £, V& V, aber fur
BV +9
BCZ

z=1ist HV,x)=1F0= D’ U(B,x)).

BeDW)

Abschliefend gehen wir noch kurz auf das eingangs diskutierte
Beispiel des Munzwurfmodells ein:

Dem dort aufgetretenen Phidnomen, daBl die durch die lokale
Spezifikation (0.4) bestimmten Gleichgewichte diejenigen als
Extremalpunkte enthalten, die durch (o0.1) bestimmt sind, liegt
ein allgemeinerer Sachverhalt zugrunde: Es ist bekannt, dall man
in gewissen Interaktionsmodellen die Extremalpunkte der kanoni-
schen Gibbsmafe als Vereinigung der Extremalpunkte der gro@3-
kanonischen Gibbsmale erhilt, wenn der Parameter der ,,chemi-
schen Aktivitdt' z alle Werte in [0, 4+-00] durchlduft (s. Georgii

(1976), Preston (1979)). (In unserem Beispiel entspricht In 1;1)

der ,,chemischen Aktivitdt z.) Wie nun H. O. Georgii in seiner
Arbeit (Theorem 3.1) gezeigt hat, gewinnt man in bestimmten
Féllen durch Ersetzen von z durch eine geeignete tailmeBbare
Funktion z(-) eine lokale Spezifikation, deren Gleichgewichte
gerade die kanonischen Gibbsmale sind. Bemerkt man nun noch,
daB die Menge der Gleichgewichte, fir die z(-) fast sicher kon-
stant ist, eine Seite in der konvexen Menge aller Gleichgewichte
ist, dann erhilt man einen geometrischen Zugang zu oben an-
gegebener Extremalpunktbeziehung.

Anmerkung : Obwohl der vorliegenden Arbeit keine physi-
kalischen, sondern allein mathematische Fragestellungen zu-
grundeliegen, koénnte der Einwand erhoben werden, daf3 durch
die Betrachtung verallgemeinerter Potentiale gegen den Grund-
satz der strikten Trennung von mikroskopischen und makro-
skopischen GroBen verstoBen werde. Daher sei an dieser Stelle
darauf hingewiesen, dall bei den in der Physik betrachteten so-
genannten ,mean field theories* (vgl. z. B. Cassandro-Jona-
Lasinio, pp.921 u. 923) eine derartige Trennung bereits auf-
gehoben ist. Es sei hierzu auch K. G. Wilson zitiert, der zu den
»mean fleld theories’* von J. D.van der Waals, Pierre Weiss,

"
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L. D. Landau schreibt (p. 151 des zitierten Artikels): ,,In all
these theories the state of any selected particle is determined by
the average properties of the material as a whole, properties such
as the net magnetization. In effect all particles in the system
contribute equally to the force at every site, which is equivalent
to assuming that the forces have infinite range.*
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