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Dynamische Symmetrien
klassisch relativistischer Zweiteilchensysteme

Fritz Bopp

§ 1. Einleitung

Heisenberg hat vermutet, die neuen Symmetrien der Elemen-
tarteilchenphysik seien in der Mehrteilchenphysik verankert.
Dabei hat er auf verwandte empirische Eigenschaften der Fest-
kérperphysik hingewiesen. Diese Auffassung wird wegen uber-
wiltigender Erfolge der Quarktheorien Uiberwiegend abgelehnt.

Sine ira et studio fragen wir hier, ob es die von Heisenberg
vermuteten dynamischen Symmetrien wirklich gibt. Dabei be-
schrinken wir uns auf klassisch physikalische relativistische
Mehrteilchensysteme und betrachten insbesondere die aus zwel
Materiepunkten.

Das Ergebnis lautet: Dynamische Symmetrien sind allgegen-
wirtig. Seien f die Anzahl der kanonischen Variablenpaare und
n die Parameterzahl der Symmetriegruppe, so ist 7 > 2/, speziell
bei zwei Materiepunkten gréBer als 12. Neben der Poincaré-
invarianz besteht O4-Invarianz. Bei geringem Abstand der Part-
ner kann es auflerdem niherungsweise U3-Symmetrie geben.

§ 2. Kanonische Gleichungen

Wir betrachten abgeschlossene Systeme, also solche, deren
Wechselwirkung mit der Umwelt vernachlissigbar ist. Ihre Lage
werde durch f Koordinaten

(2.1) q9="(91,92 9o -- 9)

beschrieben, die durch Messungen definiert seien und weitgehend
willkiirlich wihlbar sind. Zu jeder Koordinate ¢, gehére eine
BewegungsgréBe p,. Wie die Lage des Systems durch g, so wird
seine Bewegung durch

6 Minchen Ak, Sb, 1981
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(2.2) P=(P1 02 Lu--2p)

dargestellt. Mit p, g wird der Zustand des Systems vollstindig
erfa3t. Somit sind p, q die Zustandsvariablen.

Nach den Definitionen IIT und IV von Newton! heillen die

Ursachen fir Lage- und Bewegungsinderungen Trigheit (vis
insita) und Kraft (vis impressa). Das fuhrt zu den Gleichungen
(2.3) %ia‘ =1,(p, q 1) _f;% = F,(p, q, 7).
Bei abgeschlossenen Systemen fehlen nach Voraussetzung Ein-
wirkungen von auBlen. Darum kénnen I = (/y, 7, ... /;) und
F = (£, Fy ... Fy) nur von p,q und einem zunichst willkir-
lichen Zeitordnungsparameter v abhingen. Hiernach wird die
Bewegung durch 2/ Funktionen I, F beschrieben, die zunichst
noch unbekannt sind.

Die Willkiir der Wahl von 7 kann man einengen. Fiir Bahnen
im Zustandsraum folgen aus (2.3) die Gleichungen

]adPa_‘Fud%:O, OCE(I,Z..f),

Die f Differentialformen auf der linken Seite haben integrierende
Nenner gemil

_j‘\l]_a ([adpa_Faan) = dHa'

Daraus folgt

0H, _ OH,
]a=Na—é'Pa—, Fa———Na—a—q—a‘.
Fihren wir fir jedes « mittels
dt, = N dv

einen eigenen durch das System seclbst nahegelegten Zeitpara-

meter ein, so ergibt sich nach Substitution in (2.3)
Gty OHa e _ 4 0.
dfy ¢y’ dt, pa

! Newton, I.: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Streater,
London 1687; hier: Definitionen III und IV.
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Hiernach gibt es im allgemeinen keinen gemeinsamen inte-
grierenden Nenner und damit keine gemeinsame systemeigene
Zeit. Doch ist es physikalisch verniinftig, beides zu fordern. Das
geschieht durch das Zeitpostulat, nach dem die Summe der
f Differentialformen einen integrierenden Nenner? habe. Aus

(24) j—lv_ Z (Iadpa_Fa dga) =dH
folgt
o o
L=+t N5 Fa= =N 50

und mit der nunmehr gemeinsamen systemeigenen Zeit
(2.5) dt = Ndz

erhdlt man durch Substitution in (2.3) die kanonischen Glei-
chungen von Hamilton

by 0H A9a _ oH
(2.6) dt dqy ’ dt + pa

Es geniigt das Zeitpostulat, um auf direktem Wege von den
Newtonschen Definitionen IIT und IV zu den kanonischen Glei-
chungen zu gelangen. Dabei spiclt die Frage, ob und wie die
Lagekoordinaten im Raum eingebettet sind, noch keine Rolle.
Die Bewegungsgesetze existieren, noch bevor wir Genaueres tiber
Raum und Zeit wissen.

Nach Hinzunahme des Zecitpostulats in (2.4) bestimmen sich
die 2f Komponenten von Trigheit und Kraft aus einer einzigen
noch unbekannten Funktion, der Hamiltonfunktion /. Trotz
unbekanntem A gelangt man von (2.6) zur gesamten kanonischen
Mechanik. Wir werden sie im weiteren als bekannt voraussetzen®

und erinnern nur daran, daB die kanonischen Gleichungen bei
den durch

* An die formale Verwandtschaft mit der Definition von Temperatur und
Entropie in der Thermodynamik sei erinnert.

8 Sommerfeld, A. (u.a.): Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Bd. I,
Mechanik, AVG, Leipzig 1930; hier: Kapitel VIII.

6*
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(2.7) (2; Padqa*Hd’t) e (_3: q;dp;—f'a’H') = dE(q,¢;p' H")
definierten kanonischen Transformationen

(p,—H; 9,8 —~(p', —H'; 4, 1)

invariant sind. Die weitgehend willkiirlich wihlbare Funktion £
heif3t ,,erzeugende Funktion der kanonischen Transformation®.
A und ¢ sind also nur bis auf kanonische Transformationen be-
stimmt. Zu ihrer Festlegung braucht man weitere Prinzipien.

§ 3. Symmetrieprinzipien

Jede Losung der kanonischen Gleichungen (2.6) beschreibt
ein spezielles physikalisches System und sein Verhalten. Ver-
schiedene Losungen sind auf unterschiedliche Systeme bezogen.
Unter diesen gibt es solche, die wir als gleichartig betrachten,
z.B. einen Tisch hier und einen gleichartigen dort. Die kano-
nischen Gleichungen lassen allein noch nicht erkennen, ob zwei
verschiedene Systeme gleichartig sind. Gleichartigkeit kann sich
nur in speziellen Eigenschaften der Hamiltonfunktion zeigen.
Kriterien zur Beurteilung der Gleichartigkeit miissen darum zu
einer genaueren Bestimmung der Hamiltonfunktion fithren. Wie
man hier weiterkommt, zeigt das Beispiel der Geometrie von
Euklid.

In der Euklidschen Geometrie werden Dinge nicht durch
Lésungen von kanonischen Gleichungen, sondern durch starr
gedachte Gebiete? im Raum beschricben. Das Verhalten der
Dinge bleibt auBler Betracht. Gleichartig sind kongruente Ge-
biete, also solche, die durch bestimmte Transformationen zur
Deckung gebracht werden. Da Gleichartigkeit eine Aquivalenz-
relation ist, bilden die Deckoperationen eine Gruppe, nidmlich die
Euklidsche Gruppe, die aus dreidimensionalen Translationen
und Rotationen besteht. (Im herkdmmlichen Namen Bewegungs-
gruppe steckt ein antiquierter Bewegungsbegriff (Bewegung =
Lageinderung), den man in der Physik vermeiden sollte.)

4 Hier ist nicht an die Euklidschen Axiome gedacht, sondern an die auf
Dinge bezogenen Vorstellungen, die den Axiomen zugrundeliegen.
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An die Stelle der Gebiete im Raum treten hier Losungen der
kanonischen Gleichungen. Wir haben darum nach einer Gruppe
zu fragen, deren Transformationen Loésungen der kanonischen
Gleichungen in andere Losungen derselben kanonischen Glei-
chungen uberfiihren. Da vor und nach der Transformation
kanonische Gleichungen gelten, kommen nur kanonische Trans-
formationen ins Spiel. Es genligt, infinitesimale Transforma-
tionen zu betrachten. Die erzeugende Transformation

E =3 qg.p.—tH + (g t; 9/ H)

mit infinitesimalem 7 liefert firr ¢, = ¢, — ¢, usw.

— 97 — 1 9m.
6?(1— aqa’ (SH““+ EYIR
(3.1) oy on
(Sga = —I— —a‘/');, 5f T2 e a—}?—.
Sei # die bereits anzustrebende Zeit, so mu3 62 = — 09/0 H = o
sein, also
(3.2) n=n(p,q 1.

Fiir beliebige Funktionen G(p, g, ¢) folgt aus den kanonischen
Gleichungen

4G PYe.
i = % TG

(3-3) oH oG oH oG
[HGF=ZGXE§_3E@d

als zeitliche Anderung. Darin ist [/, G] eine Poissonklammer.
Entsprechend erhilt man aus (3.1/2) als Anderung bei der
kanonischen Transformation 7

34  8G=[n Gl

Bei Deckoperationen miissen Lésungen der kanonischen Glei-
chungen wieder in solche derselben Gleichungen ubergehen.
Darum darf es bei ihnen nicht darauf ankommen, ob wir erst

mit 7 und dann mit / transformieren oder umgekehrt. Es muB
also
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sein. Daraus folgt

|G- 6+ |0 57 + 1 61] =0 55 + 11,61

oder

[%}, G] =0.

Da das identisch in & gilt, also auch fiir p und q, muf}

0 dn\ _ 0 dan\ _

i dr) =0 o (@) =o
sein. Danach kénnte &n/d¢ noch eine von p, q unabhingige Zeit-
funktion sein, wodurch zu 5 das entsprechende von p, g unab-
hidngige Zeitintegral hinzutrite. Da dieser Zusatz ohne Einflul
auf 6G in (3.4) ist, kann man ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit

d 0

(3.5) =T Hg=o
setzen. Die Symmetricoperationen # sind also Konstante der
Bewegung?:

(3.6) 7n(p, q, ¢) = const.

Umgekehrt liefert jede Konstante der Bewegung eine Symme-
trieoperation. Jedes # mull Losung der Differentialgleichung
(3.5) sein.

Bei gegebenem /7 und unabhingigen p, q hat die Differential-
gleichung (3.5) genau 2 f unabhingige Integrale®.

37 N=0 "N M- May)-

Jedes Integral von (3.5) 14Bt sich als Funktion von v darstellen.
Da die Poissonklammern

5 Der von E. Noether entdeckte Zusammenhang zwischen Invarianz und
ErhaltungsgroBen wird in zahlreichen einschligigen Lehrbiichern behandelt,
vor allem in quantenfeldtheoretischen,

¢ Kamke, E. (u. a.): Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
eine gesuchte Funktion als Bd. II von Differentialgleichungen, Ldsungsme-
thoden und Lésungen, AVG, Leipzig, 1950.
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(3-8) i 1) = m(n)

wegen

d d 4
ar [77r'! 77&] = [—j"}i_r 77,5] + lﬂn ;tk ] =0

Integrale von (3.3) sind, lassen sich die #,, als Funktionen von 7
darstellen. Wiren diese Funktionen linear in v, so hitten wir
bereits die Liealgebra einer Gruppe. Denn Poissonklammern
sind schiefsymmetrisch und gentigen der Jacobischen Identitit

[4, Bl =—[B, A4}, [4,(B,C]] + [B,[C, 4]] + [C, [4, B]] = o.

Im allgemeinen sind die Funktionen 7, nicht linear. Da sie
jedoch Integrale sind, gehéren sie zu einer gréBeren Mannig-
faltigkeit von linear unabhingigen Integralen

(3.9) fo) = (At), 20) ... £,(0),
fiir die
(5.10) (fulsl = 2" Cly F,

ist. Man kann das stets erreichen. Denn jeder nichtlineare Term
auf der rechten Seite von (3.8) kann zu einer Erweiterung des
Satzes linear unabhingiger Funktionen f(v) benutzt werden.
Doch ist es nicht von vorneherein sicher, ob die so entstehende
Liealgebra endlich oder unendlich viele Dimensionen hat.

Dazu ein Beispicl: Im Falle f = 1 gibt es zwei vollstindig
unabhingige Integrale 7, 7, und damit nur eine Poissonklam-
mer, etwa

(11, 7] = 2™
Daraus folgt

(71, 73] = npy * N

Somit lefert
f=0nnem . n5...)

die Liealgebra einer Gruppe mit unendlich vielen Parametern.
Doch kann man in diesem Beispicl die Parameterzahl reduzieren
und sogar den kleinst mdglichen Wert f = 2 erreichen. Denn
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o=y ffa'= '™
fuhrt zu

[f1:f2] = fs-

Die zweidimensionale Darstellung dieser Liealgebra lautet
0, — (L0
fi= (1,8)’ Sfo= 0,0)'
Sie liefert die Transformationen
G)=(2) G)a>o,
und das Kompositiongesetz
.0 a0\ __ i 0
;,1) ’ b’,l) = (Z:’-%-b’,l)'

Danach fihrt e = 1, 4 = o zur Identitit und a’ = 1/a, ' = —b/a
zur reziproken Transformation. Die eindimensionale Darstellung

x—x' =ax -+ 6,a > o0,

besteht aus Translationen und Dilatationen (ohne Spiegelung).

Somit ist der wichtigste Symmetriesatz bewiesen: Jede Hamil-
tonfunktion liefert eine Symmetriegruppe, deren Parameterzahl
»n 2> 2f ist. Fir groere Werte von f gibt es darum viel Platz fur
die von Heisenberg erwarteten dynamischen Symmetrien. Diese
sind allgegenwirtig. Doch ist die umgekehrte Frage von gréBerer
Bedeutung: Welche Hamiltonfunktionen ergeben sich bei vor-
gegebener Symmetrie ?

§ 4. Poincaréinvarianz

Die kanonischen Gleichungen (2.6) liefern das Gesetz fur Be-
wegungen. Das soll sich im Laufe der Zeit nicht dndern. Darum
mul3 A ein Integral der Bewegung sein. /7 definiert also Zeit-
translationen, und das Integral hei3t Energie (E. Noether).
Danach folgt aus (3.3)

@) 2= — o und H=H(p,q) = W = const.
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Sei t der zugehdrige Gruppenparameter, so liefern die Zeit-
translationen 7 = / nach (3.4)

(4.2) 0G = —— = [H, G].

Fiir GroBen G, die nicht explizit von der Zeit abhingen, ist also
dG dG

(4-3) = = adi°

Danach ist die Zeit # der Gruppenparameter fiir Zeittrans-
lationen. Hierdurch ist die Zeit gruppentheoretisch definiert.
Man beachte, daB3 (4.3) nicht mehr gelten kann, wenn 6,G %= o
ist. Denn dann folgt aus (4.2) und (3.3)

dG aG oG

dr T di T er

Darum sind physikalische GroBen durch Funktionen G(p, q)
definiert’, die nicht mehr explizit von der Zeit abhingen. Eine
explizit zeitabhingige Funktion ist im Laufe der Zeit auf wech-
selnde GroBen bezogen, so daB (4.3) nicht fortzubestehen braucht.

Der Raum, in dem sich die Systeme bewegen, sei dreidimen-
sional®, d.h. es gibt drei unabhingige GréBen P = (P, Ps,
P,) = P(p, q), die Lésungen von kanonischen Gleichungen in
andere Losungen derselben tberfithren, fiir die also

(4.4) 6,G=[P,H]l=0
und
(4.5) 2 —[H,P]=0,P=P(p, q)=const,

gilt. Diese Transformationen heiBlen Translationen im Raum und
liefern als Integrale den dreikomponentigen Impuls P.
Die Poissongleichungen in (4.4/5) lauten explizit

oH @ ol @ _ _
Z(am aqa—aqa'a;sa)Pz‘DP—o'

7 Die \Vahrschelnllchkeltsdlchtef(p, q,?) in der Liouvilleschen Gleichung
ist ein Beispiel fiir eine im allgemeinen explizit zeitabhingige Lésung von
Gl. (3.3).

® Die Dreidimensionalitit mul3 hier ausdriicklich vorausgesetzt werden.
Alle andern Aussagen iiber P gehéren zur Definition.
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Darin ist D ein Differentialoperator erster Ordnung. Diese Diffe-
rentialgleichung hat 2 f—1 unabhingige Losungen. Sobald f > 2
ist, gibt es bei beliebigem / drei Funktionen P (und im allge-
meinen mehr), die den Bedingungen (4.4/5) genligen. Nun ist
(4.5) nichts anderes als der Newtonsche Trigheitssatz, der hier
nicht als Axiom, sondern als Folgesatz erscheint, sobald f hin-
reichend grof3 ist,

Tatsidchlich ist £ > 2, so dal man fir P noch weitere Bedin-
gungen fordern kann. Man darf annehmen, daB auch die Im-
pulse translationsinvariant sind, dal also die Gleichungen

(4.6) 0P, =[P, P]=o0
gelten. Das sind Differentialgleichungen fur alle 2,:
DP, =0, D;P, = o0,

worin D und 0, die Differentialoperatoren

oH ¢ 0 H, b7
I Y
7 04« 09y 0P 9pa |’
0P J a.P; a
D, = ( _______ __)
! %1 0pa 0qa 09a 0pa

sind. Jede dieser Differentialgleichungen hat geniigend viele
Lésungen, wenn nur f hinreichend grof3 ist, und auch simultane,
weil die Differentialgleichungen (4.5/6) miteinander vertriglich
sind. Denn alle Poissonklammern in (4.5/6) sind mit / und allen
P Poissonsch vertauschbar. Auch (4.6) ist darum kein neues
Axiom. Die Gleichung entspringt einer moglichen Prizisierung
der Definition von P,

Bei beliebig vorgegebenem A (p, q) gibt es also vier GréBen

4-7) P, =P (pq) 1 (01,23),
namlich
(4-8) P0=—H,<P1,P2,P3)=P,

die den Poissonschen Gleichungen

(4.9) (L Pl =0
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gentigen. Das ist die Liealgebra einer vierdimensionalen Abel-
schen Gruppe. Die Vorzeichenwahl in Py = —/ ist willkirlich,
aber im weiteren bequem, und wird bereits durch die beiden
Klammerausdriicke auf der linken Seite von (2.7) nahegelegt.
Dieser vierdimensionalen Symmetrie entsprechend nennt man
P = (P, Py, Py, P3) Viererimpuls.

Im Sinne des Erlanger Programms von F. Klein® definiert die
Abelsche Gruppe (4.9) eine Raum-Zeitgeometrie. Bezeichnen wir
die zu P, gehérigen Gruppenparameter mit x*, so folgt fur

irgendwelche GréBen G(p, q)

dG
dx¢

— [P,, G] = D,G,

I3

und durch Integration erhilt man
(4.10) G(x) = PG, G = G(o).

Hiernach beschreiben die x* einerseits die Deckoperationen bei
einer Translation x und spannen andererseits die Raum-Zeit
relativ zu x = o auf.

Allein aus der Annahme P unabhingiger Z und der Forde-
rung, daB der Raum dreidimensional bzw. die Raum-Zeit vier-
dimensional sei, ergibt sich die Raum-Zeit als vierdimensionales
Punktkontinuum, und zwar eines ohne GefdBeigenschaften, eines
das nur durch die méglichen Translationen definiert ist. Es ist
also ein Ordnungsgeflge relativ zu einem Bezugskérper, in ab-
stracto zu einem Koordinatensystem.

Bis zu diesem Zeitpunkt sind drei Ergebnisse besonders be-
merkenswert: (1) Bei beliebiger Hamiltonfunktion existiert eine
Abelsche Gruppe, die zu einer homogenen Raum-Zeit fiihrt. An
der Existenz der Abelschen Gruppe zu zweifeln hieBe, die kano-
nische Mechanik in Frage stellen. — (2) Obwohl wir von ausge-
dehnten Kérpern ausgegangen sind, ist die Raum-Zeit ein Punkt-
kontinuum. Punkte sind hier weder Gebiete, die keine Teile

? Klein, F.: Vergleichende Betrachtungen iiber neuerc geometrische For-
schungen, Erlangen 1872; Math. Ann. 43 (1893); Gesammelte mathematische
Abhandlungen, Bd. I, Berlin 1921, S. 460.
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haben (Euklid!?), noch Basiselemente im Sinne der Hilbertschen
Axiomatik! der Geometrie. Sie ergeben sich hier allein aus
den Gruppenecigenschaften von Deckoperationen. — (3) Die
Raum-Zeit ist durch die Bewegungsgesetze bestimmt. Wie erst-
mals A. Einstein'® in der Allgemeinen Relativititstheorie be-
merkt hat, schafft sich die Physik ihren Raum. Man sollte darum
lieber von der Physikalisierung der Geometrie als von der Geo-
metrisierung der Physik sprechen. Was mit dem so beliebten
Ziel der Geometrisierung gemeint ist, wird von dem Newton-
schen Programm der Mathematisierung der Physik (= Philo-
sophiae Naturalis Principia Mathematica) umschlossen.

Die durch (4.9) bestimmte Raum-Zeit ist eine affine Mannig-
faltigkeit, in der es zunichst noch keine Metrik gibt. Denn (4.9)
bleibt bei beliebigen lincaren Transformationen der 2, invariant.
Auch (4.10) bleibt unveridndert, wenn sich die Raum-Zeit-
koordinaten x” kontragredient zu P, transformieren. Die 2,
bilden also ko- und die " kontravariante Vektoren.

Die Metrik hat eine andere Wurzel. Sie folgt aus dem Schwer-
punktssatz. Der Schwerpunkt?® sei eine dreikomponentige physi-
kalische GroBe (@, Q,, @5) = Q(p, q), die sich zum Gesamtim-
puls verhalte wie jede Koordinate ¢, zur entsprechenden Bewe-
gungsgrofe p,, d.h.

(4.11) 125 Py} =0, [P, Q4] = 05, [0y Q4] = o.

10 Euklid, Axiom I.: Punkt ist, was keine Teile hat. — Innerhalb der Ge-
bietsvorstellung ist das Axiom nicht so inhaltsleer, wie Hilbert von anderen
Vorstellungen herkommend meint (1. c. 11). Der Punkt ist ein Gebiet, das
ganz in einem anderen liegt oder {iberhaupt nicht. Es gibt keine echten Teile,
die es mit anderen Gebieten gemeinsam haben kénnte. Man beachte, dal3
damit der Euklidsche Punkt nicht als ein auf Null schrumpfendes Gebiet
betrachtet wird.

1 Hilbert, D.: Grundlagen der Geometrie, 3. Auflage, Leipzig 1909. Das
Buch ist richtungsweisend fiir die radikale Abkopplung der Axiome von
ithrem anschaulichen Hintergrund, woraus sich u. a. die radikale Ablehnung
von Euklid’s Axiom I ergibt.

12 Weyl, H.: Raum-Zeit-Materie, 5. Auflage, Springer, Berlin, 1925; hier
§ 29.

13 Diese Definition bewahrt die Eigenschaft, daBl sich ein Koérper nach
auflen wie ein Materiepunkt verhilt. Sie unterscheidet sich von der in der
Feldtheorie iiblichen als Energiemittelpunkt.
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Diese Gleichungen sind fir f > 3 stets lésbar, fir f = 3 z. B.
durch den Ansatz P = p, Q = gq. Die Komponenten von Q sind
keine Integrale der Bewegung. Doch soll die Schwerpunktsge-
schwindigkeit gemil

12) 2L =[HQ =0

konstant sein.14

Hier kommt Newtons Definition II ins Spiel,’® nach der P
und v proportional und der Faktor eine systemabhingige Kon-
stante, Masse genannt, sein sollen. Bisher haben wir neben P
nur eine einzige systemabhingige Konstante, nimlich A. Ohne
ad hoc eine neue einzufiihren, ersetzen wir darum Newtons De-
finition IT durch

(4.13) P = Hv.

d
S =[H v]=o0

Das wird die einzige Abidnderung an Newtons Mechanik bleiben.
Sie genlgt zur Begrindung der relativistischen Mechanik von
A. Einstein und wird die Lorentz-Minkowskische Metrik lie-
fern.18

Multiplizieren wir nidmlich die Gleichungen in (4.12) und die
mittlere Gleichung in (4.11) mit /, und fihren wir durch Defi-
nition die GroBe

(4.14) M = HQ

ein, so ergeben sich neben der bereits bekannten Relation
[H, P] = o die Gleichungen

(4.13) [H, M) = P, [P;, M}] = 6.

Die zugehérige Konstante der Bewegung liefert den Schwer-
punktssatz

1 Hierdurch entfillt die fiir den Energiemittelpunkt charakteristische rela-
tivistische Zitterbewegung. Die Definition durch (4.11/12) liefert sozusagen
den Mittelpunkt der Zitterbewegung.

15 1. c. 1, Definition I1; vgl. auch 1. c. 3, hier: S. 2.

18 Das ist vielleicht der einfachste Zugang zur Speziellen Relativititstheorie.
Die Frage nach der Konforminvarianz, zu der die Forderung der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit fiihrt, tritt in der relativistischen Mechanik nicht auf.
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(4.16) K = M°— P¢ = const,

wie aus
R LMK =—P+ [, M] =0
; at
hervorgeht. Damit kommen zur Energie /7 und zum Impuls P
die drei Konstanten K des Schwerpunktssatzes hinzu. SchlieB-
lich gibt es die abgeleiteten Konstanten

(4-17) My =M} MY, M = (Myy, Mgy, My,).

1

Im Ganzen erhidlt man so die zehn Konstanten der Liealgebra
der Poincarégruppe, neben der Energie // und dem Drehimpuls
P den sogenannten Boost M°® und den Drehimpuls M.

Zunichst betrachten wir den Boost. Aus (4.15) folgt

[M°, H*— P?] = o.
Nach (4.17) folgt daraus ferner

[M, 7* — P?] = o.
Erst recht sind /7 und P mit A% — P? vertauschbar. Somit ist
(4.18) H?*— P?% = »? = const

ein Integral, das sich bei allen zehn Transformationen nicht
dndert. Das Poincaréinvariante Integral heillt Masse des abge-
schlossenen Systems. Sie ist im Falle P = o bzw. v = o gleich
der Ruhenergie des Systems, bleibt aber anders als die Energie
bei allen Transformationen invariant.

Die Boostgleichungen (4.15) liefern die eigentlichen Lorentz-
transformationen, z. B. die in 1-Richtung

(4"19) Pé=-—_: “:,Pézpz,P:;:Pa’Hl———:: =.

Ausgehend vom Ruhsystem P = o erhilt man speziell

) mu_ P . :
Pl = — o, Pp=Py =0, H' = =

1—u

Darin ist die Geschwindigkeit

(4.20) v = 11;, = u.
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Die eigentlichen Lorentztransformationen beschreiben hiernach
u.a. den Ubergang von einem ruhenden zu einem bewegten Sy-
stem. Daran soll das amerikanische Wort Boost erinnern, das
soviel wie Schubs bedeutet.

Der Drehimpuls M ist eine abgeleitete Groe. Wir missen
noch die M-haltigen Teile der Liealgebra der Poincarégruppe
bestimmen. Zunichst folgen aus (4.15) und (4.17) die Gleichungen

(4.21) [M,H]=o0
und
(4.22) (M, P)) = P;6y— P,by,

sowie entsprechende Gleichungen fir ». Daraus erhélt man
(4.23) [, P?} = o,

so daB M riumliche Drehungen von P und v beschreibt. Diese
GroBen sind also Vektoren im Raum. Entsprechend sind P2 und
H rdumliche Skalare.

Etwas weniger leicht sind die Vertauschungsrelationen von M
mit M°® und M zu begrinden. Zwar kann man leicht nachrech-
nen, daf3 die Gleichungen

(4.24) [, M?] = M?éu - Mgéz'l
und
(4-25) [H, A{ﬂ] = Mx‘lékj - Mkléx‘j + Mkj 6:'1 - Mij aél

mit der Definition (4.17) vertriglich sind. AuBerdem folgt (4.25)
durch Kommutation von (4.24) mit A}. Doch erhilt man statt
(4.24) nur die Vertauschbarkeit von [, M mit Z und P.

Es kénnten also auf der rechten Seite von (4.24) noch Terme
auftreten, die mit A/ und P vertauschbar sind, zunichst einmal
solche, die zu erweiterten Symmetriegruppen fihren wirden.
Das kann man um so weniger ausschlieBen, als es mit wachsen-
dem f umfassendere Gruppen gibt. Einstweilen scheint es keine
Hinweise auf eine Rickwirkung der dynamischen Symmetrien
auf die Poincarégruppe zu geben. Darum lassen wir solche
Terme nicht zu.
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Damit scheiden auf der rechten Seite von (4.24) auch Zusatz-
terme aus, die in A, P, M® und M nicht linear sind. Sie giben
ebenfalls Anlal, zu weiteren linear unabhingigen Konstanten
tuberzugehen.

Danach miissen mogliche Zusatzterme in (4.24) linear von A,
P, M°® und M abhingen. M° und M scheiden von vorneherein
aus, weil sie nicht mit /7 und P vertauschbar sind. Zuniichst er-
scheint noch folgender Zusatz als méglich:

(2, MIO] = ... t+auH+ Zbiklr b2 ¥

Durch Kommutation mit A/ erhdlt man neben den Termen
in (4.25)

(M Mz(,’] =y B+ by A
Danach ist a;, = o. Denn der erste Summand ist in /; nicht
schiefsymmetrisch. Aus der Jacobischen Identitit

(M MP) 4 [ My, M)+ [M;, M) = o
erhidlt man fir die 6-Terme
bty + bpriy + bz, = 0.
Daraus folgt wegen der Symmetrieeigenschaften
éiklj = —5,%{1,‘ = bk{jl = bx‘bj] = _b/jx'k’

dall auch ¢4, = o sein muf}. Es gibt also keine Zusatzglieder.
Die Liealgebra der Poincarégruppe wird durch (4.24/25) ver-
vollstindigt und ist abgeschlossen. Sie ist durch (4.9), (4.13),
(4.17), (4.21) und (4.24/25) bestimmt. Aus dem Grobschema

P M
(4.26) PO P
M| P M

fir P = (P,, P) und M = (M?°, M) folgt, daBl die Translations-
gruppe £ eine invariante Untergruppe ist.1? Die Konstanten M
liefern die Lorentzgruppe mit folgender Feinstruktur

¥ Weyl, H.: Gruppentheorie und Quantenmechanik; Hirzel-Verlag, Leip-
zig 1928; hier: S. 105.
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| M° M
4-27) M° | Mo MO
M | M M

Von den zehn linear unabhingigen GréfBen der Liealgebra sind
nur sechs vollig unabhingig, ndmlich P und M9 wie aus
H2 = P? + m® und M, = [M?, M}]] hervorgeht. Danach blei-
ben von den 2f unabhingigen Integralen 2(f—3) fir dynamische
Symmetrien Ubrig, speziell fiir / = 3 keine, so daB Hamilton-
funktion und Liealgebra bei einem Materiepunkt bis auf kano-
nische Transformationen allein durch die Poincarégruppe be-
stimmt sind. Bei 2-Punktsystemen ist 2f = 12, so dal}3 sechs un-
abhingige Integrale fir dynamische Symmetrien zur Verfugung
stehen.

§ 5. Relativistische Ein- und Zweipunktsysteme

In 1-Punktsystemen gibt es drei Lagekoordinaten r = (xy, x5,
xy) und drei Impulskoordinaten p = (p,, p., p5). Da sie bereits
den Vertauschungsrelationen (4.11) geniigen, kann man sie
gemil

P=P» Q=r

mit dem Impuls und dem Schwerpunkt identifizieren. Aus

(PHI =22 —0
folgt
H = H(p).
Substitution in die zweite Gleichung (4.15) ergibt
o.M}
“pal- = H(p)sy, M°=H(p)r,.

Damit erhilt man aus der ersten
7l —p m=Vp + m? .
SchlieBlich liefert (4.17) wegen [/, r] = — = = p[H

7 Minchen Ak, Sb, 1981
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Mx’k = [Hxi’ be] — xx'Pk _xkpx"
Somit lauten die Elemente der Licalgebra
(5.1) H+Al/p2—l—mz_,P=p, M°=er2:i‘—';;€M=r><p,

Sie sind bis auf eine Massenkonstante » (und bis auf kanonische
Transformationen) eindeutig bestimmt.

Entsprechende Gleichungen gelten fir zwei Materiepunkte
ohne Wechselwirkung. Denn auch

sy TR A= P+ mt + VpE+om,
5.2 S -
M=rXp;+ryXpy, M®=r, V]’lz + m? 41y ]/Pz2 + m?

geniigt der Liealgebra der Poincarégruppe, weil bei der Kom-
mutation die ersten und die zweiten Summanden unter sich
bleiben. Einfachheitshalber ist angenommen, dal3 beide Teilchen
gleiche Masse haben.

Man koénnte meinen, dal es in der Punktmechanik bei Wech-
selwirkung keine relativistischen Gleichungen gebe!®. Denn
Wechselwirkung bedeutet Energieaustausch. Wegen der end-
lichen Laufzeiten mull es Energie auf dem Wege geben. Das ist
in der Punktmechanik nicht vorgesehen. Doch bedeutet auf dem
Wege befindliche Energie, dall sie von den Materiepunkten ab-
gegeben wird. Sie kénnte sich in verinderlichen Massen kund
tun. Darum gehen wir von folgendem Ansatz aus

(53) P = P1 + P2, H o= VE‘;]{- + I/IJ}—_:}("

worin f = f(p;, ry; Ps, e cine Funktion der kanonischen Varia-
blen sein kann. Wiederum wihlen wir in beiden Summanden
einfachheitshalber die gleiche Funktion.

Im Grenzfall groBer Abstinde mul} sich die Liealgebra freier
Teilchen einstellen, es mul also

lim f(py, r; payre) = m?, 7= "'1—‘"2|:

18 Man spricht in diesem Zusammenhang von No-Go-Theoremen. Der Be-
weis, daB es ,,doch geht*, ist hier eine Frucht der Anwendung der Lie-
algebra bei gleichzeitigem Verzicht auf eine explizit kovariante Notation.
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sein. Setzen wir f = m? 4 mg, so mul g asymptotisch ver-
schwinden. Sei ferner hinreichend weit drauBlen g & m, so er-
hilt man im nichtrelativistischen Grenzfall

1

S (P + pd) + ¢

H=2m +

Das ist in der Tat die Hamiltonfunktion fiir ein nichtrelativisti-
sches Zweiteilchensystem mit der Wechselwirkungsenergie g.
Wenn man (5.3) zu einer vollstindigen Liealgebra erginzen kann,
hat man die Gleichungen flr ein relativistisches Zweiteilchen-
system im Griff.

Die Funktion f hingt nur von den Relativkoordinaten ab
gemil

(54) f=f(P1:p2:r)! r=r;—r,.
Das folgt aus
oH o
[P,H]= _arl_ + arz = 0.

Entsprechend erhidlt man aus der zweiten Boostgleichung in (4.15)

My
0% 14

o1y
0 Xy

[2:, M7) = + o = Hoy,

woraus sich, da A von r; 4 r, unabhingig ist,

M®= HR + N(py, p,, 1), R= ‘;“ (ry + 1),

(5.5)
R = (X, X,, X3)
ergibt. Damit erhilt man aus der ersten Boostgleichung in (4.15)
[, M =H[H, R] +[H N]=P,

also wegen [P;, R,] = ¢,
(56) [, N] = — 5 [*— P, R].

Das fithrt bei beliebig vorgegebenem # zu den unabhingigen
inhomogenen Differentialgleichungen vom Pfaffschen Typ1®

¥ 1, c. 6, hier: S. 35.

-

7
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__________) N=_21 [H?— P2, R),
2

pP = % (P1—P2)-

Diese Differentialgleichungen sind bei beliebigem f, auch bei
asymptotisch verschwindendem integrierbar, wenn auch im all-
gemeinen nicht leicht explizit 16sbar. Eine passend ausgewihlte
Lssung der homogenen Gleichung muf3 dafir sorgen, daBl sich
fiir » — oo der Boost fir freie Teilchen aus (5.2) ergibt. Das ist
moglich, weil M® aus (5.2) Losung von (5.7) fur A aus (5.2) ist.

Hat man N, so sind M9 durch (5.5) und M durch (4.17) be-
stimmt. Nach dem in § 4 bewiesenen Satz gelangt man so zur
vollstindigen Liealgebra der Poincarégruppe. Jedes asymptotisch
richtige f fuhrt also zu einem Poincaréinvarianten 2-Punkt-
system mit Wechselwirkung.

§ 6. Dynamische Symmetrien

In abgeschlossenen Systemen ist es vorteilhaft, zum Schwer-
punktssystem lberzugehen, in dem der Impuls P = o ist (Wig-
nersche Kleingruppe®). Mit den Losungen im Schwerpunkts-
system erfalBt man die Dynamik vollstindig. Durch einen Boost,
also durch eine rein kinematische Transformation kann man jede
Lésung mit einem von o verschiedenen Impuls erreichen. Zwei
unabhingige Aufgaben werden dadurch voneinander getrennt.

Im Schwerpunktssystem lautet die Hamiltonfunktion flr zwei
Materiepunkte

(6.1) H=2Vp* 17, f=f(p.

Solchen Hamiltonfunktionen sieht man nicht mehr an, ob sie zu
einer Poincaréinvarianten Theorie gehéren. Es kommt allcin
darauf an, daB sie aus einer Liealgebra der Poincarégruppe her-
vorgehen, was nach § 5 fur (6.1) zutrifft, falls f gemiB

(6.2) f=f(r,p-r

2 Wigner, E.: Ann. of Math. 40 (1939) 149.
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kugelsymmetrisch ist, wonach der Drehimpuls
(6.3) M=rxp

ein Integral der Bewegung ist. /7 ist klarerweise drehinvariant.
Von dynamischen Symmetrien sprechen wir, wenn A weitere
Symmetrieeigenschaften hat.

Einige weitergehende Symmetrien sind bekannt. Der Ansatz

(6.9 f=mr—

”

fithrt zum relativistischen Keplerproblem, das wie das nichtrela-
tivistische Og-invariant ist?l. Zum relativistischen sphirischen
Oszillator fithrt der Ansatz

6. f=t i,

der wie im nichtrelativistischen Fall U3z-invariant ist?2,
Zunichst betrachten wir das Keplerproblem und schreiben

(6.6) H=Vm+4, 4= pr— 22

>

In diesem Fall ist der Lenzvektor
6.7 A= xpxp+r
ein Integral der Bewegung; denn

[4, 4] = x p) x [4,p] + =~ [A’rl]

a

— —-r’:z- ((r Xp)Xr—(p-r) r+r2p) = O.
Danach ist bei zyklischen £/

(M, A) = o, [M,, M)} = —M,, [M,, 4] = —4,,
[MIJ A/] = 0.

* Born, M.: Vorlesungen {iber Atommechanik, Springer, Berlin, 1925;
hicr: § 38. - M. Born, P. Jordan: Elementare Quantenmechanik; Springer,
Berlin, 1930; hier: § 3s.

# Lipkin, H.].: Liegroups for Pedestrians; North-Holland Publ.Cy.,
1965.
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Denn A ist ein Skalar, und M, 4 sind Vektoren. Etwas miih-
same Rechnungen ergeben ferner

(6.8) [4;, A) = AM,,.

Daraus folgt mit

(6.9) A=V_AN: [N, N]=—M,.
Setzt man

(6.10) M = (Npy, Ny, Nyp), N = (Nyy, Ny, N3y,

so lauten die Vertauschungsrelationen fiir M und NV bei unter-
schiedlichen «, 8, », ¢

(6'11) [Naﬂ) Nﬂy] = Nay’ [Naﬂ: Nyé] = O: &, ﬁ: % 5 E (1:2)3)4)'
Das ist die Liealgebra der Gruppe 04,2 und X ist wie A wegen
(6.12) [Ny, 4] =0

O4-invariant,
Zum Beweis von (6.8) gehen wir von der Darstellung

A=(p-np—pir+

aus. Danach ist

A
L p-rd, x p—2xp,,
apr r r H H r
oA, ( 9 am __am
dxx =rs= | P 27 ) 61”‘ -'2—73— X, Xy +Prﬁk'

Der Kommutator [A4;, 4,] entsteht, wenn man von dem Produkt
dieser beiden Ausdriicke das mit vertauschten 7£ abzieht und
iiber » summiert. Das ergibt 4/, mit dem Faktor

o= )+ 2= ) apt
im Einklang mit (6.8).

Die Hamiltonfunktion fir das relativistische Keplerproblem
lautet nunmehr im Schwerpunktssystem explizit

% 1.c.21, Born-Jordan.



Dynamische Symmetrien klassisch relativistischer Zweiteilchensysteme 103

I ain
(6.13) H=2Vm2+P2——;‘-
Sie kann nicht unbegrenzt richtig sein, weil der Radikand fiir
(6.14) r < %

negativ werden kann. Diese Wechselwirkung muB also fur kleine
Radien aufhéren. Wenn man dabei an das Coulombfeld denkt,
was eine voreilige Deutung sein durfte,?® liegt der Grenzradius
fur Elektronen etwa beim klassischen Wert.

Sei das wenigstens zur Veranschaulichung akzeptiert, sei der
Atomkern, um mit dem einfachsten Modell zu beginnen, eine
homogene Ladungskugel mit dem Radius R = 3a/2m > a/m,
so tritt

4B o
— m 4 = 72 fur »r < R,
(6.13) V= R
—— —; fir » 2 R
an die Stelle des Coulombpotentials. Fir » > R stimmt A mit
(6.13) Uberein und ist O4-symmetrisch. Innerhalb der Ladungs-
kugel erhilt man die SU3-invariante Hamiltonfunktion
(6.16) H=2)p+ ¥

27a%

Der Radius in (6.15) ist der kleinste, bei dem keine negativen
Integranden vorliegen. Allerdings ist der numerische Wert
4,28.10 8 ¢m reichlich grofB. Doch braucht uns das innerhalb
einer rein klassisch physikalischen Rechnung nicht zu stéren.
Es ist erstaunlich genug, daB3 ein so einfaches, im wesentlichen
auf M. Abraham® und H. A. Lorentz?® zuriickgehendes Modell
bei kleinen Abstinden zur U3z-Invarianz und zu einem Higgsfeld
fuhrt, welches beim Grenzradius R = 3a/22 aufhért und dabei
mit der Poincaréinvarianz vertriglich ist.

** Das zugehérige Eichfeld hat eine andere Struktur.

% Abraham, M.: Theorie der Elektrizitit, Bd. II; Elektromagnetische
Theorie der Strahlung; Teubner, Leipzig, 1905; hier: S. 193.

* Lorentz, H. A.: The theory of electrons; Teubner, Leipzig, 1909; hier:
S. 46, § 179 (SchluB), Note 87.
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Der Nachweis der U3z-Invarianz stiitzt sich auf die einzeiligen
Matrizen

eI = (1,0,0), eg = (0:1»0): €§ = (O;O:1>

und die hermetisch konjugierten einspaltigen Matrizen ¢;, ¢,, ¢;.
Danach sind die dyadischen Produkte

. 1
€ = €;6

die infinitesimalen Transformationen einer dreidimensionalen
Darstellung der Gruppe U3. Sie liefert die Liealgebra

6.17) [e; ex] = €0, — €,,0,.
In kanonischer Darstellung erhdlt man dafir

(6.18) i = X; Py

Denn die zugehérigen Poissonklammern sind mit (6.17) identisch.
Hiernach ist

(6.19) H=p-r

eine Uj-invariante Hamiltonfunktion.
Mit der kanonischen Transformation

(6.20) p— 1—/12? (% 4 z-ap>, r—— ﬁ (%_ z~ap)

erhilt man

L

p'r—-— a4

so daf} der sphirische Oszillator wie oben behauptet U 3-invariant
ist. Fur die infinitesimalen Transformationen erhilt man aus
x; 9, = x, p; mittels der kanonischen Transformation (6.20)

(6.21) My =xp,—2x,p; Vy= % (x,2, + @'p04)-

Wie groB der Unterschied beider Symmetrien ist, zeigt sich
darin, daB3 man bei gemeinsamem M im Coulombfall den Vektor
N; und im Uj3-Fall den symmetrischen Tensor ;, hinzufiigen

mub.
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Die vom Coulombfeld herrtthrende O4-Symmetrie ist in der
relativistischen Mechanik schon bei kleinen, aber noch endlichen
Abstinden unhaltbar. Ein denkbar einfaches Modell liefert bei
kleinen Abstinden U3-Symmetrie, ein Higgsfeld und dessen
Grenzen. Wie gering man auch die Bedeutung des Modells ein-
schitzen wird, es zeigt mindestens qualitativ, wie die U3-Sym-
metrie ins Spiel kommen kann. Noch weniger wird der abrupte
Ubergang von der einen zur andern Symmetrie realistisch sein.
Man darf auch nicht schlieBen, die Symmetriebrechung hitte
eine grundsitzliche Bedeutung. Denn jedes V liefert eine Gruppe,
wie bereits gezeigt ist. Vielleicht gibt es aber nur wenige Hamil-
tonfunktionen, die zu endlichdimensionalen Gruppen fihren.

Damit ist gezeigt, daB3 es in der Punktmechanik dynamische
Symmetrien gibt, und daB sie die Wechselwirkung bestimmen.
Die leicht zu beherrschenden Gruppen liefern aber Wechselwir-
kungen, die nur in Teilbereichen gelten kénnen. Dennoch kann
die Existenz der von Heisenberg erwarteten dynamischen Sym-
metrien nicht mehr bezweifelt werden.

Doch gibt es seit Weyl*? einen andern Zugang zu Wechsel-
wirkungen jenseits der Grenzen der Punktmechanik, ndmlich
den der Einftthrung von Feldern mittels der Eichidee. Darauf
gehen wir hier nicht ein, bemerken aber, dafl man in diesem Fall
von der Symmetrie wechselwirkungsfreier Gleichungen auszu-
gehen pflegt. Damit sind zundchst Wechselwirkungen vom oben
betrachteten Typ ausgeschlossen. Ob das grundsiitzlich so sein
muB oder nur historisch bedingt ist, mag eine offene Frage sein.
Jedenfalls stoBen wir damit an die Giltigkeitsgrenzen der reinen
Punktmechanik. Darum iberlassen wir weitergehende Fragen
quantenphysikalischen Untersuchungen.

Bei dem Versuch, dynamische Symmetrien in den Griff zu
kriegen, sind wir auf neue Aspekte der klassischen Mechanik
gestoBen.

(1) Die kanonischen Gleichungen ergeben sich mit dem Zeit-
postulat ohne Umwege aus den Basisgleichungen von Newton. —

(2) Die zur affinen Raum-Zeit fithrende Abelsche Gruppe ist
eine Folge der kanonischen Gleichungen, sofern A nicht explizit
von der Zeit abhiingt. —

T’l. c. 17, hier: S. 88. Man beachte die Abkehr von 1-. I: 12, §§ 40—41
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(3) Die Poincaréinvarianz ergibt sich aus dem Schwerpunkts-
satz in Verbindung mit der abgeinderten Definition II von
Newton P = Hv. -

(4) Auch bei Wechselwirkungen zwischen Teilchen gibt es
relativistische Gleichungen, die bei groBen Teilchenabstinden in
solche freier Teilchen libergehen.



