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Uber die schwach und die stark wachsende Hierarchie
zahlentheoretischer Funktionen

Ulf R. Schmerl!

In dieser Arbeit werden Eigenschaften der Funktionen der sog.
schwach wachsenden Hierarchie untersucht und einige Ver-
bindungen zur stark wachsenden Grzegorczyk/Wainer-Hierarchie
angegeben. Bei diesen Hierarchien handelt es sich um Familien
von schwach bzw. streng monoton aufsteigenden Funktionen G,
bzw. £, auf den natiirlichen Zahlen, die meist mit Ordinalzahlen
indiziert werden und folgendermalen definiert sind:

Goy(n) =0 Fo(n) =2"
Gyin(n) =G,(m) +1 Fyp1(n) = Fi(n)
() = G, (n] () £, () = l[n](n)’

falls 4 eine Limeszahl und (4[x]), ., ihre ausgezeichnete Haupt-
folge ist. Das Wachstum der G, und #, nimmt mit gréBer wer-
dendem Index « zu.

Die Eigenschaften der Funktionen der beiden Hierarchien
hingen wesentlich von der Wahl der ausgezeichneten Haupt-
folgen fir Limeszahlen ab. Die tblichen Ordinalzahlbezeich-
nungssysteme mit den darin festgelegten ausgezeichneten Haupt-
folgen setzen einer Untersuchung der Eigenschaften der Funk-
tionen &, und einem Vergleich der beiden Hierarchien erhebliche
Hindernisse entgegen. Um diese Schwierigkeiten zunichst zu
umgehen, wird in § 1 ein einfaches System abstrakter Ordinal-
notationen, kurz Aonen, eingefithrt, auf denen die &, besonders
einfache Eigenschaften annehmen. Die Aonen stellen keine

! Fiir zahlreiche Anregungen und Vorschlige danke ich Herrn Professor
Schiitte.
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Ordinalzahlen dar, es sind vielmehr baumartige Strukturen, die
partiell wohlgeordnet sind. Sie werden aus den Ausgangssymbolen
0, w, £ mit Hilfe von Funktionen ' (Nachfolger), -+, +, exp und {
erzeugt. f ist eine Erweiterung der stark wachsenden Hierarchie
auf die Aonen. Die Tatsache, dall die schwach wachsende
Hierarchie hier besonders einfache Eigenschaften aufweist, 140t
sich durch folgendes Homomorphieresultat ausdriicken: Ist g
eine der eben aufgefihrten Funktionen, so gilt

Goa, . . ap () = &Gy, . ., G%(ﬂ)) (£ = 1, 2 oder 3),

fur jede natiirliche Zahl # und alle Aonen oy, ..., a, (dabei
werden Aonen, die ohne Verwendung der Symbole w und £ er-
zeugt sind, in naheliegender Weise mit natiirlichen Zahlen identi-
fiziert). Dieser Satz wird in § 2 bewiesen. Alle weiteren Ergebnisse
dieses § lassen sich daraus als mehr oder weniger unmittelbare
Folgerungen gewinnen. So kann die Verknupfung G,o G,
zweier Funktionen G,, G4 durch eine einfach zu definierende
Verkniipfung o auf den Aonen charakterisiert werden. Fiir alle
natlirlichen Zahlen # gilt:

G (Gom)) = Goop(m), d.h. G0 Gy=G,.,.

Auch ein Vergleich der schwach mit der stark wachsenden Hier-
archie ergibt sich als direkte Folgerung des Homomorphiesatzes
(s. Satz 19). Ein entsprechendes Resultat wurde zuerst von Girard
in [5] bewiesen. Jervell [6] und Schwichtenberg [8] gaben eine
andere Version des Girardschen Beweises an, unabhingige Be-
weise lieferten Aczel [1], Buchholz [3] und Cichon und Wainer [4].
Die Einfachheit des hier angegebenen Beweises beruht darauf,
daf3 die zur Erzeugung der Aonen verwendeten Funktionen f,
gerade Fortsetzungen der Funktionen £/, der Grzegorczyk/
Wainer-Hierarchie auf die Aonen sind. Auerdem werden in § 2
gewisse Monotonitdtseigenschaften der G, bewiesen, die den von
Schwichtenberg in [7] gezeigten Eigenschaften der /, ent-
sprechen.

Die Definition der schwach wachsenden Hierarchie auf einer
nur partiellen Ordnung wie den Aonen stellt natiirlich, trotz der
hibschen Eigenschaften, cinen Nachteil gegentiber der Definition
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auf einem — linear geordneten — Ordinalzahlabschnitt dar, wo
sich gréoBeres Wachstum und héherer Platz in der Hierarchie
direkt entsprechen. Aber wenigstens ein Vergleich mit der stark
wachsenden Hierarchie ist, mit Hilfe eines Umwegs Uber die
Aonen, auch dann moglich. Dazu wird in § 3 jeder Ordinalzahl
%L Py, , O der Bachmann/Howard-Zahl, in kanonischer Weise
ein Aon & zugeordnet, so daf sich die Funktionen G, (auf den
Ordinalzahlen) und &, (auf den Aonen) beziiglich der Stdrke
ihres Wachstums sehr dhnlich verhalten, denn eine geringfiigige
VergroBerung des Arguments der einen fithrt zu einer Majorante
der jeweils anderen:

G(n) < Gy + 2)
G,(n) < G(n + 1).

Da geeignete G, nach Satz 19 direkt mit der stark wachsenden
Hierarchie verglichen werden kdnnen, gelten entsprechende Un-
gleichungen dann auch zwischen den G, und zugehdrigen Fj.
Die Gleichheit wie in Satz 19 geht hier also verloren, man hat
lediglich eine Aquivalenz, die sich aus der gegenseitigen Majori-
sierbarkeit ergibt. Dies ist jedoch kein grofler Nachteil: Funk-
tionenhierarchien wie die hier betrachteten dienen dazu, das
Wachstum anderer Funktionen durch Vergleich mit denen in der
Hierarchie zu klassifizieren. Gleichheit tritt dabei im allgemeinen
ohnehin nicht auf.

§ 1. Aonen.

1. Induktive Definition der Menge AON, a << @ und a < £2:

(1) o0,m2&AON, o<w, o0 <

(2) 2« & AON -« € AON, a<g—a <3

(3) o, fEAON a4+ B EAON, a,f<o—a-t+p<b

4 «,& AON, o,f< 2 —a-f&E AON, a-p<
Lh<ow—>af<w

(3) «,pE AON, o, << Q2 —»aexpf & AON, aexpff < £,
o <ow—oaexpf <w
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0, S AON, < Q— Q% Q-B, O* fc AON
o, f,y € AON, B,y < 2 —f,(B),f:(f) € AON,

JaB fa(B) < 2
% fy <o—>f.0), /) <o

2. Induktive Definition von =, Lim_, Lim, []:

(1)
()

(3)
@)

(5)
(6)

€

)

9)

0(.‘:0(, m:ﬂ—>ﬂ=a’ a:ﬂ/\ﬂ:’y—»a:‘y

0 =y Pr=fa Y11= 720 =0,
%y e?:p fr =y &'Lp Ba,
Q= 0% f (B = f0,(Ba), 1 (B) = f2:(Bo)
@=f, «C pme—fE e
o & Lim,, £ & Lim,
n<w—olnr==n (das Vorderglied der Implikation
n< R =n in der Def. von af#z] bzw. a[7]
wird kinftig weggelassen)
a=p pE tims—al;] = AL
ato=o atf, =@+, a+B+N=>+pH+v
BE Lime —a+ B E e, (@4 A=+ B[]
% 0=0, afi'=0o-fta o @By =0 pFy
Gt =aftay
f & Lim, —»oa-p & Lim,, (a-p)[n] =oa-f[]
wexpo=20, aexpf = (zexpf) a
p & Lim, - aexp § © Lim,,
(xexp p) [12] = aexp f [#]
DP-0o=0 0L 0=0
Q=02+ 02 =054 2>
g€ Lim,—~ 2-p, 2*-8& Lim,, (2 8)[n] = Q- B[]
(2% B)[n] = 2% Bn]
=0, -=¢
Q% € Lim,, Q*[y] = 2%y

w & Hme 0% e Lima, 0[] = L]
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(10) fo(B) = 0" exp

FUB =B, FLB) =\ (S1B)

y € Lim, — f2(f) € Lim,, f1(f)[n] = f2""(B)
T B =S5

« € Lim, — £,(8) € Lim,, £,(B)[#] = Furn(B)
« € Limg — £,(8) = fouin(B)-

3. Definition:

(1)

(2)
(3)

4)

Die Menge Koeff (o) der Koeffizienten eines Aons «:
- ist & < £2, so ist Koeff (a) = {a}
— Koeff (£2) = {0'}, Koeff (2-p) = {0, £},
Koeff (£2%) = Koeff () w {0'},
Koeff (2% ) = Koeff (a) w {8}
— Koeff (a + f) = Koeff (o) w Koeff (§) (— o+ f < 2).

« fir natiirliche Zahlen 7 : a® 1= o, o® 1 1= (2™},

Ein Aon o < £ heiBe nachfolgerfundiert, wenn es ein Aon f3,
welches nicht Nachfolger ist, und eine natiirliche Zahl »
gibt, so daB « = . Ein beliebiges Aon heiBe nachfolger-
fundiert, wenn alle seine Koeffizienten nachfolgerfundiert
sind.

Jedem nachfolgerfundierten Aon « wird als Nachfolger-
norm eine Ordinalzahl |of zugewiesen:
- ista < 2, « = B mit # nicht Nachfolger, so ist [« = #
[2] = o, |2l = -], |27 = o,
[ 2% 8] = o™ - 6]
~ Ist 6 von der Form 2, Q- f, 2% oder £2%- f, so ist
o+ of =[] = fo].

4. Lemma: Seien o € Lim, und f < £ nachfolgerfundiert.
Dann il A1) <.

Beweis : trivial.
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5. Satz: Jedes Aon ist nachfolgerfundiert.

Bewets: Durch Induktion {iber die Linge von a, wobei die
Linge von Ausdriicken f,(£), f2(f) definiert wird als

1722 =0 o] 4 0 p +
B = ool + o + 2, (F1B], /8] < &)

6. Folgerungen:

(1)
(2)
(3)

Va & AON: a =ov3f(a=p)vac Lim, va& Lim,
« < w—Jn (x=0")

[ ] ist wohldefinierte Funktion auf {« & AON |« & Lim,,\w

w Lim,}.

7. Definition von < und von Fundiertheit auf AON:

(1

(2)

(3)

@)

Fir jede natiirliche Zahl » wird ebenfalls mit # das Aon o
bezeichnet.

< fur Aonen < £2:

—a<0, aLfeoa<fva=4

A€ Lim, — (¢ < A< Jn(a X A[x)]))
a<fAf<y—-a<y

o heifit fundiert, in Zeichen «, wenn es keine unendliche
Folge (o); o gibt mit a < otg < oy < ... < o, < ...

< fur beliebige Aonen:

% € Limg — (o« < 2 <> 36 (x £ 2[A).

Die Bedeutung von « wird entsprechend erweitert.

8. Satz: Jedes Aon ist fundiert.

Beweis: Durch Induktion Gber die Linge der Aonen:

— die Behauptung ist klar fir o, o, 2

—a—c¢ und zA f— , £2% sind einfach zu zeigen

% 5, B £
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— zum Beweis von oA Ay — f,(f), f1(B) werden folgende ein-
fache Hilfssdtze verwendet:

p— Jo(B)
VBB~ fuB = VB v[BA v —FiB)]
o & Lim, — V8 3n o[f]" & Lim,,

9. Bemerkung: Ausdriicke der Gestalt f (o) entsprechen — wie

in § 3 gezeigt wird — beziiglich der schwach wachsenden Hier-
archie Ordinalzahlen ¢,0.

§ 2. Die schwach wachsende Hierarchie auf AON.

10. Definition der schwach wachsenden Hierarchie auf 40N:

Go(n):= o0 Go(n):=o0
Gy(n):= G () G (n) = G (n)
Gin) = Gyy(n) Gy(n) := G, (), falls A &€ Lim,,
Gyn):= 2 Goln) = w
Gy s gm.g(m)i= G, (n) + Gy v am.p(2) i= G, () +
+ Q%" Gy + "5 Gyln).

11. Folgerungen und Bemerkung:

< 2 —G,(n)=G,(n)
< 2 —-GCG,(n) <o
G,(n) < ey yq, G (n) < g.

Nach Definition 10 sind die Bildbereiche der beiden Hierarchien
G und G die Aonen. Da jedoch Aonen < w mit natiirlichen
Zahlen identifiziert werden koénnen, diirfen fiir Aonen o < 2
G, und G, auch als Funktionen in die naturlichen Zahlen auf-
gefaBt werden; auBerdem konnen die Bilder der Hierarchie G
mit Hilfe der Cantorschen Normalform mit Ordinalzahlen < g,
identifiziert werden.
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12. Lemma: Fur alle ¢, § << 2 und 7 & N ist
Gad ﬂ(n) = G, (1) &, Gs().

Bewets : Durch Induktion nach g.

13. Lemma: Seia & Limg, f < £. Dann gilt fir alle » € IV:
Copy () = G, (1) [G5(m)].
Beweis : Durch Induktion nach der Linge von a.

14. Homomorphiesatz: G ist ein Homomorphismus auf AON,
d. h. fur alle z & N ist

Gu () = G, () + 1 Gt s(0) = G, () &, Gp(m)
G/aﬁ(”) =/ Gy (Gy(m)) Gfa(ﬂ) ()= f JZEZ; (Gyp(m)).

Beweis: Es sind nur noch die Gleichungen mit Ausdriicken
F.(B) und f2(B) zu beweisen. Dies erfolgt durch Induktion nach «
mit Nebeninduktion nach y unter Benutzung der Lemmata 12
und 13.

15. Definition der Komposition von Aonen: Sei § & AON, § < 0.
(1) 0cd=0, wed=296, L= 10
(2) o' °od= (o)
(3 @LHMed= (2200, Qo= 0*"
@ Sa(B)od=Fes(Bo0), fL(B)o0= fii3(Be0).

16. Kompositionssatz: Fur «, 6 & AON, é < 2 gilt:
Go(Go) = Gpog(), d.h. G0 Gy =G,

Beweis: Durch Induktion nach der Lénge von o unter Ver-
wendung des Homomorphiesatzes.

17. Definition:

(1) Die stark wachsende Grzegorczyk/Wainer-Hierarchie fir
Ordinalzahlen o << g;:
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Fo(n):=2" F, ()= Fy(n), Fy(n):= F,,(») fur Li-
meszahlen 4

(2) Seio < a < gyeine Ordinalzahl mit der Cantor-Darstellung
o=w"-4+ ... 4 o> Dann sei a:= 2™ + ... 4+ 2™
6:=o.

18. Lemma: Fiir alle Aonen a und natiirliche Zahlen »,  gilt:

/ G () (n)=F Gy lm) (n)
(dabei werden Aonen < w mit natiirlichen Zahlen identifiziert).
Beweis: Durch Induktion nach o unter Verwendung von

Lemma 13.

19. Satz (Vergleich von schwach und stark wachsender Hierarchie):
(1) Gja @) =F ) (Gﬂ (1))
(2) G/&(w) (n) = F () fur Ordinalzahlen o < ¢,

(3) mite,.,[x]:= 27 Q}n gilt: G/89+1(m) (n) = F, (n).

Beweis : Dies folgt unmittelbar aus dem Homomorphiesatz
und aus Lemma 18.

20. Satz: Fur Aonena, — o < w gilt: G, () > »n.

Beweis: Durch Induktion nach der Linge von « und unter
Verwendung des Homomorphiesatzes.

21. Definition: Die Fortsetzung « [  eines Aons o:

(1) alof:e30+F0 f=oa-to
(2) a+ﬂ[;x+1a+6:(—>ﬂzn6
a B, ,a0:>p,0Aaa=FEo0
aexpf [, xexpd:i<>f[,0Aa=0Aa=F0
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P12 QL0206 -, 2% 0: [0
Fo0) Cosr fa@) r = B0
JlB s fa(0) s> B [0
F5(@0) Cysr fo(®) i > [0

(3) «[CB:=3Tna[B.

22, 8atz: Ist a [ f und z > 1, so gilt: G, (n) < G4z(n).

Beweis: o, frn>1— G, (n) < Gy(n) wird durch voll-
stindige Induktion nach £ bewiesen.

23. Lemma: (1) o & Lim, — «[£] [ «[£ + 1]
(2) o & Limg, B,y < 2,
By —alfl Caly]

Bewers : Durch Induktion nach der Linge von «, unter Ver-
wendung des Homomorphiesatzes.

24.8atz: G, ,(n) < G,(n + 1).

Beweis: Durch Induktion nach «, unter Verwendung des
Homomorphiesatzes, Satz 22 und Lemma 23.

25. Satz: Ist « < f, so gibt es ein ¢ & IV, so daf} fur alle
n =

G () < Gy(n).

Beweis : Durch Induktion nach «, unter Verwendung des
Homomorphiesatzes, Satz 22 und Lemma 23.

26. Bemerkung: Die Sitze 20, 22, 24 und 25 entsprechen
gleichartigen Resultaten fiir die Funktionen der stark wachsen-
den Hierarchie in Schwichtenberg [7].
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§ 3. Die schwach wachsende Hierarchie auf einem Ordinalzahl-
abschnitt.

Im folgenden soll die schwach wachsende Hierarchie auf einer
Menge ON von Ordinalzahlen definiert werden. ON enthalte o
und 2, die kleinste Uberabzihlbare Ordinalzahl. Die abzidhl-
baren Ordinalzahlen in ON werden mit Hilfe der Bachmann-
schen Funktionen ¢ (vgl. Bachmann [2]) bezeichnet, so dal} sich
jedes o & ON, 0 < a < £ in eindeutiger Weise in der Form

% = ()Doq(ﬁl) + .+ (pun(ﬂn>’ (1)

mlt ui! ﬁt’ e ONl ﬂz‘ < Q’ (pa,(ﬂl) 2 - > q)zxn(ﬂn)J (pag(ﬂi) # ﬁ:‘
und ¢, (8,) =F «; falls ; = o darstellen 14f3t. Die darin auftreten-

den Indices «, besitzen die Darstellung
o, = ‘inl : :Bx'l + s + ‘Qaiﬁ : ﬂz'/é (2>

mit o, f;; € ON, 0 <f,; < 8, a;; > 3> ... > a; Die
Menge der abzdhlbaren Ordinalzahlen in ON bildet einen
Ordinalzahlabschnitt, der mit ¢, , 0 bezeichnet wird, der Bach-

mann/Howard-Zahl. Fir die Definition der ausgezeichneten
Hauptfolge einer Limeszahl in ON ist ihre Darstellung nach (1)
oder (2) maBgeblich. Die Hauptfolgen von Termen ¢, f werden
folgendermallen definiert:

Polf + 1)[n] := go(f) -
@o(A) [72] 1= po(Al2])  wenn 4 Limeszahl ist

Pas1(0)[7] 1= @2(0), @, 1 (B + 1)[7] = ¢i(@e 1B + 1)
s 1(M)[n] := @, .1 (A[7]) wenn A Limeszahl ist.

Far Limeszahlen « vom Typ o ist

P[] := @a(0), #u(B 4 D7) = @oy (9. (B + 1)
@, (A)[n] := @, (A[#]) wenn A Limeszahl ist.

Fir Limeszahlen o vom Typ 2 ist

P,(0)[0] =1 PO 411 = a0 ©
P(f+ D[0] := @ (B)+1 @, (B+ 1) [+ 1] 1= Paggp s+ 1y (©)
P (M) [7] := @, (A[2]) wenn A eine Limeszahl ist.
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Die Definition der Hauptfolgen vom Typ w und 2 von Ordinal-
zahlen in der Darstellung (2) entspricht genau der von De-
finition 2, (9).

Auf der Menge ON kénnen nunmehr véllig analog zu De-
finition 10 die schwach wachsenden Hierarchien G, und G, de-
finiert werden. Die Folgerungen 11 bleiben dann entsprechend
gultig. Bei Ausdriicken G (») oder G () muB also kiinftig unter-
schieden werden bzw. aus dem Zusammenhang klar sein, ob es
sich bei & um eine Ordinalzahl oder ein Aon handelt.

27. Definition: Das Aon & einer Ordinalzahl &« & ON:

Ql

(1

=0, R
@ Dai=g, & f:=0"-p

(3)  @o(B): P habe die Darstellung ¢} (0) oder @p(B; + By mit
B+ By = Py H p., f, additive Hauptzahl, §, =0, £2& N.

Dann sei
Wi= WeXpwexp ... wexpo
k41
20B)  #o(Pa) falls £ =0
7o 1B+ B = | o “(By) exp pa(By) - .-
. exp 73 (By) exp py(By) sonst.

(4) @yi1f:Sei2E N,y >a -+ 1und 6 < Q. Dann ist

(a1 ) falls f=g.,0 4 p mit
p<@iio
———— | f7 (g, ) falls f = ¢, 6 + pu mit
P+ .B = BEST ’
1() U <(py6 +(py6
S5 (aihe i, 0) falls B= . 1(p,0°2) +
pomit p < ghiip,0 2)

wobei 7 = o falls « << w ist und 7 = 1 sonst.
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(5)  @.(B) fir & Limeszahl vom Typ w: Sei £ & N, ¥ > « und
d < .

fiT P () falls B < w
[ (fETiw) falls = gho+ pmit p < gh* 1o
Pa(B) 1= | foi(,0) falls f = @,0 + pmit p < @,8-2

U (g,0) falls B = ¢k(p,6 2) + p mit
p<gitl(p,8-2)

(6) @.(B) fir « Limeszahlvom Typ Q. Sei 2& N, y > «, 6 < 2:

FE(fitim) falls f=gfo+u pu<gitlo
f3(p,0) falls f=g,6 +p, u <62

P (p) 1= P z-
fa’ ( &41 (Pla)) falls ﬂ = (pa((pyé . 2) uE “,
p<@ttle,6-2)

(7) q7€9_§_10:= fe!)+1w.

28. Bemerkung: Im folgenden werden mehrfach die in [7, S. 66]
bewiesenen Monotonititseigenschaften der TFunktionen £,
o < &y, der stark wachsenden Hierarchie verwendet. Auch die
Erweiterungsrelation < wird von dort (ibernommen.

Zur Abkirzung schreiben wir @ («) flur
»»o ist Limeszahl vom Typ w A 2 > 1 — Gy (1) > Gg(12) > 1

und ¥(a) fur

»o ist Limeszahl vom Typ o A 7 > 1 — Gl + 1) <
< Gyl 4 1)

29. Lemma: Sei o, § & ON, o + f = o $ f, « additive Haupt-
zahl, f = o. Dann gilt fur alle £ & N:

D (gy(0)), ¥ & < gip(x + B) P(8) — Py (p(e + B))
¥ (95(0), V 6 < @y + B) ¥ (8) — Py(g(a + £))-
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Beweis: D(pio) und ¥ (g,0) folgen unmittelbar aus der De-
finition von gjo. Fiir 2 = o folgen @(« + #) und ¥(x + f) aus
@) und ¥(B). Sei £= 1. Dann folgen P(gy(x + £)) und
¥(gpy(e + B)) durch Induktion nach f:

CrarrronTa) = Grarp s > Gaarp(n) 7 =

= Gq‘o(a +B+1) (”)

und fur Limeszahlen f ist

CramanTa(®) = Grm(®) - Grgra (), wobei
qu+—4(0)(n) falls f = ¢,
G () = G;g(ea-H) (n) falls =g, 4
Gy (72) sonst.

In den beiden ersten Fillen gilt wegen der Definition der &
Gm(n) > Gr(n) > 1, Gm(ﬂ) > Gix(n) > 1 flr
7 > 1, im letzten Fall folgt die Behauptung nach Induktions-
voraussetzung. ¥(p,(e + f)) wird genauso bewiesen.

Fir &= /+ 2 folgen @(g;**(a + B)) und (g, *(a + f))
durch Induktion nach §; zur Abkiirzung stehe (x, y) fir x7:

G+ iamrrrera () = (G am (), (- - -,
(G{;g(—l — (72)”+1) C ) > (Gq—,(l)+ 20, (.- -, (G;gm(@’
Crmr(®) -+ ) = Gib 2wpen ()

Nach Voraussetzung sind G7l+ 255 (n), ..., G2 (n) > 1, also
auch G 1% 2aopgoyy(n). Fir Limeszahlen § gilt:

GEIO"L T HTTa () = sz)J’ () =
(Ggé-fzm(yz), (- (CRm ), Crprram (™) - ) >

> Gyl 275 (7) > 1 aus den gleichen Grinden wie im Fall
k=1.

Die Behauptung fir ¥ wird analog bewiesen.
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30. Lemma: (1) VB < a®(f) — Giprg () > Gy(») und
VB < aW(B) — Gamn + 1) € Ga(n + 1),
(2)  Sei « cine Limeszahl vom Typ 2 und sei § < 2. Dann ist
Cam(n) = Gz () [Gp(A)].

(3) Sei a <&, « Limeszahl und f, ¢: N — . Dann gilt fir
> 1:

f) > gn) — F . (f()) < Ferzmm ()

Beweis : (1) Fir o < 2 folgen die Behauptungen aus @(e) und
Y(x), da dann Gy (n), G5(n) endlich sind und <, < Uber-
einstimmen. Sei also « = aq + 2% - f eine Limeszahl vom Typ w.
Dann ist f vom Typ w oder f = f; 4 1 und «; vom Typ w. Im
ersten Fall folgen die Behauptungen aus @(f), ¥(f), im zweiten
Fall nach I. V. fiir «;.

(2) wird durch Induktion nach der Linge von « bewiesen.
(3) Es ist (4, (52) > f(n); daraus folgt:

Fare(nn(”) = Fa[/(n)] —f-1(7l> = ch[/(@](”) > Fa(f(”)>:

weil £y, 1y(m) 2 F iy 1(n) tir 2 > 1.

¢

31. Lemma: Y o € ON @(a), ¥ (o).

Beweis - Trivialerweise gelten @ und W fur o, alle Nachfolger-
zahlen und Limeszahlen vom Typ £. Sei also « eine Limeszahl
vom Typ w und gelte @(8), V() fur alle 8 < a. Wir treffen fol-
gende Fallunterscheidungen:

1o = oy -+ 2% 4. Da o Limeszahl vom Typ w ist, muf3 ent-
weder auch d eine solche sein oder aber 6 ist Nachfolger und o4
ist Limes vom Typ w. Im ersten Fall folgen @(«), ¥(«) aus P(6),

¥(6), im zweiten Fall aus @(ay), ¥(oy).

2. o = oy + @,(0) mit ¢, (0) = 6, ¢, 0 74=y falls 6 =0, ¢y =0
oder ay + ¢,0 = oy H @, 0.
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1. y =o0. Dann ist 0 == 0, § == @y(d) und es existiert £ & N,
81, 85, so daB 6 = @ (0) oder & = @k (8, 4- 8,) mit &; add. Haupt-
zahl und J, = o. Die Behauptung folgt dann aus Lemma 29.

2.2. y = y; + 1. Zunichst gelten @ und ¥ fiir ¢, ,, 0 und
@y, +1 (f + 1), fur alle : dazu wird

Ga“"%(”) > F%Z(nwi(\”)x GEk+2(qw,,l+1(ﬂ)+1)(”> >
4 b1
> FZ (")+’(G‘Ty,+1(f’)<n>)' i Cp(n-}— 1) <F(,7 ot (n+ 1),

S — %+ 1
G«;ﬁ,l(q"y,+1(ﬂ)+l)<7l + 1) < F(,~ i (Crmm® + 1)

far alle £ durch Fallunterscheidung nach y; = o, Nachfolger
oder Limeszahl vom Typ w oder 2 und durch vollstindige In-
duktion nach £ bewiesen. Sei nun ¢ eine Limeszahl. Dann gibt
es eine natlrliche Zahl £ und u & ON, u Limeszahl oder o, so
daB einer der folgenden drei Fille zutrifft: 6 = (p£1+1(o) + g
Ap <@yt (0), 0 =g () + pro < pu<qpe d=g¢l (e

c2) 4 puap < @it (e, 2) fir ein g e mit v > p. Fiir g Limes-
zahl folgen dann die Behauptungen aus @(x) und #(u), firp = o
durch vollstindige Induktion nach 4.

2.3. y ist Limeszahl vom Typ . Fir § = o (dann sci ¢, 0 5= )
und 6 = 6; -+ 1 folgen die Behauptungen aus @(y), ¥(y) und
Lemma 30 (1). Fir Limeszahlen ¢ geht der Beweis analog zum
Fall z.2.

2.4. y ist Limeszahl vom Typ 2. Durch vollstindige Induktion
nach 4 unter Verwendung von Lemma 30 (2) und (3) kann
wieder gezeigt werden:

o) > Fz z ™ Cogroura(e) >

> Fk ()(G¢ ﬂ<72)) . 0[/5](72 + 1) <Fk+1-L1)(n + 1)

G5 (n

— o k41
Crmrom + 1) < FG_( +1)( Gop(n + 1))

und somit @ und ¥ fiir p,0 und @, (f + 1), fir alle f. Fir Limes-
zahlen 6 geht der Beweis wieder analog zu 2.2.
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32, Satz (Die schwach wachsende Hierarchie auf AON und auf ON):

Fir alle « € ON und 2 > 1 gilt:
G,(n +2) = Gal)
G, () < Gy(n 4 1).

Beweis: Durch transfinite Induktion nach «, unter Verwen-
dung von Lemma 31.

33. Satz (Hierarchie-Vergleich auf ON):

(1) Furalleo <« & ON und 2 > 1 gilt:
quo(n + 2) > FE& (n) 4—1'(71)
G”GOOZ) < F—Ca("'i'l)*l-i(;z + 1))

wobei ¢ = 1 fiir o Nachfolger > w oder Limes vom Typ £ und
7 = O sonst ist.

(2) Fiaro <<a < e und 2 > 1 gilt:
Gooo(n +2) 2 Fy i (n), G're_,2+10(n +2) = F, (n)
Goyo(m) < F, L (n 4+ 1), G”E!H 1(72) < F (n+1)
mit 7 = 1 fir « > o und 7 = 0 sonst,

Beweis : Dies folgt sofort aus dem letzten Satz und Satz 109.
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